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CONCOURS BrLaNnc 1 - CORRECTION

CONCOURS BLANC 1 - CORRECTION

Exercice 1 - ECRICOME ECS 2022 (extrait)

1. (a) Fjq est de classe C? sur R par composition de fonctions de classe C2. De plus, pour x € R, on a :

o) = o) == (=)o (M55 ) n (- (7))
1 x

o = (5o (o () b (557) o o

- () () o ()

On commence par remarquer que f,, , est positive sur R et donc ‘F ua €st croissante sur R. ‘

Le signe de f; est donc donné par le signe de exp ( ) — 1. PourxeR,ona:

exp(lL;:U)—1>0 & exp<’u;$> >1

Ih—
a
w—ax>0

>0

t o

p> .

Donc |sur | — oo, p[, F), 4 est convexe | et |sur |u, +o00[, F), 4 est concave.

De plus on a :

lim Fma(x): hm exp | —exp =0
T—>—00
—>+oo

et :

\,_/

xgg-loo F’u a( ) - mgr—l{loo eXp [ xp

On peut désormais tracer le graphe de F),, :

1 sur 16

=)



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies CoNCOURS BLANC 1 - CORRECTION

‘Le point d’inflexion est en ,u‘ d’aprés la discussion sur la convexité.

(c) Fpq est C? donc continue, elle est également strictement croissante. D’aprés le théoréme de la bijection,

‘c’est une bijection de R dans 0, 1[‘ (d’apreés le calcul de limites précédent).

Soit r e Rety€]—1,1[. On a :

Flx)=y & erp(—exp(—2)) =y
& —exp(—x) = In(y)

& |z=—In(-In(y)) |

Et donc G est la fonction définie par :

G:{]l,l[ - R

y — —In(=In(y))

2. On a déjamontré que F), 4 est strictement croissante, qu’elle est continue et méme C Let que limg—y oo F, Ma(ac) =

0 et limy—s o0 Fja(x) = 1. C'est donc une ‘fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité. ‘

En conséquence, sa dérivée ’ fu,a est une densité associée. ‘

3. X = aZ + i est obtenue par transformation affine de Z. C’est donc une variable aléatoire réelle & densité.
De plus, si on note F'x la fonction de répartition de X et F celle de Z alors pour x € R :

prter= 2 (222 = (o0 (222)

puisque a > 0. On reconnait ici la fonction de répartition de la loi de Gumbel de paramétre (u,a). Et donc

on a bien | Z — G(u,a).

4. (a) OnaY = G(U) ou G est la réciproque de Fpp ;. Comme G est continue, Y est bien une variable aléatoire
réelle.

De plus, en notant Fy la fonction de répartition de Y, pour x € R, on a :

Fy(z) = P(Y <z)=P(GU) <)
= P(Foa(GWU))_

Or Fyi(x) €]0,1[. Comme U suit une loi uniforme sur [0, 1], on a P(U < Fy1(z)) = Fp1(z). Do :

Fy(z) = Foi(x).

D'ott|Y < G(0,1).

1 |def gumbel (mu,a):

U = rd.random() # tirage selon U([0,1])
Y = —np.log(Cnp.log(U)) # VY suit G(0,1)
Z = —mw/a # Z suit G(mu,a)

) return Z

5. (a) L’intégrale est généralisée en 0 et en +oo.

e En +o00 : On a pour tout u € R} :

Uu——+00

In(u)e ™ = ln(u)e7“/2 e u/2 — (e,%> .
—

u——+o00

+001

Or fOJrOO e~ zdu converge. Par négligeabilité, I'intégrale | [ In(u)e™"du converge | (et méme abso-

lument).
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e En0:0Ona:
Vuln(u)e™ ~ yuln(u) — 0.
u—0t u—0t+
1 1 e .
Donc In(u) = P (ﬁ) Or |, ﬁdu converge (intégrale de Riemann convergente) et donc par

négligeabilité, 'intégrale fol In(u)e™"du converge | (et méme absolument).

Donc f0+°° In(u)e™"du converge.

(b) On pose ¢ : u+ e “. Cette application est strictement décroissante et C'. De plus :
li =0 et i =1.
W ) =0 et i elw)

u

Donc, d’aprés le théoréme de changement de variable, en posant t = €%, on a dt = —e “du et les

intégrales suivantes ont méme nature et sont égales en cas de convergence :

1 0
/0 In(— In())dt et / In(— In(e~))(—e~*)du.

+o0o

Or f—Eoo In(—In(e™))(—e™)du = 0+o° In(u)e™"du est 'intégrale que 'on vient d’étudier.

‘Donc les deux intégrales sont convergentes. ‘

(¢) Z a une espérance si et seulement si l'intégrale fj;o x fo,1(x)dz converge absolument.
On cherche a poser u = exp(— exp(—z)). Remarquons que :

u = exp(—exp(—z)) & —In(u) = exp(—z) < z = — In(—In(u)).

Posons 9 : u +— — In(— In(u)) définie sur ]0, 1] & valeurs dans R. Cette fonction est strictement croissante
(on reconnait G qui est la bijection réciproque d’une fonction strictement croissante) et elle est C1. De
plus :

lim ¢(u) = —oo et lim ¢ (u) = +o0.

u—0 u—1

Donc d’aprés le théoréme de changement de variable, les intégrales suivantes ont méme nature et sont
égales en cas de convergence :

400 ! ~y
/ |z] exp(—x) exp(—exp(—x))dz et /0\ln(ln(u))|exp((ln(ln(u))))u ( In( )du

oo u)

Or exp(—(—In(—1In(u)))) = —In(u). Donc la seconde intégrale se simplifie en : fol | In(—In(u))|dw.

1
De plussiu €]0, L[, ona |In(—In(u))| = In(—In(u)). Or fol In(— In(u))du converge donc [ In(— In(u))du
converge également.
De méme, si u €]%,1[, ona |In(—In(u))| = — In(—In(u)). Or — fol In(— In(w))du converge donc fll(— In(— In(u)

converge également.

Donc les deux intégrales convergent et donc ’ Z admet une espérance. ‘

De plus :

+oo
E(Z) = / x exp(—z) exp(— exp(—x))dx

—
= —/0 In(—In(?))df{ = 7]

(d) Maintenant, on a X = aZ + p. Donc par linéarité de I'espérance, X admet une espérance et :

‘E(X):a’y—k,u.‘

Exercice 2 - ECRICOME 2014 (adapté)
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1. On sait que F' = F(R’,R) est un espace vectoriel. Montrons que E est un sous-espace de F'.
e On a bien £ C F.
e Soit f la fonction nulle. On a pour tout z € R%. :
f(z) = 2P(x) + 2 In(z)Q(x)
a condition de poser P = Q = 0 qui sont bien des polynémes de degré au plus n — 1 (le degré du
polynéme nul est —o0). Donc f € E et E est non vide.
e Soient f,g € E et soit A € R. On peut écrire :

Vo €RY, f(z) =2P(z) +xln(z)Q(z) et VreRY, g(z) =2P(z)+ zln(z)Q(x)
ot P, Q, P, Q sont des polynomes de R,,_1[X].
On a pour z € R} :
(f+Ag)(z) = flz)+ Ag(z)
= zP(z) +zln(2)Q(z) + AN(zP(z) + zIn(2)Q(x))
= z(P(z) + AP(2)) + zIn(z)(Q(z) + Q(x))
et donc comme P + P et Q + Q sont dans Rp_1[X], (f +Ag) € E.

Donc F est un sous-espace de F' et donc ’ FE est bien un espace vectoriel. ‘
De plus, soit f € E. On a pour tout xz € R} :

f(z) =2P(z) + 2 In(z)Q(z)
avec P,Q € R,,_1[X]. Or une base de R,,_1[X] est donnée par 1, X, X2, ..., X"~ On peut donc écrire :
flx) = (ao +aiz+--- + an12" V) + zIn(z)(by + biz + - - 4+ by_12™ 1)

= Z akkarl —+ Z b xk+l ln Z Qf— 1uk + Z bk lvk

et donc f € Vect(uy,vy,...,up, vy). Ainsi ‘E C Vect(uy, vy, ... ,un,vn).‘

Réciproquement, on a clairement uy, € F (avec P = X* 1 et Q =0) et v, € E (avec P =0 et Q = X*71).

Donc ’ E contient l'espace engendré Vect(uq,v1, ..., Un, Up). ‘

D’ou ‘E = Vect(u1,v1, ..., Un, Vp). ‘
2. Soit f € E. Notons :

f(z) = 2P(z) + xIn(x)Q(x)

avec P,Q € R,_1[X]. On a lim,_,o+ zIn(z) = 0 par croissance comparée. Donc :

lim f(x) =0 x P(0) +0 x Q(0) =

Ainsi ‘ f est prolongeable par continuité sur Ry en posant f(0) = 0. ‘

Soit maintenant & € [1,n]. On a pour x € RY :

I N B 1
=— [ thdt =~ = =
P lur) (@) :c/o aﬁ[kz—i—lo EF+1 k+1

donc | p(ug) = k}rl U-
Pour v, l'intégrale est généralisée 0, mais c’est en fait faussement improre. Cela dit, je vais détailler I'inté-
gration par partie dans le cas généralisé, pour que la correction soit compléte. Pour e € R7, on a :

T

x tk—‘rl x tk—l—l 1
/ t* In(t)dt = k+1ln(t) —/ o1 1 @
<=t o) M~ (1) C—~—
—u(t) . —u(t) =v'(t)
2" n(z)  flne) 1 [ ‘
 k+1 k+1 k+1|k+1],
2F 1 In(z) zhtt "1 n(e) ehtl

k+1  (k+1)2 k+1 +(k+1)2'
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On a é**11n(e) —— 0 par croissance comparée et donc :

e—0t

x k1 ln(x) raan
t*In(t)dt = - :

/O n(t) K+l (k+ 1)

Puis : ln(e) N
I ¥ In(x x 1 1
= — t"In(t)dt = — = -
cu)(e) = 1 [ P = T - s - ) - @)

) NI TR — 1 1
c’est-a-dire : | p(vg) = 70k Br1)? Wk

3. Soient f,g € Eet A € R. On a pour x € R :

o(f +2g)() = 1/x(f+kg)()d =1/x<f<>+xg<t>>dt

_ i(/ i dt+>\/ ) () (@) + Apl9) (@)
(s

f)+2e(9)(z

Il n’y a pas de probléme de convergence puisque les fonctions de E sont prolongeables par continuité et donc
les intégrales sont faussement impropres.

D’ou ‘ o(f +Ag) = o(f) + Xp(g). ‘ Donc ¢ est linéaire.
Soit maintenant f € F. On a :

f=aius +bivy + - + apup + bpoy

car (u1,v1,..., Uy, Uy) est une base de E et est donc génératrice. On a alors par linéarité de ¢ :
So(f) = al@(ul) + bl@(vl) T+t an@(un) + bn(p(vn)
L +0b L ! + -+ ! +b ! !
= a1-u —v1 — —U et ap——u Up — U
PR TR "n41 T M \n+1 " (n41)2"

L L0 I P bn L
= —|laa——|u+—-v+--- an — u v
1 1 9 1 n+1 n 7’L—|—1 n n

m
5
Q
-+
—~
S
[
<
—_
g
S
<
3
~

4. Les calculs de ¢(ug) et ¢(vg) permettent de déterminer la matrice de ¢ dans la base 5. On a :

1 1

s -1 0 0 0 0

0 & 0 0 0 0

1 1

0 0 % —3 0 0
Mats(p)= |0 0 0 } 00

0.0 0 0 - oy Gy

00 0 0 -+ 0 =5

C’est une matrice diagonale par bloc, chaque bloc correspondant & un couple (ug, vg).

5. La matrice obtenue est une matrice triangulaire supérieure. | Ces termes diagonaux sont {k—il, ke [1l,n]}

et sont tous non nuls. Donc la matrice M est inversible.

En conséquence, | ¢ est bijectif.

6. g est dérivable comme produit de fonctions dérivables sur R% . En effet, comme f est continue (techniqument
prolongeable par continuité), z — fo t)dt en est la prlmltlve qui s’annule en 0.

Pour x € R* , on a :

@) = =50 [ o+ o),
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Or ¢(f) = Af c’est-a-dire pour x € RY :

1 €T
. /O F()dt = M ().

Donc : 1
g (z) = —Xarl/**lmf(a:) + 27 YA f(z) = 0.

Donc | g est constante sur R* .

Ainsi il existe K € R tel que pour tout x € R :

/m f(t)dt = Ka/*,
0

Puis, en dérivant :

K
Ve e RY, f(z) = Txl/k_l.

On peut encore écrire f de la forme K’ z1/2~1 puisque la constante A peut étre réabsorbé dans K.

7. On vient de voir que pour A # 0, une solution a ¢(f) = Af est nécessairement de la forme : f(z) = K'z'/*~1,
Donc si f vérifie p(f) = k%rlf alors nécessairement : Vo € RY, f(z) = K'zV/(/FD=1 = Kok — K'uy(x).
Et on peut 'écrire : f € Vect(uy).

On a donc bien ‘ Ej C Vect(ug). ‘

L’inclusion réciproque est vrai puisqu’on a déja montré que @(ug) = 1. Donc : ‘Ek = Vect(ug). ‘

— k+1
On en déduit :

puisque les uy sont non nuls et forment donc tous individuellement des bases des Vect(ug).

Pour les cubes : En conséquence, | ¢ n’est pas diagonalisable ‘ puisque Y, _; dim B}, = n mais dim E = 2n.

Probléme 3 - EDHEC ECS 2022

1. Soit f une fonction définie et strictement positive sur R telle que f(z) ~ T
0

Montrons que 2d@)
In(z) o Lo+

*x .
On a pour z € R} :

f(z) f(@)
In(f(z)) ln( - X CC) _ ln( - ) + In(z)
In(x) In(x) In(x)
(1)
- 1
In(x)
1@ - e m(42) -
Or —>= ;;—(]ﬁ 1 puisque f(z) ~ z. Donc In <T> ;(;j 0. Puis () ;(;j 0. D’ou :
In(f(z))

0+1=1.

ln(x) z—0t

D’ou |In(f(z)) ~ In(x).

0+

Partie I - deux nouvelles fonctions

2. (a) sh est définie sur R qui est bien symétrique autour de 0. Soit x € R. On a :

—z _ o (~=) _
sh(—z) = ° 2e =° 5 = —sh(x).

‘Sh est donc impaire. ‘

6 sur 16



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies CoNCOURS BLANC 1 - CORRECTION

(b) Par opérations usuelles sur les fonctions, sh est dérivable. De plus pour z € R :

sh’(x) = e - (2_6_ ) = +2€_ = ch(z).

En particulier, comme somme de quantités strictement positives, ch est strictement positive. Donc

sh est strictement croissante sur R. ‘

On a donc le tableau suivant :

x —00 +00

sh’(z) +

sh

(c) Faisons un développement limité a 'ordre 1 en 0. Pour x € R, on a :

Clta+ o (@) -(-z+ o (@)

h(z) = = .
sh(z) 5 x+ zgo(x)
Donc |sh(z) ~ .
z—0
3. (a) ch est défini sur R et pour x € R, on a :
—z —(—=z) —x x
ch(—x) = ¢ _*e e te ch(z).

2 2

‘ch est donc paire.

(b) Par opérations usuelles sur les fonctions, ch est dérivable. De plus pour z € R :

=8 (e ):ee = sh(x).

h/
ch’(x) 5 5

De plus, sh(0) = % = 0. Or, on a montré que sh est strictement croissante. Donc sh(z) > 0 si z > 0
et sh(z) < 0siz <0.

ch atteint donc un minimum en 0 et on a :

ch(0) = 5 =5= 1
On a donc le tableau suivant :
T —00 0 +00
ch’(z) — 0 +
ch \ /
1

4. Soit x € R. On a :
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Partie II - une troisiéme fonction

5. (a) ‘th est bien définie sur R ‘ puisque ch, puisque d’apreés le tableau de variation précédent, pour tout x € R,
ch(z) > 1 et donc en particulier ch(z) # 0.

(b) On a pour z € R :

th(—z) = fﬁg:g - _C;}zg) — —th(z).

Donc ’th est impaire. ‘

¢ est dérivable comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. On a
th est dérivabl quotient de foncti dérivables dont le dé inat ’ le pas. O
pour x € R :

() = sh’(z)ch(x) — sh(z)ch’(z) _ (ch(z))? — (sh(x))? _ 1
(ch(z))? (ch(x))? (ch(z))?

Notons que 'on peut aussi 1’écrire th'(z) = 1 — (th(z))?.

La dérivée de th est ainsi toujours strictement positive et donc ‘th est strictement croissante sur R.
(d) On apourz eR:

sh(z) S=—
h = =
t (':U) Ch(l') ez+2€—z

- et _ o - ew(l _ e—2:c)
e L e % - ea:(]_ 4 e—2:c)
1—e 2

14e 20

Et donc |th(z) —— 1.
T—+00

Par imparité, on a également | th(z) —— —1.
T—>—00

On en déduit le tableau de variation :

x —0 +00
th'(z) +
1
th
-1

6. (a) Soient a,b € R. On a pour tout x € R% :

1—e® * l+e® (I1—e)(14e7) B 1—e 22

ae™* be ™  ae"(l+e ") +be*(1—e") (atble 4+ (a—ble "

D’autre part, on a pour tout z € R :

1 2 2 2e 7
sh(z) e*—e® e*(l—e22) 1—e2¢

Ainsi :

1 - be™®
Vz € R, _ ©

— R. 2¢ % — —x _ —2z
Sh(z)  T—e7 + = & Vz € R, 2e (a+b)e™ " + (a —Db)e

Leftrigharrow Vx € R, 2= (a+b)+ (a —b)e ".

Clairement, on a a+b =2 et a — b =0 implique 2 = (a + b) + (a — b)e™*. La réciproque est également
vraie. En effet, en dérivant, on obtient —(a —b)e™ ce qui implique a —b = 0 et en réinjectant, on trouve
bien a + b = 2.
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On résout donc :
at+b = 2 o a = 1
a—b = 0 b = 1

D’ou il existe une unique solution au probléme & savoir

(b) Soit 2 € R%.. Calculons :

x 1 T eft eft
dt = dt
/1 sh(t) /1 (1 —et + 1+e—t>

= [Im]1—e*—In|1 —i—e_t”f

1—e77 1—et
= In —1In
1+e® 14+e1
e_% (e% —e_%> 1 e 1
e 2 (e5 +e_5> l+e
1— —1
. thf‘—ln ¢
2 1+e!
.
— In (thf> B il
2 1+e!

(car th est positive sur RY)

Donc |les primitives de Sih sont les fonctions de la forme z — In (th%) + K ou K € R.

7. On sait sh(x) ~ =z et comme ch(z) —— 1 # 0, on a également ch(z) ~ 1.
z—0 z—0 z—0

w() 2 0

z—0+ 1 =2—0 2

Donc :

D’aprés le résultat préliminaire, on a :

De plus :
x
In (§> =In(z) — In(2) s In(z)
=,9,(n(@))

D’ott |In (th (£ ~ 1 .

o [In(th(3))_~_In(a)

Partie III - une série convergente
8. (a) = > 0 étant fix¢, on pose f: ¢+ sh(t:v)

Par opérations usuelles sur les fonctions, f est dérivable sur R* . Et pour t € R, on a :

;1
, x ch( x)
t) = 0.
IO =~ Ght))? <

Donc f est strictement décroissante sur R .
Donc pour k € N* et ¢t € [k,k+ 1], on a :

1 - 1 < 1

sh((k+1)x) ~ sh(tx) ~ sh(kz)’

Et par croissance de l'intégrale, on a donc fkkﬂ mdt < f:“ Sh(ta) dt < kH sh(lkx) dt et ainsi :

1 k+1 1 1
—— < / dt < .
sh((k+ 1)x) i sh(tx) sh(kzx)
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(b) Pour n € N, sommons de 1 & n I'inégalité précédente de droite. On obtient :

n k1 1 n 1
Z/k sh(tac)dt S Z sh(kz)’

k=1

TV
_(nt+l 1 t
—J1 sh(tz)

Pour I'inégalité de gauche, on la somme de 1 & n — 1 pour obtenir :

n

—1 k+1 1
< dt
Z /k sh(tz)

k=1

1
:fln sh(tx) dt

Remarquons que m < @ (par décroissance de la fonction f de la question précédente). Donc en
sommant les inégalités :

n

1 "ol 1
2 i) S | s

9. a On a ~ -2 ~ 2 ~ 2e7 T,
( ) S (nx) n—-+o0o en®— —ne n—+oo €7 notoo

= nT
oo™

Or la série 7% 2e7™® converge car il s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique de raion

e~ * €]0, 1[. Donc par équivalence sur des séries de termes généraux positifs, on a : Zg& sh(iw:) converge.
(b) Pour n € N, calculons explicitement :
o1 1 tz]™ In(th%E) —In (thZ
/ at = [ L mente]" 2 (0% — In(thg)
1 sh(tz) x 2 | x
Puis quand n — +o00, on a ths* — 1. Dot :
/+°° 1 4= In(1) — In (th%) _ (thZ)
1 sh(tx) x x
et 'intégrale est bien convergente.
Donc, par encadrement, on a :
+oo
1 T 1 1 T 1
() <X ay < Lm0 (E) sty
z 2 ; sh(kx) z 2)) " sh(z)
(c) Commengons par remarquer que au voisinage de 0T, —1— est strictement positif. On peut donc diviser
I'inégalité précédente :
1
L (th (%)) Zk; 1 sh(k:z < —zn (th (%)) + sh(x)
"z me S Y
x x x
On peut légérement simplifier en :
In (th (% 225 siesy  In (th (2
n(th(3) _ 2e—tate _In(th(3) =
~ 1 \
Inx Lz In(z) In(z)sh(x)
Or, on a déja montré que In (th (%)) ~ In(z). Donc :
z—07F
()
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D’autre part :
x T 1

In(z)sh(x) 20+ In(z)z 250+ In(z) z—o+

0.

Et donc par encadrement, on a :

Zk 1 sh
1
_lnTw z—0t
c’est-a-dire :
+
i 1 Inx
~
— sh(nz) z—ot

10.

1 |def somme(n,x):
S =0
for k in range(l,n+1):
S =S + 2/(np.exp(kxx) — np.exp(—kxx))
5) return S

[ Probléme 4 - ECRICOME ECS 2016 (extrait)

Partie 1
1. (a) Soit a € N. On a:

1 l,a—‘rl 1
I,0= / (1 — a:)odac = = .
' 0 at+l|, a+1l

(b) Soient a € N et b€ N*. On a :

1
Iy, = / % (1—z)’de
P =) )

1

maJrl b 1$a+1 b1
A I T
—_— ———

= =@ ) = =@

1a+1 b 0a+1 b b 1
= x0P - —— x1 atl] — )l =1, 14 1.
o) ) +a+1/0w (1= 2)" " dal = Lay1p-1. |

(¢) Procédons par récurrence sur b € N. Pour cela, posons pour tout b € N :

I'x bl
Hb : «VCLEN, Ia’b:(aj»bih»'

e Initialisation : On considére b = 0. Pour tout a € N, on a d’une part :

1
a+1

Ia,b = Ia,O =

et d’autre part :

a! x b! B a! x 0! 1

(a+b+1)!  (a+0+1!| a+1

Donc, on a bien pour tout a € N, I, = (aiTl) lorsque b = 0. Donc
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e Hérédité : Soit b € N. On suppose que pour tout ¢ € N, on a :

[ a! x b
ab (a+b+1)!
Soit maintenant ¢ € N. On a :
b+1 b+1
Ia,b—i—l = mla+1,(b+1)—l = THLIHJ)
b+1 (a+1)! x b al(b+1)!

a+1" ((a+1)+b+D!| (a+(b+1)+1)

Donc | Hpy1 est vraie. ‘

Ainsi par récurrence sur b € N, on a bien :

a! x bl

V(a,b) e N2, I, = —= 2%
(a,6) €N, Lap (@a+bt1)

(d) Soit (a,b) € N%. Montrons que f,; est une densité.

e fap est bien une fonction ‘positive sur R. ‘

e Par opérations usuelles sur les fonctions, | f, est bien CO sauf éventuellement en 0 et en 1.

e Comme f,} est nulle en dehors de [0,1], I'intégrale f_Jr;o fap(x)dx converge et est en fait une
intégrale sur un segment.

On a:
+oo 1 1 (a+b+ 1)| " b
/_OO fap(z)dz = /0 fa,b(fﬁ)dx:/o Wm (1-2)
(a+b+1)! (a+b+1)! a! x bl
— Ty = = 1.
alx bl T Taxo ° (a+b+1)!
Donc | fo 5 est bien une densité. ‘

2. (a) X admet une espérance si et seulement si I'intégrale fj;o x
Comme f, () = 0 si z ¢ [0,1], I'intégrale est en fait sur un segment et il n’y a pas de probléme de

convergence. Donc X admet une espérance.

fap(x)dx converge absolument.

De plus :

+oo
E(X) = / £ fop(z)dz

—00
! b+1)!
= / x X (a—i_‘i—i_)x“(l — z)’dx
0 a! x b!
b+ 1) [
= (a+b+1) / 241 — z)Pdz
a! x b! 0
_ (a+b+1)!
al x bl th
~ (a+b+1)! (a+1)!xd | a+1
al x b ((a+1)+b+1)!| a+b+2
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(b) De méme, X admet un moment d’ordre 2 (toutes les intégrales sont sur des segments) et :

50 = [

—00

1 !
= z% x latb+1)! 1)'33“(1 — z)bdz

0 a! x b!

a+b+1)! [t
= ('b|)/ x +2(1—$)bd37

a! x bl 0

_ (a+b+1)!
T alxp et
B (a+b+1)!>< (@+2)!xb | (a+1)(a+2)
N al x b! (a+2)+b+1D)!| (a+b+3)(a+b+2)

D’aprés la formule de Huygens, X admet donc une variance et :

) ) (a+1)(a+2) a+1 \?

‘“X)::ZNX)_EKX):(a+b+3xa+b+2)_<a+b+2)

 (a+1)(a+2)(a+b+2)—(a+1)*(a+b+3)

N (a+b+3)(a+b+2)?

_ (a+1)(a®+ab+4a+2b+4— (a®>+ab+4da+b+3))

B (a+b+3)(a+b+2)2

B (a+1)(b+1)

(a+b+3)(a+b+2)%

(¢) Commengons par vérifions que F' est une fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité (pas
nécessairement X).

e F' est continue sur | — 0o, 0], |0, 1] et |1, +-00[ séparément par opérations usuelles sur les fonctions.
De plus lim,_,o- F(x) =0 = F(0) donc F est continue en 0.
F est également continue en 1. Il faut cependant faire attention dans le calcul :
=0 si a+b+1—k#£0
atbt1 1k Oa-i-b-‘rl—k’

Kla+b+1—k)

F(1)=(a+b+1)
k=a+1

':(a+b+1)! =1= lim F(z).

((l+b+ 1)' z—1t

F est C! sauf éventuellement en 0 et en 1.
lim, o F(x) = 0.

lim, 400 F(x) = 1.

F est dérivable sur | — oo, 0[ et ]1, +00[ (de dérivées nulles) ainsi que sur |0, 1[. De plus pour z €]0,1] :

Fl(z) = !
(z) = (a+b+ )k;m Matbri—R Matbtl— k)
a+b ( xk-1(1 . l,)a—i—b—(k—l) xk(l o x)a+b—k;> patb
(

= (a+b+1)!k§1 (k—Dla+b—(k—1) kKl a+b—k) + a+b+1)!

(dernier terme séparé pour éviter de diviser par 0)
$(a+1)_1(1 _ x)a—l—b—(a—f—l—l) 20+0 20+

a+b+1 <kxk1(1 . x)a+b+1fk :Uk(—l)(a Fbh+1—k)(1— x)““’k)

= e D T e b (@11 (@bl (@b
— W$a(l—$)b:fa,b(x)~

Comme f, est positive, F' est bien croissante.

Donc F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité. De plus comme F’ coincide avec
fap (sauf en O et en 1 ot F' n’est pas a priori dérivable), ’c’est bien la fonction de répartition de X.
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Partie II

3. ’XH(Q) = [1,n] ‘ puisque 'on met au plus une boule rouge pour chacun des n tirages.

4. (a)

1 |def tirage(x,y):

r = rd.random()
if r < x/(x+y)
res = 0

5 else:
res =1
return res

1 |def experience(a,b,n):

X = a
y =b
for k in range(n):
5 r = tirage(x,y)
if r ==
X = x+1
else:
y = y+1
10 Xn = x—a

return Xn

1 |def simulation(a,b,n,m):
loi = np.zeros(n+1)
for i in range(m):

Xn = experience(a,b,n)
5 loi[Xn] = loi[Xn] + 1
loi = loi/m
return loi

5. (a) Conjecture : ’Xn — U([[O,nﬂ).‘
(b) On a X1(2) = [0, 1]. Il faut donc calculer P(X; = 0) et P(X; = 1).
On a:

a 1
P(X1=1)=P(Ry) = a+b:§'

On adonc P(X; =0)=1-P(X; =1) = 3.

Ainsi ’Xl — U(J0,1]) ‘ (qui est aussi la loi de Bernoulli de paramétre 1 ).
(c) Soient k et n tels que 0 < k < n.

Si X,, =k, on a déja tiré k boules rouges et n — k boules blanches. Il y a donc n + 2 boules au total
dans 'urne. Si X,,11 = k alors on a tiré une boule blanche, c’est-a-dire R, n’a pas été réalisé. Et on
peut déterminer la probabilité en comptant les boules dans I'urne et le nombre de boules blanches. On

a:
n—k+1
Pix,=i)(Xn41 = k) = P,y (Bugn) = =5
De méme, si X,,+1 = k+ 1 alors R,41 a été réalisé et donc :
k+1

Pix,=)(Xn+1 =k +1) = Px,—p)(Rny1) = nia
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Et enfin puisque Py, g (Xn+1 = k) + Px, =4 (Xny1 = k + 1) = 1, nécessairement :

Pix, =i (Xnp1=1£) =0

pour ¢ ¢ {k, k+ 1}.
(d) Procédons par récurrence sur n € N*.
e Initialisation : Le cas X7 — U([[0,1]) a déja été traité.
e Héréditeé : Soit n € N*. On suppose X,, — U([0,n]). Montrons que X,, 11 < U([0,n + 1]).
Soit k € [0,n + 1]. L’ensemble {[X,, = i]};c[o,n] st un systéme complet d’événements. D’aprés la
formule des probabilités totales, on a :

n
P(Xp1=k) =) P(Xp=i)Pix,—(Xnt1 = k)
=0
Distinguons deux cas. Si £k =0, on a :

P(Xpe1=0) = > P(X,=i)Py,—q(Xns1 = 0) = P(X, = 0)Py,)(Xns1 = 0)
=0

1 " n+l 1
n+l n+2 n+2

Sik>0,ona:

P(Xp1=k) = Y P(Xy=0)Pyx,—3y(Xny1 = k)
=0
= P(Xn=k)Px,—)(Xns1 = k) + P(Xn =k — 1) Py, 1) (Xnt1 = k)
1 n—k+1 1  k—1+1 1
X + X = .
n+1 n+ 2 n+1 n -+ 2 n—+ 2

Donc ’ Xn+1 = U([0,n + 1]). ‘

Et donc par récurrence sur n, on a bien ‘ Xn — U([0,n]) ‘ pour tout n € N*.

6. (a) D’aprés la formule des probabilités composées, on a :

P
= P

(RiNR2N---N RN Ry N Rp2N---NRy)

(R1)Pr, (R2) -+ PrinRin-nRe—y (Bk) Prinkinn iy (Bi1) - Pryapy e nry ey (Bn)
a a+1 . a+k—1 " b ><”_Xb—i-(n—/c)—l

a+b  a+b+1 a+b+k—1"a+b+k a+b+n—1
(a+k—Db+n—k—1)la+b—1)!
(a—O-Dla+b+n-1)

(b) On vient de calculer la probabilité de tirer k boules rouges en premier puis n — k boules blanches. Mais
n’importe quel tirage de k boules rouges et n — k boules blanches aura la méme probabilité (calcul

fastidieux mais quasi-identitique au précédent). Il y a maniéres de tirer k£ boules rouges et n — k

n
k
boules blanches. Et donc la probabilité de tirer k boules rouges et n — k boules blanches sans ordre
particulier est bien :

oy (n\(a+k-1)b+n—-k—-1)(a+b—1)
P(Xn = k) = <k> (a—O-Dl(a+b+n-1)

(c) Calculons :

P(Xp=k) =

n\ (a+k—-—Db+n—k—-1)(a+b—1)!
<k> (a—DIb-1)(a+b+n—1)!

nl (@+k—1Db+n—k—1)a+b—1)!
K-k (a—Db-Dlatbtn_1)0
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Parallélement :
a—1 b—1 _ (@=Dl(atk=—1—(a—1))! b—D)(b+n—k—1—(b—1))!
— = (a+b+n—1)!
(a :iﬂgﬁ ! 1) (a+b—1)(a+b+n—1—(a+b—-1))!

 (at k=D b+n—k—1)a+b—1)nl— —
__(a_U%Wpdﬂm_kwa+b+n_UJ—PQ%—kw

(d) Le support de X, est fini, donc il n’y a pas de probléme de convergence.

De plus d’apres le théoréme de transfert :

atk—1\ (b+n—k—1
E(Xp+a) = ;;w+aﬁmmkg§2w+@< “(;Bf;nbvl >
a+b—1

1 - a+k—1\ (b+n—k—1
— k+
<a+b+n—1>k ( ®< a—1 >< b—1 )

=0

+b—1
¢ etk
B a

n—1

ou on a utilisé la formule dite du capitaine & <Z> =n < b 1) qui peut se retrouver rapidement au

brouillon.

Pour conclure, il faut se rendre compte que :

“+o0o
Y P(Xp=k) =1
n=0

a+k—1\(b+n—k-1
too a—1 b—1

peut s’écrire : » '~ =1 et cela est valable pour tout a.
a+b+n-—1
a+b—-1
Donc : .
Z a+k b+n—k—1 . a+b+n
a b—1 -\ a+b )7
k=0
D’ot enfin :
<a—i—b+n>
+b —1)In! !
E(X,+a)=a a . (a+b—1n! (a+b+n) :a(a—i-b—i-n)'
a+b+n-—1 (a+b+n—1) nl(a+0)! a+b
a+b—1

Puis par linéarité de I'espérance :

ala+b+n) na
E(Xn):E(Xn—’—a_a):ai—’—b_a: a+b
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