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DS3 - ALGEBRE LINEAIRE ET MATRICES - CORRECTION

Exercice 1 - ECRICOME ECS 2020

1. (a)
(b)

> n>1Un est une série de Riemann. Elle converge si et seulement si
Soit k > 2. Pour tout t € [k, k + 1], on a k < . Ainsi, puisque o > 0, on a : t% < l%a

Donc par croissance de l'intégrale :

1
=%
De méme, pour tout ¢ € [k — 1,k], on a k > t. Ainsi, puisque a >0, 0on a : 7 > k%
Donc par croissance de l'intégrale :
k k
1 1
/ Lars / Lo
k-1t k-1 k¢
—_——

Ainsi :

k+1 1 1 k 1
/ fadt <75 S / fadt.
koot k k-1t

Soitn>1.Onaensommantden+14a N >

N k+11
> [ s z\z/ .
k 1
k=n+1 k=n+1
NAL L gt =N Lat

n+1 1 n t@

Comme « > 1, les intégrales convergent lorsque N — 4o00. La somme du milieu converge également
puisque c’est le reste de la série convergente ), -, u,. Par passage a la limite, on a :

+001 +001
[ Lasmne ["la
n-l—lt n 13

Pour A€ R, on a:

/A L 1 4 1 1 1 1
i1t (T—ajte-t| .1 1—a\A* 1 (n+1)*1) Astc a—1 (n41)2"1

On a de méme : f;roo 1%adt = 7 —-7. Et donc :
1 1 1 1
. <R,1 < . .
a—1 (nt1)e-1 7S 7 pod
On a donc :
na—l le o1
(n+1e-t > L . _1 =
N , a—1 no-l
—1
n——+oo
Donc par encadrement :
Rn,l 1
1 1 n—+o00
a—1 a—T
c’est-a-dire :
R 1 1
" st g — 1 mpol
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()

11
a—1 no-l

Par équivalence de séries & termes de signes constants, . -, Rp1et > o
1 1

a—1 no-1

est de signe constant. Donc R, ; est également de signe constant au voisinage de +o0.

1

a1 ﬁ ont méme nature.

est une série de Riemann, qui converge si et seulement si « — 1 > 1,

Or la série ), -,
c’est-a-dire a > 2.
Donc ) -, Rn1 converge si et seulement si a > 2. Donc ), - uy, converge a l'ordre 2 si et seulement

si[a>2]

Puisque ), -, u, converge a l'ordre 1 si et seulement si o > 1 et converge a l'ordre 2 si et seulement si
=
. <1 . .
« > 2, on peut conjecturer que ) -, up converge a l'ordre p si et seulement si a > p.
Ou pour revenir aux termes de I’énoncé, on conjecture que la série Zn>1 u, converge & tout ordre p tel
que p < a.

Pour n > 2, on a n™ > n?. Donc :

1 1
— <
nm n

0< .

La série Z:g # est une série de Riemann convergente donc par comparaison des séries a termes positifs,

la série 7% 1

n=1 nn

converge.

Pour tout k € N, la fonction z — k% est croissante. Donc k3 < kF. Et donc :

+oo +00 1
<> we > o
k=n+1 k=n+1
——
:Rl,n
Or :
“+oo +o0 i+n+1
r 1
> o = 213
k=n+1 =0
B 1 +o0 1 7
T gntl §
=0
1
=TT
_ 1
- 2x 30
D’ou
0< Ry, < 1
X Uln X 2 % 3n
La série Zgi 2x13n est une série géométrique de raison % €] — 1,1[ donc convergente. Par comparaison

de séries a termes positifs, la série Z:{i’i Ry, converge.

Donc

la série "+ u,, converge & 1'ordre 2.

En sommant, on obtient :
+oo —+00 1
0< 2 Rin< 2L g
k=n+1 k=n+1

Or Y 1% | 5o = 1= (calcul similaire au calcul précédent). Donc :

1
4 x 37

0 g R2,n g
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(d) Procédons par récurrence sur p € N*.
e Initialisation : On a déja montré 'assertion pour p =1 (et méme p = 2).
e Hérédite : Soit p € N*. On suppose que :

1
Vne N, 0< Ry, < 5o

et que Zn 1 Un converge a lordre p c’est-a-dire que Z 1 BBp—1,n converge.

_ : P
Ona > o 2p3k = 2p+13n (calcul identique encore une fois). Donc par comparaison » ;| Ry
converge et donc Z _ U, converge a 'ordre p + 1. De plus :

1

*
\V/TLGN Rp+1n<W

(e) D’apres la question précédente, on a pour tout n > 1, 0 < R, , < 2n3n c’est-a-dire :
1

Ayl L1 e PPN . TS . 400
Comme la série des ; converge, par comparaison de séries a termes positifs, on a bien| ) '™ R, , converge.

3. (a) Pour tout t € [0,1], on a 1+ ¢ > ¢. Donc :

tTL

0<
1+t

<t

Par croissance de l'intégrale, on obtient :

1 tn 1
Og/ dté/ t"dt .
o 1+t 0

Par encadrement, on a :

(b) On a:

Puis pour N € N, on a:

N N (—1)"
nz;)Un - 7;)n—kl

(—1)”/01t"dt
_ /01 (i(_ )”t”) dt

n=0

B 11_(_t)N+1
= [

1 1 N+1
dt —t
_ G,
o 1+t Jo 1+t

3 sur 13



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies DS3 - ALGEBRE LINEAIRE ET MATRICES - CORRECTION

(¢) On a lim, 400 fol Y- dt = 0 donc :

1+t
EN: Loat /1 CORALPY /1 dt
Uy = —_— .
0 " 0 1+t 0 1+t N—+400 0 1+t
| ——

N—+oo

+o0 1 dt
Donc e Oun converge | et vaut fo 17

De plus :
+o0 n
R = Yo
k=0 k=0
B 1 dt 1 dt /1 (7t)n+1 &
Jo 14t o 1+t Jo 1+t
1 n+1
—t
_[ e,
0 1+t

(d) Procédons par récurrence sur p € N*.

e Initialisation : On a déja montré la proposition pour p = 1.
e Hérédité : Soit p € N*. On suppose que Zn>0 u, converge a l'ordre p et que pour tout n > 0, on
a:
Ry — / LT
o (L+0)P
Montrons la méme chose au rang p + 1.
Pour N >0, on a :

N

?;)Rp,n B Z/ 1+nt+p
).

_ (=1)” n
: 1+>p( )

B (tp 1_ N+1
- /0<1 T (t) a

1 (=t L (—g)p+N+1
- /0 (1_|_tp+1 0 (1 p+1

Comme dans la premiére sous-question, on montre que :

dt.

li —
N0 o (L+¢)p+t

+o00
n=0

Ainsi 37 R, ,, converge vers ! (;)pldt. Donc u, converge a 'ordre p + 1.
n=0 ~"p, g 0 (1+t)p+

De plus pour n € N :
400 +o00 n
> Bor = D Rpr=) B
k=n+1 k=0 k=0
Lo (—4yp L (4P L (_pptntl
_ /(’f)dt_ /(t)dt_/ O
o (L+t)pt! o (I+t)pt! o (1+¢)rtt

1 (_p\n+(p+1)
_ / 0
0

(1+t)p+t
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Ainsi pour tout p > 1, an Uy, converge a l'ordre p| et pour tout n > 0, on a :

1 (_t)n—HJ
R,, = dt
s /0 (1+t)p

[ Exercice 2 - EDHEC ECS 2020

Partie I - préliminaires

1. (a) C’est du cours.
Montrons que Ker(p) et Im(p) sont en somme directe. Pour cela, soit = € Ker(p) N Im(p) et montrons
que x = 0.
On a p(z) = 0 et il existe y € F tel que x = p(y). Donc p(p(y)) = 0. Or pop = p. Donc p(p(y)) =

p(y) = z. D'oit

Donc ’ Ker(p) et Im(p) sont en somme directe. ‘

De plus, d’aprés le théoréme du rang, on a :

dim Ker(p) + dimIm(p) = dim E.

Donc par égalité des dimensions, on a ‘ E = Ker(p) @ Im(p). ‘

(b) Procédons par double inclusion.

e Im(p) C Ker(Id — p) Soit x € Im(p). Il existe donc y € E tel que = = p(y).
On a:

(Id — p)(z) =z — p(z) = p(y) — p(p(y)) = 0.

Donc ’ z € Ker(Id — p). ‘
e Ker(Id — p) C Im(p) Soit « € Ker(Id — p). On a donc (Id — p)(z) = 0.

On a donc z — p(x) = 0 et ainsi z = p(x). Donc m

(c) Notons B = (eq,...,ep) avec (e1,...,e4) une base de Ker(p) et (ep41,...,e,) une base de Im(p).
Pour i € [1,¢], on a p(e;) = 0. Et comme Im(p) = Ker(Id — p), pour i € [p+ 1,n], on a p(e;) = e;.

Donc la matrice de p dans la base B est :

Matpg (p) =

ou il y a p zéros et n — ¢ uns. Donc :
Tr(p) =n —q.
Or n — ¢ = dimIm(p) = rg(p). D’ou :

| Te(p) = rg(p).

2. Procédons par récurrence sur k € N*.
e Initialisation : On a bien dim(F;) < dim(FE7) (on a méme égalité).
e Hérédité : Soit £ € N*. On a suppose que :

dim(Ey + - -+ + Ey) < dim(Ey) + - - - + dim(Ey)
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On a :
Ey+ + Eg+ Egp1 = (B1 + -+ Eg) + B

On a donc :

dim(E; + -+ + Ey + Eg41) dim((E71 + -+ - + Eg) + Egy1)
dim(E; + -+ - 4+ Eg) + dim(Fxy1)

dim(E) + - - - + dim(Ey) + dim(Egy1).

VAS/A

La propriété est bien héréditaire.

On a donc bien ‘pour tout k € N*, dim(Eq + - - + Ey) < dim(E4) + - - - + dim(E},). ‘

Partie II - condition nécessaire et suffisante pour qu’une somme projecteurs soit un projecteur

3. Comme ¢ € L(E), vérifions que g o g = g
Ona:

woqr = (pr1+p2+---+pr)o(pr+p2+---+ k)
k k
= (sz)o ij
i=1 j=1
k k
= > > piop,

i=1 j=1
k k k

= szopi‘i'zzpzopj
i=1 =l ];} ~
k

- YnEa
=1

Donc ’ qr est bien un projecteur. ‘

4. (a) Soit z € Im(qx). Il existe donc y € E tel que z = ¢x(y).

On a donc :

r=P1+p2+-+o)y) = m1y) + p2(y) + -+ pely)
——" ——" N——
€lm(p1) €lm(p2) €Im(py)

Donc on a bien ‘x € Im(p1) + Im(p2) + - - - + Im(py). ‘
(b) On a :

=

(qr)

Tr(p1 +p2+ - + k)

Tr(p1) + Tr(p2) + - - + Tr(ps)

rg(p1) +rg(p2) + -+ - + re(pk)

= dim(Im(p;)) + dim(Im(pz)) + - - - + dim(Im(p)).

rg(qx)

Or on a Im(gx) C Im(p1) + Im(p2) + - -+ + Im(pg) donc :
dim(Im(gy)) < dim(Im(p) + Im(ps) + - - 4 Im(py)).
(ar)
=rg(ax

Mais on a montré que dans la question 2 :

dim(Im(p1) + Im(p2) + - - - + Im(pg)) < dim(Im(p1)) + dim(Im(pz)) + - - - + dim(Im(pg)) -

~~

=rg(qx)
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Donc par double inégalité :

[rg(gr) = dim(Im(p1) + Im(ps) + -+ + Tm(py)). |

Puis par égalité des dimensions, on a bien :

| Tm(qx) = Im(p1) + Tm(ps) + - - - + Tm(py.). |

(c¢) Vu le résultat de la question précédente, il suffit de montrer que la somme Im(p;) +Im(pa)+- - -+ Im(pg)
est directe.

On a:

dim(Im(p1) + Im(p2) + -+ + Im(py)) =

-

g(qr)

(a)

= Tr(pi+p2+--+pr)

= Tr(p1) + Tr(p2) + - + Tr(p)

= rg(p1) +rg(p2) + - +rg(pr)

= dim(Im(p1)) + dim(Im(pz)) + - - - + dim(Im(py,))

Il
=
)

donc par égalité des dimensions, la somme Im(p;) + Im(p2) + - - - 4+ Im(py,) est directe et donc :

| Im(g) = Im(py) & Im(ps) & - -+ & Im(py,). |

5. (a) Soit j € [1,k]. On veut montrer g o p; = p;.
Soit z € E. Montrons que gj o pj(z) = pj(x). Cela revient encore & montrer p;(z) — qx(p;j(z)) = 0
c’est-a-dire :
pj(x) € Ker(Id — qx).

Or Ker(Id — ¢;) = Im(gx). Donc cela revient & montrer que p;(z) € Im(gz).
Or pj(x) € Im(p;) C Im(p1) ® Im(pz) @ - - - © Im(pg) = Im(gg).

Donc on a bien

(b) Soit j € [1,k] et soit z € E. On a :

k

k

D pilpi(x) = > pilpi(x) — pip;(x)
=1 =1

£

k
= (Zm) o pj(x) — pj(x)
=1
= (qropj —pj)(x)=0.]

(c) Pour j € [1,k] et x € E, la somme précédente peut s’écrire :
pi(pi(@)) +p2(p;(2) +- - +pj1(pi(@) + O +pjta(pi(@)) +- - + pe(pi(x)) = 0.
—_—— — ——— IV. —_—— —_——
€lm(ps) €lm(ps) €m(p;_1)  €MP)  elm(pjiq) €lm(py)
Or la somme Im(p;) ® Im(p2) @ - - - @ Im(py,) est directe. Donc :

pi(pj(z)) = 0
p2(pj(z)) = 0

pj—1(pj(z))
0

pj—l(pj(x)) =

pr(pj(z)) = 0
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c’est-a-dire pour tout ¢ # j, on a p; o pj(z) = 0 que 'on peut encore écrire :

6. Ainsi g = p1 +p2 + -+ - + pi est un projecteur si et seulement si p; o p; = 6 pour tout i # j.

C’est bien une ‘Condition nécessaire et Sufﬁsante‘ pour qu’'une somme de projecteurs soit un projecteur.

[ Exercice 3 - EDHEC ECS 2015

1. La fonction x — est continue sur [1, +oo[ donc l'intégrale est généralisée uniquement en +oo.

On a:

1
™ (z+1)

1 1 1

(x4 1) z—4o0 "z a—too gL

On an € N*doncn+ 12 2. Donc f1+oo xSil est une intégrale de Riemann convergente.

Par équivalence de fonctions positives, ‘l’intégrale I, est également convergente. ‘

2. (a) Soient a,b € R. On a :

vz e R\ {-1,0}, M:Z—xil & VreR\{-1,0}, a;(a:1+1):a(i;&1421_)bx
1 _(a—=bz+a
& veeRA\{-1,0} r(z+1)  z(z+1)
& Ve e R\{-1,0}, 1=(a—bz+a

& VreR\{-1,0}, (a—b)z+(a—1)=0.

Or le seul polynéme qui a une infinité de racines est le polynéome nul donc on peut poursuivre :

1 a b a—b = 0
vxeR\{_l’o}ix(x—l—l)_;_x—l—l {a—l —_ 0
N a = 1
b = 1

Donc 'unique solution est donnée par :

r(r+1) = z+1

(b) Pour A € [1,400], on a :

A da A1 1
/1 z(z+1) - /1 <x_x+1>dx
= [In(z) —In(z+ 1)
= In(A) —In(A+1) + In(2)

1 2A
= n
A+1
——
—2
A—+oo
s ().
A——+oo
Donc :
Il = ln(2)

3. (a) On fixe n > 2. On a pour tout = € [1, 400, 0 < z™(x + 1) > 22". Donc :

1 1
0< —— <.
z(zx+1) = 2z
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1

Comme on suppose n > 2, 'intégrale f1+oo 5w dx converge et donc par croissance de I'intégrale :

too dzx teo g
0< — < —dz.
1 x”(a: + ].) 1 2.’1}'”

:In

Or pour A € [1,+o0[, on a :

2z —n+1], 2(n—1) A-stc 2(n—1)
D’ou enfin :
1
0< 1,
" 2n—1)
(b) Par encadrement, (I,,) converge et on a :

4. (a) Soit n € N*. Puisque les intégrales convergent, on peut directement calculer :

LAl — /*""dﬂf+/*°°dﬂf
" ntl o 1 x”(x + 1) 1 .’En—‘rl ($ + 1)

oo 1 1

= + dx

/1 (x"(:c—i—l) x”+1(x+1))

+o0o 1

_ / e
1 ZE‘n+1(LU + 1)

_ +o0o dz

- 1 L+l

.| (calcul de la question précédente)

1
n

(b) Soit n € N*, on a pour tout = € [1,+oo[, z"*! < 2™. On a donc :

1 1
< .
antl(z4+1) = 2™z +1)

Puis par croissance de l'intégrale :

+o0o 1 400 1
Ini1 = —d ——dz =1,
"“ /1 e @ 1) /1 @+ "

Donc ’ (I,) est décroissante. ‘

(¢c) On a I, > I,4+1 Donc 21, > I, + I, 41 et ainsi :
——

N

3=

1
I, > —.
En combinant avec une inégalité déja trouvée, on a :
1
— < T
2n " T 2(n—1)
En divisant par % > (, on obtient :
1, n
1< 4 <
o n—1
——
n— 400 !
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Par encadrement, on a donc “& —— 1 c’est-a-dire :
2n N—+00

1

~ .
n—+oo 2n

I,

Par équivalence des séries a termes positifs, la série ) - I;, est de méme nature que la série harmonique,
=

c’est-a-dire | divergente.

5. (a) L’intégrale est généralisée en +o00. On a :

1 1
x" (x4 1)2 200 znt2’

o0 . . . . . .
1+ mnlﬂ dx est une intégrale de Riemann convergente pour n > 0. Donc par équivalence de fonctions

positives, ‘ Jn, est convergente. ‘
(b) On a pour A € [1,+00[, on a :

/A dz 114 11 1
p (@+1)2 | x+1], 2 A+1 Asteo 27

Donc :

1
J0:§.

6. (a) Soit k€ N*. On a :

Jk+Jk_1 _ /—&-oc>d$_’—/—&-ooda7
2R +1)?2 0y a4 1)?
+oo 1 1
- (kal)ﬁxkl(xﬂ)?)dw
_ /* 1t g,
1z +1)

+oo 1
- - 4
/1 k1)

(b) Soit n € N*. On a :

D=0 = D (DN A+ i)

I
(]
Ve
|
o
N—

T
L
%‘
A
|
—
|
o
N—
ol
=~
S—

k=1
= (—1)171:]1_1 — (—1)”Jn
1
= Jo+ (=)L, = 5 + (=)L,

0 ——=
Par croissance de l'intégrale (tout converge car n > 2), on a :

teo dx teo
0< < —_daz.
1 2 (w4 1)2 1 dam
—_——

_ 1
=ir-1)
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C’est-a-dire :
1
0, £ —.
" 4(n - 1)
Puis par encadrement, on a :
lim J, =0.
n—-+oo

(d) On a pour tout n € N* :

= 1
E 1)1, = . -
:( ) k J, +2

k=1
n—-+oo
donc la série de terme générale (—1)"~11,, converge et :
+oo
1
—)L =
Syt L
k=1

1 |def suites(n):
I = np.log(2)

] =1/2
J =1-—-1]
5 for k in range(2,n+1):
I =1/(k-1) — I
J =1-—1]

return I, J

Probléme 4 - EML ECS 2004

Partie I - Etude d’exemples.

011
1. A= % 1 0 1] est clairement positive puisque tous ses coeflicients sont positifs.
1 10
1
De plus, avec U = | 1 | qui est positive, on a :
1
1 1 0 1 1 1
U-AU = 1] - 3 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 2
1
1 2
1
1
= 3 1
1
qui est & coefficients strictement positifs. Donc | A est bien productive.
1 4 1
2. B=1[2 1 3] est a coeflicients positifs. Pour montrer que B n’est pas productive, il faut donc montrer
0 0 1

que pour toute matrice positive P, P — M P > 0 est faux.
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T
Soit P = | y | une matrice positive (on a donc x >0,y >0et z >0). On a :

z
x 1 41 T
P—-BP = yl—12 1 3 Y
z 0 0 1 z
x r+4y+ z
= y|l—|22+y+ 32
z z
—4y — z
= —2x — 3z
0
Comme z, y et z sont positifs, on a :
-4y —2<0
—2xr—32<0

et donc P — BP n’est pas strictement positive. Et donc ‘ B n’est pas productive.

Partie II - Caractérisation des matrices positives.
3. Soit M € M, (R) positive. Notons M = (m;;). On a donc :

Vi, j € [[1,n]], m; > 0.
Soit X € M,, 1(R). Notons X = (z;). On a donc :

Vi el,n], x; = 0.

[
]

Puis notons M X = (y;). On a pour tout i € [1,n

n
Y = Z
j=1

ms; Tj 2 0.
N~ N~
=20 >0

Donc ’ M X est positif. ‘

4. Soit M € M,(R). On suppose que pour tout X € M, 1(R) positif, M X est positif. Montrons que M est

positive.

Notons (E;) la base canonique de M, 1(R). Les matrices E; sont toutes positives puisque leurs coefficients

sont uniquement des 0 et des 1.
Pour k € [1,n], notons MEy = (y;). On a :

n
i =Y mijbj
j=1
oudjp=0sij#ketdjp,=1s1j=~k Onadonc:

Yi = M-

Mais M E}, est positive par hypothése. Donc y; > 0. Comme c’est valable pour tout i et pour tout k,

‘ M est positive.

Partie III - Caractérisation des matrices productives.

5. (a) Notons AP = (g;). On a donc pour tout i € [1,n] :

pi —q; > 0.

Or g; > 0 car AP est positive comme produit de matrice positive. Donc :
pi > ¢q; = 0.

Done
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(b) Comme X > AX, on a pour tout £ € [1,n] :

Ty = Z Qg jT;.

—_

<

En particulier :

M-

Tk = Qg jT;.
Jj=1
De plus, on a pour tout j € [1,n ;—: < % que 'on peut encore écrire :
J
Tk
—Pj S T
Pk
puisque p; > 0. Donc :
T 2 Zak,j*pj-
= Pk
Or,on a:
n n
Tk
C| Pk — Z Ok,jPj = — | Pk~ Z Qk,jDj
j=1 P j=1

n
= m= Yo > 0]
j=1

Comme P — AP >0, on a py — > " ay jp; > 0. Donc m
On a donc Z—: > 0. Or pour tout j € [1,n], on a ;—: < i—j, donc :
L
Dj
En multipliant par p; > 0, on obtient 2; > 0 pour tout j € [1,n], c’est-a-dire m
(¢) Comme X = AX, ona X > AX et donc X > 0 d’aprés la question précédente. Et de méme, —X =
A(—X) et donc ‘ -X > A(-X), ‘ ce qui donne —X > 0.
Les coeflicients de X sont donc a la fois positifs et négatifs, donc
Ainsi pour tout X € M, 1(R),ona ([, —4A)X =0 X -AX =0 X = AX = X = 0. Donc
‘In — A est inversible. ‘
(d) Soit X une matrice positive. On pose Y = (I, — A)~'X. On a donc X = (I,,— A)Y. Donc (I, — A)Y > 0.
Dou Y — AY > 0, c’est-a~dire Y > AY. D’aprés les questions précédentes, on a donc

Ainsi pour tout matrice X positive, (I, — A)7'X est positive. D’aprés la caractérisation des matrices

positives, on a donc |I,, — A > 0.

6. OnaV = (I, — B)~!U et donc :

Comme U > 0,on a|V — BV > 0.

Comme (I, —B)™'>0et U >0,0onaV >0. Et donc V est une matrice positive telle que :
V —BV > 0.

= 0.

V-BV=(I,— BV =U.

Donc ’ B est productive. ‘

7. On a d’aprés les deux questions précédentes la caractérisation suivante :

A est productive si et seulement si A est positive, I,, — A est inversible et (I, — A)~! est positive.
8. Omn a :

(I, — M)(I, +2M) =1, — M +2M —2M?* =1, 4+ M —2M* = I,.
=0

Donc I,, — M est inversible et (I, — M)™! = I, + 2M. M est positive. Il suffit de vérifier que I,, + 2M est

positive. C’est le cas puisque c’est une somme de matrices positives.

Donc | M est productive.‘
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