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TD8 - Produits scalaires, espaces euclidiens

1 Produit scalaire

Exercice 1 - Identités de polarisation ⋆

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
⟨·, ·⟩. Montrer que pour tous x, y ∈ E, on a :

⟨x, y⟩ =
1

2

(
∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

)
=

1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

)
.

Exercice 2 ⋆⋆

La famille (−1, 1, 1) et (1,−1, 1) et (1, 1,−1) est-elle une
base orthonormée de l’espace vectoriel euclidien R3 muni
de son produit scalaire canonique ? Si non, l’orthonor-
maliser à l’aide du procédé de Gram-Schmidt. Donner la
décomposition de (1, 1, 1) dans la base obtenue.

Exercice 3 ⋆⋆

Montrer que définit bien un produit scalaire sur R2[X]
en posant :

⟨P,Q⟩ =
∫ 1

−1
P (t)Q(t)(1− t2)dt.

Exercice 4 - D’après EML 2014 ⋆⋆

Pour P,Q ∈ R4[X], on pose ⟨P,Q⟩ =
∑4

i=0 P (i)Q(i).
1. Montrer que φ est un produit scalaire su R4[X].
2. On considère à présent l’ensemble :

{P ∈ R4[X] | P (0) = P (4) = 0}.
(a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de

R4[X].
(b) Montrer que E = {X(X − 4)Q, Q ∈ R2[X]}.

En déduire une base et la dimension de E.
3. On définit P1 = (X−2)(X−3), P2 = (X−1)(X−3)

et P3 = (X − 1)(X − 2) puis pour tout i ∈ [[1, 3]],
Mi = X(X − 4)Pi.
(a) Montrer que pour tout i ∈ [[1, 3]], Mi(i) ̸= 0.

On pose alors Ni =
1

Mi(i)
Mi.

(b) Montrer que (N1, N2, N3) est une base ortho-
normée de E.

(c) En déduire que pour P ∈ E, on a :

P = P (1)N1 + P (2)N2 + P (3)N3.

Exercice 5 ⋆⋆

Soit E un espace euclidien et soit F un sous-espace vec-
toriel de E. Soit (e1, . . . , ep) une base orthonormée de F .
On pose alors, pour tout x ∈ E, q(x) = x−

∑p
i=1⟨x, ei⟩ei.

1. Montrer que q est un endomorphisme de E puis
que q est un projecteur.

2. Montrer que F ⊂ ker(q).

Exercice 6 ⋆⋆

Soient x et y deux vecteurs non nuls d’un espace eu-
clidien E. Montrer que x ert y sont orthogonaux si et
seulement si ∀λ ∈ R, ∥x+ λy∥ ≥ ∥x∥.

Indication : pour le sens réciproque, étudier
λ 7→ ∥x+ λy∥2 − ∥x∥2.

Exercice 7 ⋆ ⋆ ⋆

Montrer que pour tout n ∈ N⋆ :

n2 ≤

(
n∑

i=1

√
i

)2

≤ n2(n+ 1)

2
.

Exercice 8 - D’après EDHEC 2011 ⋆ ⋆ ⋆

Soit n ∈ N avec n ≥ 2. On considère l’espace Rn[X].

1. Montrer que, pour tout (P,Q) ∈ (Rn[X])2, l’inté-
grale

∫ +∞
0 P (t)Q(t)e−tdt est convergente.

2. On définit ⟨P,Q⟩ =
∫ +∞
0 P (t)Q(t)e−tdt. Vérifier

que c’est un produit scalaire sur Rn[X]. On note
∥ · ∥ la norme associée.

3. (a) Soient P et Q deux éléments de Rn[X], P ′

et Q′ leurs polynômes dérivés respectifs. Éta-
blir :

⟨P ′, Q⟩+ ⟨P,Q′⟩ = ⟨P,Q⟩ − P (0)Q(0).

(b) En déduire que si P est un polynôme non
constant de Rn[X], orthogonal à tout poly-
nôme de degré strictement inférieur, alors on
a ∥P∥ = |P (0)|.
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Exercice 9 ⋆ ⋆ ⋆

1. Soit (a0, . . . , an) ∈ Rn+1. Montrer que (P |Q) =∑n
k=0 P

(k)(ak)Q
(k)(ak) est un produit scalaire sur

Rn[X].
2. Pour n = 2, a0 = −1, a1 = 0 et a2 = 1, donner

une base orthonormée de R2[X].

2 Matrices orthogonales

Exercice 10 ⋆

Soit R4 muni du produit scalaire canonique.
1. Montrer que la base canonique B de R4 est ortho-

gonale.
2. On pose :

e1 = (
3

5
,
4

5
, 0, 0),

e2 = (
−4

5
,
3

5
, 0, 0),

e3 = (0, 0,
5

13
,
−12

13
),

e4 = (0, 0,
12

5
,
5

13
).

Montrer que C = (e1, e2, e3, e4) est une base ortho-
gonale de R4.

3. Déterminer PC,B.

Exercice 11 ⋆ ⋆ ⋆

Dans cet exercice, Mn,1(R) est muni de son produit sca-
laire canonique ⟨X,Y ⟩ = tXY . Soit P ∈ Mn(R).

1. Montrer que si P est orthogonale, alors
∀X ∈ Mn,1(R), ∥PX∥ = ∥X∥.

2. Inversement, on suppose que pour tout X ∈ Mn,1(R),
∥PX∥ = ∥X∥. Montrer que :
∀(X,Y ) ∈ (Mn,1(R))2, ⟨PX,PY ⟩ = ⟨X,Y ⟩.
En déduire que P est orthogonale.

3 Espaces orthogonaux

Exercice 12 ⋆⋆

Pour tous P,Q ∈ R2[X], on pose ⟨P,Q⟩ =
∑2

i=0 P
(i)(0)Q(i)(0)+

P ′(0)Q′(0) + P ′′(0)Q′′(0).
1. Montrer que ⟨·, ·⟩ est un produit scalaire sur R2[X].
2. Montrer que la base canonique de R2[X] est ortho-

gonale. En déduire une base orthonormée.
3. Montrer que F = Vect(1+X,X2) et G = Vect(1−

X) sont deux sous-espaces orthogonaux de R2[X].

Exercice 13 ⋆ ⋆ ⋆

Soit E un espace euclidien. Soient F1, . . . , Fn des sous-
espaces vectoriels deux à deux orthogonaux de E. Mon-
trer que la somme F1 + · · ·+ Fn est directe.

Exercice 14 ⋆ ⋆ ⋆

On définit une application φ : Mn(R) ×Mn(R) → R en
posant :

∀(A,B) ∈ (Mn(R))2, φ(A,B) = Tr(tAB).

1. Montrer que si A = (ai,j) et B = (bi,j) alors :
φ(A,B) =

∑n
i=1

∑n
j=1 ai,jbi,j .

En déduire que φ est un produit scalaire sur Mn(R).
2. Montrer que Sn(R) et An(R) sont orthogonaux pour

ce produit scalaire.

4 Exercices de concours

Exercice 15 - QSP ESCP 2001 ⋆ ⋆ ⋆⋆

Soit E un espace euclidien de dimension n et soit (e1, . . . , en)
une famille de n vecteurs de norme 1. On suppose que
∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, i ̸= j ⇒ ∥ei − ej∥ = 1. Montrer que
(e1, . . . , en) est une base de E.

Exercice 16 - Oral ESCP 2016 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Soit µ ≥ 1 et soit E un espace euclidien de produit
scalaire ⟨·, ·⟩ et de norme ∥ · ∥.
Une famille (u1, . . . , un) de vecteurs de E est dite µ-
presque orthogonale si :

• pour tout i ∈ [[1, n]], ∥ui∥ = 1

• pour tout (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
1
µ

∑n
i=1 x

2
i ≤ ∥

∑n
i=1 xiui∥

2 ≤ µ
∑n

i=1 x
2
i .

1. Montrer qu’une famille µ-presque orthogonale est
libre.

2. Soit (u1, . . . , un) une famille de vecteurs de E. Mon-
trer que (u1, . . . , un) est 1-presque orthogonale si
et seulement si elle est orthonormée.

Pour une des implications, on pourra considérer
ui + uj avec i ̸= j.

3. Soit f un endomorphisme de E.
(a) Montrer qu’il existe un réel k tel que

∀x ∈ E, ∥f(x)∥ ≤ k∥x∥.
(b) Montrer que si f est un automorphisme de

E, alors il existe un réel λ ≥ 1 tel que ∀x ∈
E, 1

λ∥x∥ ≤ ∥f(x)∥ ≤ λ∥x∥.
4. Soit n ∈ N⋆ et soit (u1, . . . , un) une famille libre de

vecteurs unitaires de E. Montrer l’existence d’un
réel µ ≥ 1 tel que (u1, . . . , un) soit µ-presque or-
thogonale.

2


