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DM 4 - PRODUIT SCALAIRE

Pour le jeudi 14/12/2023

Probléme 1 - ECRICOME ECS 2015 (adapté)

Soit n un entier naturel et soit F = R,,[X] ’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n.
Pour tout polynéme P de E, on pose : ¢(P) = P" — 2XP'.

1. (a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
(b) Déterminer la matrice associée & ¢ dans la base canonique de E.
(¢) Montrer que ¢ est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

2. Pour tout (P,Q) € E?, on note :
+oco )
(P,Q) =/ P()Q(t)e  dt.
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(a) Montrer que pour tout (P,Q) € E?, (P,Q) est bien défini.
(b) Montrer que (P, Q) — (P, Q) définit un produit scalaire sur E.

3. Montrer que pour tout (P, Q) € E?, (¢(P),Q) = (P, p(Q)).
4. On définit une famille (Py, P, ..., P,) de polynémes de F par :

k-1
P, XF)
Py=1 et Vke{l,2,... P=XF-) P X p,
bt et TRe 2k B 2 (PP

(a) Montrer que (P, Py, ..., P,) est une base orthogonale de R,,[X].
(b) Montrer que la base (FPy, Py, ..., P,) est constituée de vecteurs propres de .
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