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TD9 - FONCTIONS DEFINIES SUR R"

1 Généralités .
Exercice 2 *

Exercice 1 - Lecture graphique * Pour chacune des fonctions suivantes, montrer qu’elle
est C! sur son ensemble de définition et calculer son gra-

Pour chacune des fonctions tracées ci-dessous, lui asso- dient :

cier ses lignes de niveau. « fR2SR, (n.y)0 xye—w2+2y ;

®g: R? — R, (:B,y,z) — xye® + xze¥ + yxe”;

° h R™ - R? (xla s 7'7:71) = (ib’%—i- : +x%)ef(x%++z%)

Exercice 3 *

Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = 22 +2xy+
y? + 2z + 3y — 1.

1. Déterminer la dérivée directionnelle de f en a =

(—1,1) dans la direction (3, =2).
f(a)
VF(a)l-

2. Méme question dans la direction

Exercice 4 ok

Soit f(x,y) = (y — 222)3 + 1.
1. Montrer que les lignes de niveau de f sont des pa-
raboles.

2. Soit A € R et (xg,y0) un point de Cy la courbe de
niveau A de f. Déterminer un vecteur directeur de
la tangente a Cy en (z, yo).

Montrer que ce vecteur est orthogonal & V f(xo, yo).

Exercice 5 * * K

Soit f une fonction continue sur R et soit g : R? — R
définie par g(z,y) = [ f(t)dt. Montrer que g est de
classe C! sur R et déterminer ses dérivées partielles.

Exercice 6 * * %

Soit f : R? — R définie par :

flz,y,2) = { \/% si (z,y,2) # (0,0,0)

0 sinon

X x 1. Montrer que Y(z,y,2) € R3, |f(z,v,2)| < |yz|.

2. En déduire que f est continue sur R3.
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2 Points critiques et extrema

Exercice 7 *k ]
z24+y2+1°

Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) =

1. Montrer que f est de classe C! sur R? et calculer
ses dérivées partielles.

2. Déterminer les points critiques de f.

3. Déterminer les extrema de f.

Exercice 8 Hok ]
. ) S . 2
Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y,2) = % +
xyz + y — z. Déterminer les points critiques de f et dé-

terminer ses éventuels extrema.
** ]

Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = z* +y* —
4xy.

Exercice 9

1. Montrer que f n’admet pas de maximum.

2. On se propose de montrer que f posséde un mini-
mum.

(a) En considérant f(—z, —y) montrer qu’on peut
se restreindre & y > 0.

(b) Pour y > 0 fixé, montrer que la fonction x +—
f(z,y) admet un minimum noté g(y).

(c) Etudier les variations de y +— g(y) et en dé-
duire que f admet un minimum et préciser
le(s) point(s) ol ce minimum est atteint.

- |

Soit f : R® — R définie par f(x,y,2) = zyz + zy +
yz + xz. Montrer que f est de classe C' et déterminer
ses points critiques. Correspondent-ils 4 des extrema de

£7

[ Exercice 10

Exercice 11 * * K ]

1. Montrer que I'équation x + e™ 3 = 0 admet —1
comme unique solution sur R*.

2. On pose dans la suite f(x,y) = ze¥ + ye®.
(a) Montrer que f posséde un unique point cri-
tique (a,b) que 'on déterminera.
(b) f atteint-elle un extremum en ce point cri-
tique 7

Exercice 12 * * k

Soit f(x,y) = x* + 222 + 9? — 4wy + 8z — 4y + 2.

1. Montrer que f est C! et calculer ses dérivées par-
tielles.

2. Montrer que f admet exactement trois points cri-
tiques : (0,2) et deux autres points notés « et (.
Justifier que f n’admet pas d’extremum en (0,2)
et que f(a) = f(B).

3. On souhaite étudier la nature des deux points cri-
tiques. Pour cela, on cherche a déterminer le signe

de g(v,y) = f(z,y) — f(a).

(a) Soit x € R fixé. Montrer que y — g(z,y)
est un polynéme de degré 2, et calculer son
discriminant, noté A(x).

(b) Montrer que la fonction A est de signe constant.

(c) Conclure.

Exercice 13 * * %

Montrer que la fonction définie sur R? par f(x,y) =
sin(x) + 32 — 2y + 1 est C! et qu’elle posséde une infinité
de points critiques. Ces points critiques correspondent-
ils & des extrema de f 7

Exercice 14 * K *

Déterminer si les fonctions suivantes admettent ou non
des extrema et déterminer ’ensemble des points ou ces
extrema sont atteints.

o f:R? =R, (z,y) — 2% — 422y + 492 ;
o g:R> 5 R,
e h:R® =R,
o :R2 R,
o /:R} R,

z,y) + a? +xy +y?;
x,Y,z) §+y2+2z2—xy—xz+x4 ;

z,y) — =222 — 22y — 3y® — 4;
z,y,2) = 22 + %+ 2% — 2xyz.

—

Exercice 15 * K %

Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y, 2) = (z+y+

Z)e—%(m2+y2+z2)'

1. Montrer que f est C' sur R® et déterminer ses
points critiques.

2. Montrer que pour tout (z,y,2) € R?, [z +y+ 2| <
V322 + y? + 22,
3. En étudiant la fonction définie sur Ry par g(t) =

\/ie_é, déterminer la nature des points critiques
de f.
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Exercice 16

)k kk ]

3 Exercices de concours

Soit f : R® — R définie par f(x,y,2) = (:U+zz)ex(y2+22+l)_
1.
2.

Montrer que f est de classe C' sur R3.

Montrer que f posséde un unique point critique
A € R3? que 'on déterminera. Calculer f(A).

Montrer que si > 0 alors f(z,y,z) > 0 et que si
x <0, alors f(z,y,z) > xe”.

. Déterminer le minimum de la fonction z — ze® et

en déduire que f atteint son minimum en A.

[ Exercice 17

* Kk kk ]

Soit n > 1 et soit f la fonction définie sur R™ par

f(ml, ce
1.

2.

) = Ny + (1= 2y a)”,

Montrer que f est de classe C! sur R et qu’elle
posséde un unique point critique a = (ay,...,a,).
Pour (hi,...,h,) € R", expliciter f(ai1+hi,..
hn)—f(al, N

critique a.

Exercice 18 - Ecricome ECE 2006

*k

Soit g : R? — R la fonction définie par g(z,y) = e*(z +
y? 4+ ). On considére également la fonction f, définie
sur R par f(t) =1+t + 2¢t.

1.

Montrer que g est C! sur R? et calculer ses dérivées
partielles.

. Montrer qu’il existe un unique réel « tel que f(a) =

0. Justifier que @ € [—2, —1].

En déduire que g posséde un unique point critique
que l'on exprimera en fonction de a.

En remarquant que pour tout y € R, g(z,y) >
g(z,0), montrer que g posséde un minimum global.

[ Exercice 19 - Oral ESCP 2001

* %k kk

i ) ’f’l"—i_ Soit n € N tel que n > 2. L’espace vectoriel R" est muni
,ap) et en déduire la nature du point . . . .
de sa structure euclidienne canonique, le produit scalaire

étant noté (-,-) et la normée associée || - ||.

Soit f une application de classe C' définie sur R" et a
valeurs dans R, convexe, c’est-a-dire vérifiant que pour
tout (z,y) € (R™)? et pour tout réel A € [0,1] :

FI(L=Az) + Ay) < (1 =N f(z) + Af(y).

Pour tout (h,z) € (R™)? fixé, on définit la fonction ¢y, ,
de la variable réelle t par ¢, ,(t) = f(x + th).

1.

2.

(a) Montrer que ¢y, , est une fonction convexe de
R dans R.

(b) En déduire que ¢}, ,(0) < ¢p (1) — ¢n2(0).
Montrer que pour tout (z,y) € (R®)2, on a :

(Vf(@),y —x) < fy) — f(z).

En déduire que si x est un point critique de f alors
f posséde un minimum atteint en x.

. On suppose dans cette question que f(0) = 0 et

que Vf(0) = 0. On suppose également que f est
strictement convexe, c’est-a-dire qu’elle vérifie pour
tout (x,y) € (R™)? tels que x # y et pour tout réel
A €]o, 1] :

I =2Az) + dy) < (1= A)f(z) +Mf(y).

Montrer que pour tout x € R™, f(0) < f(z) puis
que si x # 0, alors f(z) # 0.



