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DM 6 - VACANCES DE NOEL

Pour le lundi 08,/01/2024

1 Analyse

1.1 Suites et séries

[ Exercice 1 - ESCP ECS 2019 *

1. Il suffit de calculer par étapes. On a :

1 1
- = i D= =
5o +v0) = 5(0+1)= 7

et :
1/1 3
:7(u1+vo) 2<2+1>:4
Continuons :
= L+ o) 1 1+3 5
(] =glute)=5{5+7)= 5
et :

1 |def valeurs(n):
# On commence avec ul et wv0

c
1
=

v =
5 # On fait ensuite n iterations
# Si n=0, alors la boucle ne s’execute pas
for k in range(n):
# Pour w, on wutilise la formule

10 # Pour v egalement, mais remarquez

v = (u+v)/2
return u,v

3. (a) Soit n € N. Calculons :
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(b) Encore une fois, soit n € N. Calculons :

i) =

Donc (wy,) est bien une suite géométrique de raison

Un+1 — Un+1

1

B (Un+1 + V) — Upy1 (formule de récurrence pour vy,1)
1

5 (vn - Un+1)

1 1 .

B (Un - <2wn + un>> (formule de la question précédente)
1 1

5 (vn un) - an

1 1

2 g

1

zn

1
-

(¢) i Comme (w,) est géométrique, on est & deux doigts d’avoir une expression compléte. Calculons

rapidement :

'U}Q:'U()—UOZI—O:L

Donc pour tout n € N, on a :

Ainsi pour tout n € N* :

n—1
> w
k=0

_ 1
= D5
k=0
1- ()" RO
= i (somme des termes d’une suite géométriques)
T4

ii. La question ??) permet de calculer u,4+; — uy,. L’idée est donc d’écrire u,, a partir de ces différences
en utilisant une somme télescopique :

n—1

Uy — Up = Z(Uk:—H — ug).

k=0

On a ainsi pour n € N* :

] =

n—1

o+ > (w1 — ug)

k=0
n—1 1
k=0
1 n—1
B} > wk
k=0

1 4 1\"
3 X 3 (1 — <4> > ( formule valide uniquement pour n # 0)

(-(2):
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iii. Pour n =0, on a d’une part u, = ug = 0. Et d’autre part :

- 6))-30- () S

On a donc bien ug = % (1 - (i)o). Et donc la formule :
2 (Y
tn=3 4

(d) Comme —1 < 1 <1, (%)n tend vers 0 lorsque n tend vers 4+00. Donc :

est bien valable pour tout n € N.

2
li n=-(1-0)=-.
im 3( )

n—-—+o00 3

(e) On sait que pour tout n € N, w,, = v, — up,. On connait les expressions de u,, et w,, on peut donc en
déduire celle de v,,. Calculons pour n € N :

Comme pour (uy,), on en déduit la limite :

. 2
I U =3 X0 =g =g

4. (a) Déja, on peut facilement dire que la seule valeur possible de « est % car sinon la suite (¢,) tend vers
une valeur non nulle et la série diverge grossiérement. Il reste donc & vérifier que la série converge bien

pour a = %
Regardons la forme exacte de t,, pour n € N lorsque o = % :
t, = %(a—un)
G2 6-()
8\3 3 4
9 2/1\"
873 (4>
3 /1\"
-2 (4) .

(tn,) est donc une suite géométrique de raison %. Comme sa raison est entre —1 et 1 strictement, sa série
converge.

(b) Clairement t,, > 0 a la formule précédemment trouvée. Et comme (¢,,) est géométrique on peut facilement
calculer sa somme :

+o0 +oo n
3 /1
>l = 25(5)
n=0 n=0
_3 1
- 4 1
4711
_ 3.1
- 473
13
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5. (a) Etablissons d’abord la loi de Y. Pour n € N*, on a :

P([Y =n])| = P(X+1=n])
— B(X=n-1))
= tn-1

3
1
Note : Si I’énoncé n’était pas entiérement clair, on s’intéresse forcément au cas ot @ = % En effet, il
faut que la somme des probabilités fassent 1 et donc que la série des t,, converge (et méme converge

vers 1).

Y suit donc une loi géométrique de paramétre

(b) Commengons par 'espérance et la variance de Y. En tant que loi géométrique, on a :

On a aussi :

Par linéarité de I’espérance, on a :

E(X):E(Y—l)zg—lzé.

La variance n’est pas affectée par ’ajout ou la soustraction d’une constante et donc :

[ Probléme 2 - EM Lyon ECS 2007 (extrait) * k Kk

Partie I - Etude de application f

1. f est clairement continue sur ]0, +oo[ comme quotient de fonctions continues sur cet intervalle. Il suffit donc
de vérifier la continuité en 0 de f.

Pour cela, regardons la limite de f en 0% :

lim f(z)= lim
z—0t f( ) x—0t x
Attention, pas de croissance comparée ici (on n’est pas aux bords du domaine de définition de In mais en
plein milieu). Il faut reconnaitre ici la limite d’un taux de variation :
In(1 In(1 —In(1 1
lm f(z) = i 0D g, mOFD) @) gy L

z—0t z—0t x z—0t x 1

Or f(0) = 1. Donc on a bien :

lim f(z) = f(0).

x—0

Donc f est bien continue en 0 et donc f est continue sur R.
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2.

(a)

(b)

f est de classe C' comme quotient. Calculons sa dérivée. Pour x € R* , on a :

1 In(1+ x)
/ — —
f@)] = z(1+ ) x2

- (1 —2)In(1+2)

= .

_ Al

= T

On peut utiliser la formule précédente. On aimerait que A(x) ~ —%mz. Essayons de le démontrer en
z—0

calculer le DL a I'ordre 2 de A(x) en 0. Pour z € R :

Alx) = H—LJZ —In(1 + z)

= z(1—x+ o0, p+(x)) — (:U - 9322 + 050+ (332)>

.7)2

= x—xQ—x+?+OIHO+(m2)
2
x
= _? + 0z 50+ (12)
On a donc bien :
2
Alz) ~ ——.
( ):IzﬁOJr 2

On peut alors travailler avec les équivalents dans f’. On a :

f’(a:) -~ A(l‘) -~ _% ~ 1

z—0+ T2 gm0t 22 gm0t 27

Donc f’ admet bien une limite en 0 & droite et cette limite est —%.

f est donc C° sur [0, +oo[, C* sur ]0,+oo[ et sa dérivée f’ admet une limite en 0. Le théoréme de
prolongement de la dérivée donne donc que f est Cl sur [0, +-00[ et sa dérivée en 0 est :

7'0) =3,

Etudions la fonction A. La fonction A est définie et dérivable sur [0, +-0c[. De plus, pour 2 € R, on a :

Al(x)

1 T 1 T

:1+93_(1+x)2_1+:1:_ (1+x)%

Comme z > 0, on en déduit que A’(z) < 0 (et méme strictement négative pour z > 0).
Pour compléter le tableau de variation, calculons :

A(0) = 0.
Calculons aussi la limite en +00. On a :
; . T

On a donc le tableau :

x 0 400

A(z)| 0 -
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(b)

()

On voit donc que A est négative (et méme strictement pour x neq0).
A(z)
2
Attention cependant, la formule avec A n’est valide que pour x # 0, on n’a donc pas la décroissance

stricte sur Ry en entier a ce stade.

Donc pour tout € R* , on a f'(z) = < 0. Ainsi f est strictement décroissante sur ]0, 4o00].

Mais on a vu que f’ existe en 0 et vaut —% et est donc négative. On a donc bien la décroissance sur R
en entier.

C’est une simple croissance comparée :

lim In(1 + z) ~ lim In(1+ x) " l+x

T—~+00 x z—+oo 14z x

=0.

Encore une fois, f est deux fois dérivable comme quotient. On peut aussi le voir & partir de la formule
avec A de f’ qui est valide sur l'intervalle |0, 4o0].

De plus, en partant de f'(z) = Am(f), pour x € R* , on a :
1 1 2
1" <1+737 B (1f$)2 B 1—Tr> v (H% B ln<1 + x>> X
1) .
2
= -
242z(1+
B —%53)2@ —2In(1+x)
23
2
B ~ ey —2In(l +2)
= p
_ | B(@)
= el

B est dérivable sur Ry. De plus pour z € Ry :

6x + 2 322 4+ 2 2

x + n x + :L‘+

(14 )2 (1+x)3  1+z

—2(3z + 1)(1 + z) + 2(3z% + 27) + 2(1 + x)?

B'(z)| = -

(14 x)3
_ —62? — 8z — 24 62 + 4w + 22% + 4 4 2
N (1+xz)3
B 212
- (142)3
B P
(1+x)3

Ainsi B’ est positive et B est croissante.
On calcule rapidement :

B(0)=0|et| lim B(z)= +oc.

z—+o0
On a finalement le tableau :
z 0 +00
B'(x) 0 +

On déduit de la question précédente que B est positive et donc f” aussi. Comme f est C2, on en déduit
que sa dérivée est croissante et que f est bien convexe sur |0, +oo].
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4. Avec l'ordinateur, je triche un peu mais voici le genre de courbe & tracer :

f(x)
1
\\;
xr
0 1

Partie II - Un développement en série

1. On peut reconnaitre le développement limité de 17 Jr ; et on pourrait essayer de passer par ce genre de techniques
mais c’est vouer a ’échec : ici il y a bien égalité stricte, il n’y a pas de petit o ou d’équivalents. Il faut donc
procéder autrement.

En fait, ¢’est méme beaucoup plus simple. Partons du membre de droite pour N € Net ¢ € [0,1] :

N N
-1 N+1tN+1 . _1 ktk) 1 t _1 N+1tN+1
Z(—l)ktk + ()1+t = Lk=o( D)™ j+)t+ (=1) (méme dénominateur)

k=0

Zk o ( )ktk + (_l)ktk+1) 4 (_1)N+1tN+1
1+t
Zk 0(( )ktk ( 1)k+1tkz+l) + (_1)N+1tN+1
1+1¢
(on réajuste les puissances)
(—=1)089 — (=1)NFLNFL) 4 (_) NN +L

= T (somme télescopique)

1

14+t

2. On intégre I'égalité précédente entre 0 et = € [0,1]. On a donc :

z [ N _1\N+14N+1
[ - | (g_nktm U

k=0
Or :
= In(1+4z)—1In(1)
= In(1+z).
Et :
z [ N _1\N+1;N+1 N z (_1\N+1;N+1
/ D (=DFtF 4 EVTET N g = Z / tkdt+/ EDTTT
0o \ & 1+t 0 1+t

k=
(hnearlte de l'intégrale)
N

— Z(_nk/:tdeJN(x)

bl
o

0[] e

N
— kE+1],
N ko k+1
—1)"x
= Z(lf)—i-fl—i_JN(x)

Et en remettant tout ensemble, on a bien :

(1=
|
—_
~—
=
8
N
+
—

+ JN(.CE)

B
Il
o
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3. Soit z € [0,1]. On a :

N+1tN+1
J = -t d¢
@) —
N+1tN+1
<
- 14t
tNJrl
< / (car t > 0)
N+1 1
< t dt (car
0 1+t
[tNJrQ }z
= |N+2],
l‘N+2
< .
-~ IN+2

4. Avec la majoration précédente, on a pour x € [0, 1] :

N2

dt (inégalité triangulaire)

< 1 et par croissance de l'intégrale)

1

0<|Jn(z)] <

Donc Jy(z) tend vers 0 a Uinfini.

< 0
T N+27 N+1 No+oo

Or a z fixé, In(1 + x) est une constante vis-a-vis de N et est donc égale a sa limite. En écrivant :

N (_1)kxk+1

: k+1

0

=1In

(1 +$) - JN({E)

on trouve que la limite des sommes est In(1+ x) + 0 c’est-a-dire In(1 + z). Donc la série converge et, avec un

changement d’indice, on obtient :

+oo

D

n=1

In(l+z) =

(_1)n—1xn
771 .

Partie III - Egalité d’une intégrale et d’une somme de série

1. On commence a connaitre la chanson, c’est partie. Pour z €]0, 1], on a :

N

' i —1)k C m4a) N (-Dkt
= k+ x = k+1
k rk+1
_ S k+1 z) g: (—1)Fak
T — k+1

N

(formule de In(1 + x) de la partie précédente)
(—1ta*

(_1)k$k

k+

. JN;Q;) - ZN:

k=0

1

E+1

<

(N +2)

Mais, on n’a pas traité le cas x = 0 pour lequel f a une
faire puisque :
N
-3 G| <o -

=0

kok
+1
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Notez que I'on a utilisé la notation 0° = 1 qui n’est pas conventionnelle mais qui est en fait adoptée implici-
tement par le sujet.

. Pour la premiére partie de la question, on pourrait utiliser le critére des séries alternées. Malheureusement,

il est hors-programme et il faudrait donc le redémontrer.

Dans ce cas cependant, on n’en a pas besoin : la série est absolument convergente puisque E;{g # est

convergente d’aprés le critére des séries de Riemann.

Pour la seconde partie, la question est technique. Allons-y par étapes. On va chercher & calculer fol f(x)dz
qui existe bien puisque f est continue sur [0, 1]. On veut se ramener a une série qui ressemble étrangement a
I'intégrale de la somme de la question précédente. On va donc la faire apparaitre a la main. Pour N fixé, on
a:

1 1 N N k.k
_ (=D (=D"
/Of(x)dx = /0 (f(x)—z 1 —I-Z 1 )daj
N

k

(intégration non détaillée)

N+1 n—1 1 N kK
(=1 / (=D

_ — dx.
nzz:l 2 0 UORDD k+1 )

(changement d’indice)

Ok. On a presque ce qu’on veut : la somme du début va tendre vers la série recherchée. On a méme déja la
convergence de ladite série.

Il faut donc montrer que le morceau qui reste tend vers 0. Et c’est 14 qu’il faut travailler. On va chercher &
majorer ledit morceau :

1 N (_1)%1@ 1 N (_1)k$k
N ET ) g < A
/O<f<x> > )4 < | e > |
(inégalité triangulaire)
1 N+l
< d
= ), N2

(croissance de 'intégrale et formule de la question précédente)

< m (calcul de 'intégrale non détaillée)

1

li ——— =0
N—1>I-Ii-loo (N + 2)2

Donc on a bien :
1 (—1)k$k
li — ~— | dx =0.
i [ (-3 G0
On en déduit :

PG I N e b

1
de = i = B
/0 f(w)dz Nﬁlxr}rloon < n? Z n?

= n=1
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3. Pour N € N* on a :

N 1 N 1 N N
< (2p+ 1)? +;4p? N Z:% 2p+1 )2 +p§
1 al 1
- 20+ 1) +§;<2p+ (%P)
terme p = 0 de la premiére somme
et on reconnait ici les termes paires et impaires de la somme ZQNH % Donc :
N N 1 2N+1 1
pz:;) 2p+ 1)2 pz:; ap? nzz:l n?’
La seconde somme fonctionne de maniére similaire :
S| Yo al 1
;(2p+1)2 _;4292 B pz 2p+1 (2p)?

B 1 1 1
QW+W+MQ%HPWMJ

_ (Pt n i <((—1)21"+11 . (_1>2p1>

2x0+1)2 =\ (2p+1)? (2p)?
- 2
n=1 n
4. D’aprés les questions précédentes, on a :
1 +oo (_1)n 1
f(z)dz = Z n2
0 n=1

On va donc chercher a calculer la somme de la série.

Cette série apparait sous forme de sommes partielles dans la question précédente et doit pouvoir donc se
calculer en connaissant les limites de :

Yoo Yo
PRI B S o
2 2
Ces limites ne sont pas évidentes a calculer a priori. Mais la question précédente nous donne encore un autre
indice : ces quantités sont aussi reliées a :{g n—lz,
Donc commencons par :
N
. 1 It
lim Z — = lim - -
N—+o0 e 4p N—+o0 4 = P
o1&
- 4 2
4 =n
1 2
46
247
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Pour la seconde somme, remarquons que :

N 1 2N+1 N

1 1
TR 2w

P n=1 p=1 p

Comme les deux sommes de droites ont une limite, celle de gauche en a une aussi. On a donc :

JFZO:O 1 w2 w2 32
72 = — = — = —,
@12 6 24 2
On peut finalement revenir a notre série initiale :
S~ (D m D
> = Mim
1 n N——+oc0 n
o (9n 1 1)2 An2
= 2r+1) < 4p
e
24 24
_
12
On a donc bien :
1 2
de = —
|t =3
1.2 Fonctions sur R"
Exercice 3 - ECRICOME ECS 2011 * * %

1. 9 est dérivable R’ et pour tout t € R}, on a :

11 1 1\? 3
M) =14 = —-=[=—= 2>0.
W (t) + 53 <t 2) +5>0

Donc 1) est croissante (et méme strictement) sur R%. Or :

wn:1—%—muyﬂx

Donc, par stricte croissance, ¢ est strictement négative sur |0, 1] et strictement positive sur |1, +o0].

2. On a pour tout n > 1 :

n—1 1 1
n! (n—=1)! mnl
et donc la série est télescopique. On a :
i n—1 _ i < 1 1 ) .
1 m—1n )~ NI
= n! —\(n-1! nl N!

-1
Et donc Zn =1\

n>1
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3. Soit t > 0. La convergence étant admise, on a :

+§ w(tnfl) +§ tnfl o tn%l o ln<tn71) +00 <tn1 - (1/t)n71 B n—1 ln(t)>

! ! ! ! |
~ nl — n! —\ n! n! n!
n +0oo n +oo
n—1 e -1
= )2 = e =1 =)
n=1 ’
(pulsque toutes les séries convergent)
= | p(t) — In(t).

4. Pour tout t > 0, ¢(t) — In(t) est du signe de Yt ¥ tn! 0.

Or pour ¢ €]0,1[, t*~1 €]0, 1[ et donc ¥(t"~!) est strictement négatif. Donc "> w YD <)t
@(t) < In(t).

De méme, si t €]1, 400, [¢(t) > In(t) |.

5. f est C! sur U, f a donc un gradient en chaque point de U. Soit (x,y) € U, calculons V f(x,y).
Ona:

nflx,y) = %eyln(w) — In(y)e” "®)
82f(.fl;, y) - hl([]j‘)ey ln(x) _ %ex ln(y)

Ainsi :

1t1 alf(l', Z/) =0 geyln(m) — ln(y)ex In(y) = 0
(x,y) critique < { ol
aZf(xa y) =0

In(z) _ z xln(y) _
In(x)e? permv =0
geyln(x) _ ln(y)eacln(y) z ln(y)exln(y) yln(z) _
< { ln(.l‘)eyln(x) = %exln(y) = yln(x)eyln(x) zIn(y)
xl-
N ﬁln(y) = 1
Y In(z) = 1

Comme £ yl > 0, nécessairement pour que la premiére équation soit vérifice, il faut In(y) > 0 et donc y > 1.
De méme, x > 1 & partir de la seconde équation. Donc :

z > 1
y > 1
(x,y) critique < ¢ 41—y _
yl—z (y) -
11—z
S n(z) = 1

En multipliant les deux derniéres lignes, on obtient In(x)In(y) = 1. Et comme on peut revenir en arriére en
divisant, on a ’équivalence :

z > 1
.. y > 1
z,y) critique <
(%3] eritiq ae)nle) = !
(@) = 1
En réarrangeant les termes, on a bien finalement :
z > 1
. y > 1
(x,y) critique < m(@)in(y) = 1
y*l = v lin(x)
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6. Soit (x,y) un point critique. D’apreés la question précédente, on a :

z > 1

y > 1

In(z)In(y) = 1
y*=t = 2vlin(z)

o=

. Puis, comme

1 1
Comme x > 1, il existe t > 0 tel que . De plus y = ¥ = eh@ = eh(eh)|=¢
y* 1 =2Y"lIn(x), on a:

(x—1)Iny = (y — 1) In(z) + In(In(z)).
En remplacant par les formules obtenues pour x et y, on a (el — 1)%

et;1 - t(e% — 1) =1In(¢). Donc on a bien :

= ('t — 1)t 4 In(t) c’est-a-dire

7. Procédons par analyse-synthése.

e Analyse : Soit (x,y) un point critique de f. D’aprés ce qui précéde, il existe ¢ > 0 tel que :

= Tk

e
[§]

y
p(t) =

—_

nt

Or ¢(t) <In(t) sit < 1et @(t) > In(t) sit > 1. Donc nécessairement c’est-a-dire :
L
y =

e Synthése : Vérifions que (e, e) est effectivement un point critique.

On a bien puisque e > 2. De méme . On a également :

|In(z) In(y) = In(e) In(e) = 1.|

@ @

[’analyse prouve I'unicité.

Et enfin y*~! = e®~! et 2! In(z) = e* ! In(e) = e®~ . Et donc, on a bien :

Yt = gyl In(z).

Donc (e, e) est bien un point critique.

La synthése prouve I'existence.

8. Posons :
[ ]—e 40 - R
9 t = fleett)=ett—(e+1t)

g est C? par opérations usuelles. g admet donc un développement limité a 'ordre 2 en 0. On a pour tout

t €] —e,+oof :
AN t2 t ele—1)
= el —ef(14+2) =e°(1 L o l—el — g2 2
g(t) e®e’ — e ( —i—e e —|—t—|—2 e 5 t +t30(t)
2 ele—1) e®(l —e(e—1))
_ e 2 2y) _ 2 2
= e (2 5 t +tgo(t )) 5 t +tgo(t ).

Comme 1 —e(e — 1) < 0, g admet un maximum local en 0.
De méme, posons h :| — e, +oo[— R, t — f(e +t,e) = (e +t)® — e°tt. Clairement h(t) = —g(t). Et donc h
admet un minimum local en 0.

Si f admettait un extremum, nécessairement ce serait en (e, e) puisque U est ouvert. Ainsi les fonctions g et
h admettrait toutes deux le méme type d’extremum en 0.

Donc f n’admet pas d’extremum sur U.
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2 Probabilités

2.1

Probabilités discrétes

Probléme 4 - EDHEC ECS 2015 *k

Partie 1

1. Il y a une petite difficulté ici : la formule habituelle des coefficients binomiaux (<Z> = —2-—) n’est valable

2.

3.

n!
(n—k)I&!
que si k € [0,n]. Mais ici, on ne connait pas a priori 'ordre entre r et n.

Cependant, comme s’intéresse & ce qui se passe lorsque n est au voisinage de +o0o et que r est fixé, pour
n suffisamment grand, on aura r € [0,n]. On peut donc partir de la formule habituelle. Soient n € N et

refo.n]. Ona: <> ! (n— 1)(n — 2)( D
n n! nn—n—2)(n =7+
:( ’

r n—r)lr! - 7!

Le numérateur est un simple polynéme en n (de degré r). Le numérateur est donc équivalent (quand n — +00)
a son terme de plus haut degré a savoir n”.
On a donc, pour r € N fixé :
n n”
<7") n—;\—;-oo 7l ’

(a) Toute suite de la forme n® est négligeable de vant ¢" si |¢| < 1. Ici, on a donc :

lim n" 22" = 0.
n—-+4oo

(b) On a donc, pour z €]0,1[ et r € N :

Or d’aprés la question précédente, on a :

Donc :

(-3 |

Comme on a des termes positifs, on peut appliquer les criteres de comparaison. La série des -5 est
L. (A .
convergente donc la série des Pk I’est aussi.

(a) Explicitons ce qu’on nous demande. On a, pour = €]0,1] :

+o0 n
— n
= 3 (o)
n=0
+o0o
= Z 1 xa"
n=0
+o0o
-y
n=0
La série des 2™ est bien connue® et pour z €] — 1,1[, on a :

+oo
n=0 -7

1. On peut la retrouver comme la somme d’une géométrique si on 1’a oublié.
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Et donc :
1
Sn =
0 1—=x
(b) Pour z €]0,1] et r € N, calculons :
+o00 n
1=2)Sp1| = (1—z) > (r L 1) "
n=r+1
+00 n +00 n
_ no__ n+1
PSR EED M HE
n=r+1 n=r+1
R n o= m—1
_ no__ - m
- (r—I—l)x > (1"—|—l>x
n=r+1 m=r—+2

(changement d’indice m=n+1)

(o) 2 (00)- () )

n=r-+2
1
7‘+ + Z

(")
n=r-+2

(formule de Pascal)

+oo m
r—+1 m—+1
x + Z <r> x
m=r—+1
(changement d’indice m =n — 1)
+oo n
T (a:r + Z ( )90”)
n=r+1 r
+oo n
n
SNWE
n=r
xS,.

(c) On peut réécrire la formule précédente pour z €]0,1[ et 7 € N :

T
Sri1 = 175,1.
-
Sy) est donc une suite géométrique de raison % — et de premier terme Sy = . Donc :
=
r \" x"
S, =5 = .
0(1—x> (1— )+l
(d) On a:
+i’nnr_1+°°nr_1>< 1
Pt T )T T 1—2)+ ~ (1—a)H
n=r n=r
Partie II

4. (a) Trouver la loi de X, c’est trouver les probabilités P([X = k]) pour tout k& € N (puisque X est a valeurs

dans N). Essayons de formuler ’événement [X = k] pour k € N fixé. On peut par exemple écrire :

(X =k]=D1NDsN...N DxN Dyy1,

c’est-a-dire que pour que le joueur joue exactement k manches, il faut qu’il joue a la premiére, puis a la
deuxiéme, etc, jusqu’a la k°™° puis qu’il ne joue pas a la (k + 1)%™me.
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Appliquons désormais la formule des probabilités composées. On a :
P([X = k]) P(D; N DyN...N DgN Dyyy)

P(E)Pﬁ(m) s Pﬁlmmm,,,mm(m)Pﬁlmmm,,_mﬁk(Dk+l)'

On a déjaP(Dy) =1—a.

De méme, d’aprés I’énoncé, on a :

Pﬁlmﬁgm...nﬁi(m) =l-«a
c’est-a-dire que la probabilité de jouer a la manche i + 1 sachant qu’on a joué la manche 7 est 1 — a.
Et enfin, on a :
Pﬁlmﬁgm...mﬁk(Dk+l) =a
En effet, la probabilité d’étre disqualifié au début d’une manche - ce qui est exactement le cas lorsqu’on
a joué jusqu’a k et qu’on ne joue pas a la k+ 1 - est a.

Donc :

P([X = k]) = (1 — a)*a.

La loi de T est donnée par, pour k € N* :

P(T=k)=P(X+1=k)=P(X =k—1]) = (1 - a)" la.

Donc T suit une loi géométrique de paramétre .

Donc E(T) = 1. Et par linéarité de l'espérance, on a :

1 11—«
EX)=ET-1)=—-1= .
(X)=E(T - 1) =~ -
De maniére similaire, on a :
1—
V(X)=V(T—1) = V(T) = —p
Q

Lorsque X = n, on répéte une expérience de Bernoulli n fois avec une probabilité de succés p. Le nombre
de succeés est donc décrit par une loi binomiale B(n,p). On a donc :

n

P[X:n}([y = k]) = <k> pk(l _p)nik st k€ [[O,n]]

0 si k>n

Le systéme d’événements {[X = n],n € N} forme un systéme complet d’événement. Appliquons la
formule des probabilités totales afin de trouver la loi de Y. Pour £ € N, on a :

P(Y =k))| = Y P(X =n])Px_py([Y =k])
n=0
= > (1-a)"aPx_y([Y =k])
n=~k

(on enléve les premiers termes car Pix—p([Y = k]) = 0 si n < k)

[e.9]

>o-a)ra () s -prt

n=~k

Nk k+oo n _ \n—k/q _ \n—k
(1—a)fapt " (1) A —a) (1 -p)
n=~k

(on sort tout ce qui ne dépend pas de n)
1

(1= (1 —a)(1—p)
(formule de la premiére partie)
(- ) apt
(a+p—ap)htt

(1 - a)fapt
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6. Il y a deux méthodes relativement économes en calcul :

e Méthode 1 : avec la formule de I’espérance totale.
C’est assez intuitif. On part de la formule de I’espérance total en utilisant le méme systéme complet
d’événements :

+oo
E(Y) =) E(Y | X =n)P([X =n]).
n=0
Or la loi de Y sachant que X = n est une loi de Bernoulli. Donc :
EY | X =n) =np.

D’ou :

Pour la variance, il faut s’appuyer sur la formule de Huygens et calculer I'espérance de Y2. On calcule

donc :
400

E(Y?) =Y E(Y?| X =n)P([X =n]).

n=0
Encore une fois, Y suit une loi binomiale (sachant que X = n). Comme la variance d’une loi binomiale
est np(l —p), on a :
EY? | X=n)=V(Y?| X=n)+EY | X =n)*=np(1 —p) + (np)* = np(1 — p+np).

D’ou :

+oo

E(Y?) = Y E(Y?|X =n)P(X =n])
n=0
“+oo

= an(l —p+np)P([X =n])

n=0

+o0 T
= p(1—p) ) nP(X =n))+p*>_ n’P(X =n))
n=0 n=0

= p(1— PE(X) + PE(X?)

11—« 1—« 1—a)?
= p(1-p) +p2< 5 +( ) )
(6% (6 o

l—a p*(1-a)

= p(1-p) +——5—(0+1-q)
= 20 patp2 - )
p(l—a)
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On en déduit :
V(Y)| = E(Y?) —E(Y)?

T
_ p(l(y_za)(a+2p(1—a)—p(1—a))

L

(07

p(1 —a)(a+p—ap)
o? '

e Méthode 2 : en essayant d’interpréter la loi de Y.
En effet, essayons de réécrire la loi de Y :

P(Y = k) = (1—oz)kozp’C B « (1—-a)p k
7 (a+p—op)tt  at+p—ap\a+p—ap)

On remarque ici que toute la dépendance & k se trouve dans la puissance. Cela fait songer a une loi
géométrique. On est donc poussé & poser :

(1-—a)p

l—gqg=—"-—""—.
1 a+p—ap

q est alors tout ce qui est dans la parenthése et est ce qui devrait jouer le réle de la probabilité d’échec.
1 — q est bien inférieur & 1 (le dénominateur est plus grand que le numérateur) et mérite donc le nom
de probabilité. Calculons alors ¢ :

(I—a)p
a+p—ap
a+p—ap—p—ap

a+p—ap
a
a+p—ap

g = 1-

Cette quantité est exactement celle qui apprait en facteur dans la loi de Y. On a en effet :

P([Y = k]) = q(1 — q)*.

Ce n’est pas tout a fait une loi géométrique, mais on peut reconnaitre exactement la méme loi que celle
de X en substituant « par ¢. Il suffit alors d’appliquer les formules déja trouvées pour X :

1—
Ey)| = ~——4
q
_ e
- o
a+p—ap
_ a+p—ap—«
- (67
_ |p(l—o)
o .
De méme :
l—gq
Vi)l = ——
(Y) 7
1— a+;iap

2
«a
<a+p—ap>

(a+p—ap—a)la+p—ap)
a2

p(1 —a)(a+p—ap)

o? '
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7.

(a)

(d)

Le nombre de manches jouées est X, le nombre de manches gagnées est Y et donc le nombre de manches
perdues est X —Y. Comme on gagne un euro a chaque manche gagnée et on en perd un & chaque manche
perdue, on a :

(G=1xY+(-1)x (X -Y)=2V - X |

Par linéarité de I’expérance, on a :

E(G) =@y - x) =20 =% 1-a_@p-1l-a)

Le plus simple est sans doute de passer par la formule de I'espérance totale. On va donc partir de :

+o0
E(XY) =Y E(XY | X =n)P([X =n]).

n=0
Il nous faut donc calculer E(XY | X =n). On a:
E(XY | X=n)=EnY | X =n)=nE(Y | X =n).

Et on connait la loi de Y sachant X = n : c’est une loi binomiale de paramétre n et p. Donc E(Y | X =
n) = np puis :
E(XY | X =n) =n’p.
Revenons au calcul initial :
+o0
E(XY) = > EXY |X=n)P(X =n))

n=0
+o0
= Z n*p(1 — o)«
n=0
+oo
= apz n?(1— a)™
n=0

La derniére expression ressemble & la somme d’une suite géométrique dérivée (deux fois). On s’y ramene
de la maniére suivante :

400 +oo I
Y nPl-a)" = Y nn-DA-a)"+> n(l-a)"
n=0 n=0 o n=0 .
= (1-a)? Zn(n ~ DA -a)" 2+ (1-a) Zn(l —a)" !
n=2 n=1
_— —a)Q% (1 —a)é
_ 1;3‘“ 2(1 - a) + )
_ (1-a)2-a)
ad ’
Et on trouve finalement :
E(xy) = 4= 0‘522 — o

Cette question est un délicate car il nous manque la notion de covariance qui permet de la traiter plus
efficacement. On peut tout de méme la faire, mais ¢a prend quelques étapes en plus. On a :
V(G) = V(2Y - X)
— E((2Y - X)?) - (EQY - X))?
(Formule de Huygens)

= E@4Y?+4 X? —4XY) — 2E(Y) — E(X))?
4E(Y?) + B(X?) —4R(XY) — 4E(Y)? — E(X)? + 4E(X)E(Y)
= 4AV(Y)+V(X) - 4EXY) - EX)E(Y)).
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On connait déja les deux premiéres variances. La derniére quantité entre parenthéses est la covariance
de X et de Y que nous verons dans un chapitre ultérieur. Calculons :

l1-a)2—a)p 1—-a p(l-a)

E(XY) - E(X)E(Y) = 2 e
_ @ —a)(2—20é— (1-a))
_di-a)
O
On reprend donc
V(G)| = 4V(Y)+ V(X) — 4(E(XY) — E(X)E(Y))

_ 0= Oé)p(z;;r a—ap) 1;206 B 4p(1a—2 a)

= 1;72@(4p(p+a—ap)+1—4p)

= 1;72&(4p(p+a—ap—1)+1)

= 4 -p-a) 4 1)

(1-a)(1—4p(1 —p)(1 - )
o? '

8. (a) Comme on l'a vu, on peut construitre X a partir d’une loi géométrique. On s’en sert ici en utilisant
le générateur numpy.random.poisson. Une fois X connu, Y suit une loi conditionnelle binomiale de
paramétres X et p.

1 |import numpy.random as rd
def simulation(alpha,p):
X = rd.poisson(alpha)—1
Y = rd.binomial (X,p)

5 return X,Y

(b)

1|G = 2xY — X
print (G)

2.2 Probabilités a densité

Exercice 5 - ESCP ECS 2019 *

1. (a) g est bien dérivable comme quotient. De plus, pour ¢ > 0, on a :

, ) 2
g(t) = § +tt2)2 g +tt2)2 = 1)

(b) I(x) est une intégrale sur un segment (la fonction f est bien définie et continue sur Ry). On a donc

pour z > 0 :
z 2t 1 * 1
I(z) = ———dt= | — | =1-— .

(c) Soit A€ Ry. On a:
A A 2%
/0 f(t)dt = /0 (FSE t2)2dt =1(A).
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Or I(A)zl—ﬁ. Et donc :

A 1
t)dt=1— 1.
/0 f<) 1—|—A2 A—+o0
——

0
A—+oco

+00
Donc [, f(t)dt converge et / f(t)dt = 1| De plus pour t < 0, f(t) = 0 donc ffoo f(t)dt = 0.
0

D’ou :

+o0
Ft)dt = 1.

—0o0

Ainsi f est une fonction positive, continue et d’intégrale sur R convergente égale a 1, c’est donc bien
une densité de probabilité.

2. Onapourz e R: .
Flz)=P(X <z)= / f(t)de.

La deuxiéme ligne est la formule de la fonction de répartition lorsque ’on connait la densité.
Si z < 0, alors comme f(t) = 0 pour tout ¢t < 0, on a F(z) =0.
Six >0, alorson a :

F(x)—/_x f(t)dt—/oxf(t)dt—l(m).

Donec : ) )
1 1+z¢—-1 T
(@) 1+ 2 1+ 2 1+ 22

On a donc bien :

0 siz <0

22 G >0
Vr € R, F(x):{ Tz ST =

3. (a) La fonction @ est dérivable comme quotient et pour tout z € R4, on a :

Q) 22(1 + 2?) — 2% x 2z 2z
€Tr) = =
(14 22)2 (14 22)2
qui est du signe de x et donc strictement positif sur R . Ainsi @) est strictement croissante sur R’
également.
De plus :

QM0)=0 et lim Qx)=1.

T—>+00

Comme @ est continue, le théoréme de la bijection s’applique. @ est donc une bijection de R4 sur [0, 1].
Comme Y = Q(X) et que X(2) =R;,ona:

V() =Q(Ry) =[0,1]|

(b) Soit y € [0,1]. On a :

X2
Gly)=P(Y <y)=P (1+X2 < y) = P(X? < y(1+ X?)). (puisque 1 + X* > 0)
Donc :
Gly)=P(X*1-y)<y)=P (X2 < 1y> . (car 1 —y > 0 puisque y < 1)
-y
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Puis :

Gly) = ( \/7 X < \/f> car — > 0 puisque y € [0, 1])
= < \/7 ) parce que X > 0 presque siirement)
_ F(Vﬁ>'
-y

Or pour y € [0,1[,ona: 0 < 1/%.Donc:

2
7 ( T%g) Y Y
£(yi5) o

D’ou finalement, pour tout y € [0,1] :
Gy) = y-

De plus, en tant que fonction de répartition G est croissante. Donc pour tout y < 0, on a G(y) < G(0) =
0. Or G est positive. Donc pour tout y < 0, on a G(y) =

De méme, pour tout y > 1, on a G(y) > G(1). Or :
Gl)=PY <1)=1

puisque Y (2) = [0, 1].

Donc G(y) > 1 pour tout y € [0, 1] et comme G est nécessairement plus petit que 1 (c’est une probabi-
lité), on a G(y) = 1 pour tout y € [0, 1].

Ainsi pour y € R :

0 siy<O
Glyy=q vy si0<y<l1
1 sil<y

c’est-a-dire que G est la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0, 1[. Donc Y suit la loi uniforme
sur [0, 1].
On a:

X2
1+ X?
& (1+XH)Yy =Xx?
(pas de probléme de division par 0 en remontant)
& X} (Y -1)=-Y
Y
& XQ::T:7
(puisque 1 ¢ Y (Q))
Y
1-Y°
(car X >0)

& X =

On peut donc simuler X avec le code suivant :

import numpy as np
import numpy.random as rd

Y
X

rd.random()
np.sqrt(Y/(1-Y))
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4.

(a) Soit z > 0. Pour h >0, on a :

Th(z) = 3 X Pxsq)([X <2+ h])

P(X >z]N[X <z + hl)
P(X > x)
Plzx<X<z+h)
P(X > x)
T f(4)dt 1
h 1-P(X<u)
1
h 1—F(x)

= e
X X

8 g
+
>

~

—~

~

S—

o,

=

Comme F' est une primitive de f, on a :

JE Pt F(e+h) - Fx)
h h )

Donc : o
lim fgﬁ f(t)dt
h—0 h h—0

D’ou :

70 T 1-F(z)

(b) Soit > 0. On a:

(c) Soit z >0.0On a :

Tt)dt = ——dt
/0 (®) /0 1+ ¢2
= [In(1 +t2)]g

= |In(1 +2?%).

Il y a plusieurs moyens de trouver I’expression en fonction de f. On peut reconnaitre que T'(x) =

est de la méme forme que la dérivée de —Ino(1 — F)).

On peut aussi remarquer que comme : F(x) = 11% pour z > 0, on a :
F
22 = (z) .
1—F(x)
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Donc :

/xT(t)dt = In(1+2%)
0

— (142
- ()
= |- - F(x)).|
2.3 Vecteurs aléatoires
[ Exercice 6 - EDHEC ECS 2014 (adapté) * * K

1. (a) % est bien une variable aléatoire réelle. Notons F' sa fonction de répartition. Pour x € R, on a :

F(z)=P (g < w) = P(U < 2z) = P(X?* < 27).

Si x < 0, il est impossible d’avoir X? < 2z et donc la probabilité est nulle. Si z > 0, on a :
F(xr) = P(X? <2z) = P(—V22 < X <V22) = P(X <V2z2) — P(X < —V2x).
Comme X est a densité, on a :

P(X < —V2z) = P(X = —V2z) +P(X < —V2z).
=0

Donc :

F(x) = P(X <V2z)— P(X < —V2z).

Notons F'x la fonction de répartition de X. On a donc :

0 sixzx <0

F(z) = { Fx(V2z) — Fx(—V2z) siz >0 °

F' est évidemment continue sur | — oo, 0] et elle I'est sur |0, +o00[ par composition de fonctions continues
(Fx comme fonction de réparatition d’une variable a densité). De plus, comme lim,_ o+ Fy(v/22) —
Fx(—+/2x) = F(0) — F(0) = 0, F est également continue en 0 et est donc continue sur R entier.
Comme X < N(0,1), Fx est C! sur R entier. Ainsi, F est C! par composition de fonction sur R% . Elle
l'est également C! sur R* . Fx est donc C! sauf éventuellement en 0. U/2 est donc & densité.

Déterminons une densité de U/2. Pour € R* , on a F'(x) = 0 et pour z € RY :

Fla) = 5o (Ve — (=5 o ) P Vi)

= = (Pran) + P (- vaa)
R
AN Vi

1 —x
= \/ﬁe .

OrI'(3) =/« donc :
Fl(z) = v e ?
)
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Ainsi la fonction f définie sur R par :

0 six <0

f(l') = mf%

e;x siz>0

est une densité de % (la valeur en 0 est arbitraire). Et on reconnait ici une densité de ~ (%) Donc

U 1

7=27(3)

Avec exactement les mémes calculs, on montre que : % — 7y (%)

On en déduit une densité fiy de U par transformation affine. Pour z € R, on a :

1 /x 0 siz <0
fU(x)_Qf(2>_{ eﬁ;iﬁ siz>0

fv a une expression identique.
(b) Comme ¥ <~ (%), ona:

Par linéarité de I’espérance, on a donc :

1

De méme :

EV)=1
De maniére similaire, V' (%) = % Et donc :

vy =v(2x L) cav (Y) =4
2 2

Et de méme :

V(V)=4

2. (a) Comme U et V sont indépendantes, par lemme des coalitions, % et % le sont aussi. Ainsi par stabilité
de la loi gamma, on a :

w11
A
——

=1
Une densité de % est donc définie sur R par :

0 siz <0
f(l') = { z0e~® . .

siz>0

Donc ¥ — &£(1) puisque £(1) et (1) sont la méme loi. Or X < £(N) & AX < £(1). Donc :

1
W—€&(=].
(2)
Donc une densité de W est définie sur R :

fw(x)—{ ef]% sixzx <0 .

5~ six >0

Puis :

|E(W)=2et V(W) =4.|
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(b) Soit z € [0,+00[. On a :
+o00
Jw(x) :/ fu(t) fv(x —t)dt.

—00

Or pour t < 0, on a fy(t) = 0. Donc, l'intégrale est convergente en —oo et :
+oo
fw(z) = / fo @) fv(z —t)dt.
0
De méme, sizx —t < 0,ona fy(t)=0.0rz—t <0<t >x Donc:

7) = /Ox Fo(®) fur(z — t)dt

(c) Soit fy une densité de W. D’apreés la question précédente, on a pour tout & > 0, sauf éventuellement

z) = /0 " () e — tdt

De méme, comme W — &£ (%), on a pour tout x > 0, sauf éventuellement en un nombre fini de points :

en un nombre fini de points :

|
[SIE]

N
@

fw(z) =

Donc pour tout x > 0, sauf éventuellement en un nombre fini de points :

/ fu(®) fv(z —t)dt

Comme les deux expressions sont continues (une fonction de la borne d’intégrale est continue), elles sont

_z
2.

M\'—‘

en fait égales sur R entier.
Simplifions. On a pour x >0 :

a’ o1 ¢ 1 (z=1)
t x—t)dt = / T2 e 2z dt
/OfU( )fv(z —1) 0 Vot =D
N A
2m Jo /t(x —t)
e_%
= I(x).
5 1)

Or fo fu) fyv(z — t)dt est convergente puisque fy existe. Donc I(z) est convergente. De plus pour
x>0:

or 1
(e —t)dt = = x —e"3 = .
e 2 2

NI

Remarque : L’intégrale ne dépend pas de x. Ca peut étre suprenant mals un changement de variable
u = xt montre que la dépendance en x est fictive et que I(x fo du =1I(1).

3 Algébre linéaire et bilinéaire

3.1 Algébre général

Exercice 7 - EDHEC ECS 2018

Partie I
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1. Calculons :

A2~ (a+d)A

o

(

()¢ 9)-era(l )

(a + be ab+bd>_(a2+ad ab—i—bd)
(e

("

ac+cd be+ d? ac+cd ad+ d?

a2+ bec—a?—ad ab+bd— ab— bd
ac+cd—ac—cd be+d? —ad— d?

= | (bc — ad)ls.

2. (a) Soit A nilpotente d’indice k. Calculons de deux maniéres (A2 — (a + d)A)A*~L. D’aprés la question

précédente :
(A% — (a+ d)A) AL = (be — ad) I, x A¥~1 = (be — ad) AF~,

Et on a aussi :

(A2 — (a+ d)A)AF L = AR (o + d)AF = A x 0 — (a4 d) x 0= 0.

Donc (be — ad)A*=1 = 0. Or A*=1 #£ 0 donc bc — ad = 0 que 'on peut aussi écrire .

(b) 1 suffit de montrer que k # 1. Or si k = 1, on a A’ = 0 c’est-a-dire A = 0 et donc A serait la matrice
nulle ce qui est explicitement exclus par I’énoncé. Donc k # 1 et ainsi .

(c) Comme k > 2, on peut calculer : (42 — (a + d) A) A¥=2 encore une fois de deux maniéres différentes. On
a d’abord :
(A% — (a+ d)A)A* 2 = (be — ad)I, x A¥2 =

puisque ad — bc = 0. Et d’autre part :
(A2 — (a+ d)A) A2 = AF — (a+ d)AF L = —(a + d)AFL.

On a donc :
—(a+d)AF 1 =0

Or encore une fois A*~1 est non nul donc .

3. Montrons cela par double implication.

(=) Soit A non nulle nilpotente d’indice kAlors d’aprés ce qui précéde, on a ad —bc = 0 et a +d = 0.
Utilisons ces égalités dans le résultat de la premiére question :

A? — (a+ d)A = (be — ad) I,
peut donc s’écrire :
A2 —0x A=—-0x1Iy

c’est-a-dire :
A2=0

qui est directement le résultat attendu.

(<) Soit A non nulle telle que A? = 0. On a A' # 0 puisque non nulle. Donc A est bien nilpotente (et méme
nilpotente d’indice 2).

Partie 11
4. (a) Soit x € E. On a f(z) € Im(f). Donc f(z) € ker(f). Et ainsi | f(f(x)) =0/
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(b) Soit f une application non nulle telle que f? = 0. Soit x € Im(f). Il existe donc y € E tel que z = f(y).
Donc :

f@)=f(f() = f*(y) =0.
Donc z € ker(f).
D’aprés le théoréme du rang, on a :

dimker(f) + dimIm(f) = dim F = 2.

On a uniquement trois possibilités pour les dimensions :
o dimker(f) =0 et dans ce cas dim Im(f) = 2, mais c’est impossible car Im(f) C ker(f).
e dimker(f) =2 et dans ce cas dim Im(f) = 0, mais c’est impossible car f est non nulle.
e dimker(f) =1 et dans ce cas dimIm(f) = 1.

On est donc dans le dernier cas et ‘rg(f) =dimIm(f) =1 ‘

Comme dit ci-dessus, d’apreés le théoréme du rang, on a en conséquence dimker(f) = 1. Par égalité des

dimensions, on a donc ‘Im(f) = ker f ‘

(c¢) Procédons par double implication et commengons par le sens le plus simple.
(=) Soit f telle que ker(f) = Im(f). On a donc f? = 0. Comme f est non nul, on en déduit que f est
nilpotent (d’indice 2).
(=) Soit f nilpotent d’indice k. Soit B une base de E. On note A la matrice de f dans la base B.
Puisque f¥ = 0 (et f*~1 #£0), on a A¥ = 0 (et A*~1 # 0). Donc A est également nilpotente d’indice
k. Or A est une matrice 2 x 2 non nulle (car représentant un endomorphisme non nul d’un espace de
dimension 2), donc la premiére partie s’applique et A nilpotente implique A? = 0. Et donc on a f? = 0.

Et donc ’Im( f)=kerf ‘ d’aprés la question précédente.

5. Question difficile mais classique

Travail au brouillon : Le travail commence au brouillon. On nous demande de montrer une existence.
C’est donc une question dure et il va falloir fournir une solution. Pour cela, il faut que ’on développe notre
intuition d’a quoi peut ressembler cette base.

Ce n’est pas une analyse-synthése car la solution n’est pas unique. Mais 1’étape de brouillon ressemble
beaucoup a une analyse : on suppose ’existence et on essaie de voir si on ne peut pas trouver des propriétés
intéressantes sur la base.

Admettons donc qu’une telle base existe. Notons-la (e1,e2). On a d’apreés la forme de la matrice :

fler) =0 et flez) =e1.

Un premier point intéressant apparait : si on connait e, on peut retrouver ejy. Il faut donc juste trouver un
ez astucieux. On voit d’ailleurs que f2(e3) = f(e1) = 0. Donc ez € ker f? mais ce n’est pas trés surprenant
puisque f2 = 0 donc tout vecteur est dans son noyau.

Peut-étre qu’on peut revenir a e;. Ah oui, on a f(e;) = 0 donc e; € ker(f). Ce n’est pas arbitraire. Peut-on
trouver eg tel que e; = f(ez) 7 Oui, il suffit que e; € Im(f). Mais c’est le cas puisque ker f = Im(f).

Il semble que tout s’emboite : on part d’'un antécédent d’un élément du noyau. En appliquant une fois f on
trouve le deuxiéme vecteur de la base et en appliquant une seconde fois, on obtient bien zéro. Convaincus au
brouillon, on passe a la rédaction.

Rédaction de la réponse : Comme f est nilpotent, on a d’aprés la question précédente ker(f) = Im(f) et
tous les deux sont de dimension 1.

Soit y € ker(f) \ {0} un vecteur non nul du noyau. y admet donc un antécédent par f. Notons y = f(z). On
pose B = (f(z),x) la famille composée des deux vecteurs z et f(x). On va montrer que B est une base de E.

Comme B est de cardinal 2, il suffit de montrer que B est libre. Soient A et  deux réels tels que Az+puf(x) = 0.
Montrons que A = = 0.

Appliquons f au vecteur Az + pf(z). On obtient :
() + uf? (@) =0,

Donc Af(z) = 0. Or f(x) =y est non nul. Donc A = 0. On en déduite pf(z) = 0 puis p = 0.
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Donc B est libre et est bien une base par argument dimensionnel.
Il reste a écrire la matrice de f dans la base B. On a :

F(f@) =) =0=0x f(z)+0xx

et :
flz)=1x f(z)+0x x.

Donc la matrice de f dans la base (x, f(z)) est bien | A = (8 é) )

6. (a) e Im(f) C Im(u) : Soit y € Im(f). Montrons que y € Im(u). Comme y € Im(f), il existe x € E tel
que y = f(z). Donc y = wov(x). Ainsi v(x) est un antécédent de y par u. Et donc y € Im(u).
e ker(v) C ker(f) : Soit = € ker(v). Montrons que x € ker(f). On calcule :
(

[y

z) =uov(zx) =u(v(z)) =u(0)=0.
Donc z € ker(f).

(b) Comme u, v et f sont tous des endomorphismes non nuls (sinon on aurait f = 0) de £ de dimension 2,
on a dimIm(f) = dimIm(u) = dimker(f) = dimker(v) = 1.

Par égalité des dimensions, on a bien ‘Im(f) = Im(u) ‘ et ‘ker(v) = ker(f) ‘
(c) Or on a aussi ker(u) = Im(u) et ker(v) = Im(v). Donc :

‘ker(u) = Im(u) = Im(f) = ker(f) = ker(v) = Im(v). ‘

(d) Supposons qu'il existe u et v deux endomorphismes nilpotents tels que f = uov. D’aprés les questions
précédentes, ker u = Im(v). Soit maintenant x € E. On a :

f(@) = wou(a).
Or v(x) € Im(v). Donc v(z) € ker(u). D’ott u(v(x)) = 0, c’est-a-dire :
f(z)=0.

Donc f est 'endomorphisme nul, ce qui est faux.

Par I’absurde, il n’existe donc pas d’endormorphismes nilpotents u et v tels que f = uow.

3.2 Reéduction

Exercice 8 - ECRICOME ECS 2021 (adapté) *

Partie I - Etude de trois matrices

1. Calculons :

A = [-1 0o 1 -1 0 1 -1 0 1

1 -1 0 1 -1 1 -1 0
-2 1 1 0o 1 -1

= 1 -2 1 -1 0 1
1 1 =2 1 -1
0 -3 3

= 3 0 -3
-3 3 0

= —3A.

Donc X3 + 3X est annulateur de A. Or X? + 3X = X(X? + 3) et son unique racine est donc 0. Ainsi
Sp(A4) c {0} |
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Il reste a vérifier que 0 est bien une valeur propre. Pour cela on calcule :

rg(A — 0 x I3) = rg(A)
0 1 -1
= rg|l -1 O 1
1 -1 0
0O 1 -1
= T -1 0 1
L3<—L3+L1+Lo 0 0 0
= 2.

Comme rg(A — 0 x I3) < 3, 0 est bien une valeur propre de A et donc |Sp(A) = {0} |

A n’est donc pas diagonalisable car elle admet un unique espace propre Ey(A) de dimension est 3—2 =1 < 3.

2. Comme S est une matrice 3 x 3 admettant 3 valeurs propres distinctes, elle est nécessairement diagonalisable.

3. D’une part, on a :

1 -1 0 111
SJ = -1 0 1 1 11
0o 1 -1 111
000
= [0 0
000
Et d’autre part :
111 1 -1 0
JS = 111 -1 0 1
11 1 0o 1 -1
000
= [0 0 O
000

Done [ = JS|

4. Soit A € Sp(S). Soit X un vecteur propre associé. Montrons que JX € Ey(S).

On a:
S(JX)=JSX =J(A\X) = JX.

Donc | JX € E5(S)|. Et donc E)(S) est bien stable par J.
Or dim E,(S) = 1 puisque S a 3 valeurs propres distinctes. Donc F)(S) = Vect(X) et comme JX € E\(S),
on a ainsi JX = aX avec a € R. Donc X est un vecteur propre de J.

5. S est diagonalisable. Donc il existe B une base de vecteurs de S. On note P la matrice de passage de la base

canonique & la base B. On a alors :
S =prDP!

P lsp=D

Or les vecteurs propres de S sont tous des vecteurs propres de J. Donc B est aussi une base de vecteurs
propres de J. Donc :

avec D diagonale et donc :

est diagonale.

J=prD P!

pPljp=D

ou D' est diagonale et donc :

est également diagonale.
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Partie IT - Etude des matrices magiques

6. ¢1 est une application de M,,(R) dans R. Vérifions qu’elle est linéaire.
Soient A = (a;;), B = (bij) € Mp(R) et A€ R. On a :

51(14 + )\B) = (all + )\bn) + (alz + )\512) + -+ (aln + )\bln)
= (a1 +ai2+ - +a) +Abi1 +bia+ -+ bin)
= (M) + M (N). |

Donc ¢; est bien linéaire et c’est donc une forme linéaire sur M, (R).

7. Comme KC,, = ker s, K, est un sous-espace vectoriel de &,.

e

8. Soit M € M, (R) (pas nécessairement magique). On M;; le coefficient de la i®™ ligne et de la j°™° colonne

de M.On a:

n

(M) =Y My, => (‘M) = er("M).
k=1

k=1

De méme, on a :

R
~—~
=
SN—
Il
&8
-
=
ol

Ainsi :
Meé&,
& V(i,j) € [Ln]?, Li(M) = ¢j(M) = di(M) = do(M
& V(i) € [Lal? a('M) = 6(M) = di(‘M) = dy('M)
= Meég,.

Donc si M est magique, !M Dest aussi. De plus dans ce cas :

s(tM) = dy(*M) = dy(M) = s(M).

9. Soit A€ R. On a:

M — N, € Ky
s(M —\Jy) =0
dy (M — M) =0
(car M € &)

< Tr(M —XJ,) =0
(car Tr = dy)

T o

< Tr(M)— ATr(J,) =0
< Tr(M)—nA=0
o |he TrEﬂLM).

Il y a donc bien un unique A tel que M — A\J,, € K,,.

10. Pour M € M,,(R) quelconque, on a :

1 mip Mmiz -0 My 1 mi1 +mig + -+ miy (M)

Al | o [ ez LI mar+maa+ - +man | [ £2(M)
) :

Mp1 Mp2 - Mpp 1 Mp1 +Mp2 + -+ My En(M)
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Pour M € &, on a donc :

s(M)
s !
M|:|= : =s(M)
1 S(1) 1

Et donc W, est vecteur propre de M pour la valeur propre s(M).

Partie III - Etude du cas out n = 3

11. Faisons le proprement pour A. On a :

(1(A) = 0+1+(-1)=0,
6(A) = (-1)+0+1=0,
l3(A) = 1+ (-1)+0=0,
ca(4) = 0+(-1)+1=0,
c(A) = 1404+ (-1) =0,
e3(4) = (=1)4+1+40=0,
di(A) = 04+0+0=0,

d2(A) = 140+ (-1)=0.

Les sommes sont bien toutes égales et on a donc |s(A) =0|.
On a de méme‘s(J) :3‘6‘5’5(5) :0‘.

12. Procédons par analyse-synthése.

e Analyse : On suppose qu'il existe My inA4,(R) et My € S,(R) tel que M; + My = M. On a donc :

thy = —My
‘tMy = M.

On a également :

M = Y(My+ M)

= M +'M,
= —M;+ M.
En combinant les deux égalités, on obtient :
M —tM M +tM
Mi=— et M= ;
2 2
L’analyse prouve donc l'unicité.
e Synthése : Posons :
M —*'M M +tM
Mi=— et M= ;
2 2
On a bien :
M —tEM ‘M — M
tMl - ( ) - - _M17
2 2
M4 H(EM M+ M
My = M) _ M+ M M.
2 2
De plus :
M—-'M M+'M
M + My = + =M.

+
2 2
La synthése prouve I'existence.
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13.

(a)

(b)

M et 'M sont toutes les deux magiques. On a méme s(*M) = s(M) et donc, comme M € K3, *M € K.
M —tM M +tM
Comme K,, est un sous-espace vectoriel de M,,(R), on a| My = — € Kslet| My = %

Soit M € mathcal K3 anti-symétrique. Comme M est anti-symétrique, on peut écrire :

€ Ks|

0 a b
M=[-a 0 c
-b —c 0

avec a,b,c € R.

Comme M est magique de somme nulle, on a en sommant les lignes :

at+b = 0
—a+c = 0
—b—c = 0.
Donc :
b=—-a et c=a
D’ou
0 a —a 0 1 -1
M=|-a 0 a |=al-1 O 1 | =aAd
a —a O 1 -1 0

Donc il existe bien a € R tel que .

Procédons de maniére similaire pour le cas symétrique. Soit M € mathcal K3 symétrique. Comme M
est anti-symétrique, on peut écrire :

c

M = e

QO o Qe

b
d
e f

avec a,b,c,d, e, f € R.

Comme M est magique de somme nulle, on a en sommant les lignes :

a+b+c = 0
b+d+e =
cte+f = 0.

Et en sommant les diagonales :

at+d+f =
c+d+c = 0.
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On résout le systéme :

a + b + ¢ =0
b 4+ d + =0
c + + f =0
a + d + f =0
L 2¢c + d = 0
a + b + ¢ =0
b 4+ d + =0
LS + + f =0
4La—1 _ by — + d + f -0
L 2c + d = 0
(a + b + ¢ =0
b + d + =0
L4<—<IZ/Z+L2 + + f =0
— + 2d + + f =0
2c + d = 0
(a + b + ¢ 0
b + d + =0
& c + e + f =0
Ly< Ly+ Ls 2d + 2 + 2f = 0
L5 < Ls —2L3 d — 2 — 2f =0
(a + b + ¢ =0
b + d + =0
& c + e + f =0
Lsrlaths 2d + 2 + 2f = 0
3d =0
a + b + ¢ =0
b + = 0
& c + + f =0
2 + 2f =0
d =0
a + b = 0
b + e = 0
& c = 0
f = —e
d = 0
a = e
b = -—e
& c = 0
d = 0
f —e
Donc :
e —e 0 1 -1 0
M=|-e 0 e ]|=e|l-1 0 1 | =eS.
0 e —e 0 1 -1

Donc il existe bien 8 € R tel que .

14. Soit M € K3. D’aprés la question précédente, il existe nécessairement «, 5 € R tels que :

‘M:ozA+ﬁS.‘

Donc (A, S) est une famille génératrice de KCs.

De plus, A et S sont clairement linéairement indépendantes, donc (A, S) est une base Ks.
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Soit M € &s. 1l existe un unique A tel que M — AJ3 € K3 (et on a J3 = J). Et comme (A, .S) est une base de
K3, il existe un unique couple (a, 3) € R? tel que M — A\J = aA + 3S.
On peut le réécrire :

| M =\J +aA+BS|

ol A\, « et 3 sont uniques. Donc (J, A, S) est bien une base de &s.

15. Procédons par double inclusion :
e A D Vect(J,5) :

Soit M € Vect(J,S). On a M = aJ + 3S avec a, B € R. D’aprés la question précédente, . Et :
P*MP =P YaJ+BS)P=aP 'JP+ BPLSP.

Or P 'JP et PSP sont diagonales et donc leur combinaison linéaire P~1MP l'est aussi. D’ou

eal

o A C Vect(J,95) :

Soit M € A. Comme M € &3, il existe A\, a et § € R tels que :
M = X\J + oA+ BS.

On a donc :
P IMP=AP'JP+aP 'AP + 8P 'SP,

que 'on peut encore écrire :

aP'AP =P 'MP - P 'JP - 3P 'SP.

Or P'MP, P~'JP et P~1SP sont diagonales. Donc aP~' AP est diagonale.
Or A n’est pas diagonalisable. Donc P~' AP n’est pas diagonale. Donc nécessairement .
D’ou M = AJ + 35, c’est-a-dire :

| M € Vect(J, 5). |

On a bien : ‘A = Vect(J, 5) ‘

Exercice 9 - EDHEC ECS 2005 *k

1.

(a)

Im(tr) est un sous-espace vectoriel de R car tr est linéaire.

Or tr(I) = n donc Im(tr) # {0} et ainsi dimIm(tr) # 0. La seule autre possibilité est dim Im(tr) =1
puisque dim Im(tr) < dimR.

Par égalité des dimensions, on a |Im(tr) =R |

D’aprés le théoréme du rang, on a :

dim(Im(tr)) + dim(ker tr) = dim M, (R) = n?.

Donc | dim ker(tr) = n* — 1|

Montrer que la somme est directe. Pour cela, montrons que ker(tr) N Vect(I) = {On,, (r)}-

Soit M € ker(tr)NVect(I). Montrons que M = 0. Comme M € Vect(I), il existe o € R tel que M = «l.
De plus, comme M € ker(tr), on a tr(M) = 0.

Donc tr(al) = 0. Or tr(al) = atr(I) = na. D’ott na = 0. Comme n # 0, on a a = 0, ce qui implique
(M =0}

La somme est directe.

De plus dim Vect(I) = 1. Donc dim ker(tr) + dim Vect(I) = n? — 1 + 1 = n?. Donc, par égalité sur les
dimensions, on a bien :

| M, (R) = ker(tr) @ Vect(1). |
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2. (a) f est une application de M, (R) a valeurs dans M,,(R). 1l suffit donc de vérifier que f est linéaire pour
prouver que f est un endomorphisme.

Soient M, N € M, (R) et A € R. Calculons :
F(M+AN) = (M +AN) + te(M + AN)I
= (M4 AN)+ (tr(M) + Atr(N))[1
= (M +te(M)I)+ XN + tr(N)I)
= | f(M)+Af(N).|

donc f est un endormorphisme de M, (R).

(b) Remarque : C’est une question originale qui teste la compréhension de ce qu’est un sous-espace propre.
On n’utilise pas ici le théoréme classique sur le rang de f— Ald. En fait, le sujet nous a donné les espaces
propres de f (& savoir ker(tr) et Vect([)) et il faut vérifier qu’ils le sont bien.

Méthode 1 : en revenant aux définitions.

e Vérifions que [ est un vecteur propre.

Ona f(I)=1+tr(I)I =1+nl = (n+1)I. Comme I # 0, I est bien un vecteur propre de f de
valeur propre associée n + 1.

e Vérifions que ker(tr) est inclus dans E;(f).
Soit M € ker(tr). On a :

f(M) = M+tr(M)I
= M+0x1
1x M.

Comme il existe M # 0 dans ker(tr), il y a au moins un vecteur propre pour la valeur propre 1 et
ainsi M € Ey(f).

On en déduit en particulier que |dim Ey(f) > n? — 1|,

e Vérifions qu’il n’y a pas d’autres valeurs propres.

A ce stade, on a :

1

n? —1.

dim En+1 (f)

>
dim By (f) >

Or dim E,,41(f) + dim E1(f) < dim M,,(R) = n?. Donc nécessairement, on a :

dmE, 1 (f) =1 et dimFE(f)=n*>-1

et il ne peut y avoir d’autres valeurs propres. D’ou :

‘Sp(f) :{1,n+1}.‘

Comme dim E,, ;1 (f) + dim E1(f) = n?, on en déduit en particulier que f est diagonalisable.

Méthode 2 : en regardant la matrice de f dans la bonne base.

Soit B une base adaptée a la décomposition M, (R) = ker(tr) & Vect(I). Notons B = (ey,...,e,2) avec
e1,...,en2_1 € ker(tr) et e,2 € Vect([). Il existe en particulier « € R tel que e,z = al.

Ona:

flen2) = flad)
af(I)

a(l +tr(I)I)
an+1)I
= (n+1)e,e.
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On a également pour tout i € [1,n? — 1] :

fle;)) = ei+tr(e)l
= €;.
Donc la matrice de f dans la base B est :
1 0 0
0
Matp(f) =
1 0
0 0 n+1

Clairement f est diagonalisable et :

Sp(f) = {1,n+1}.|

Fin de la question : f est un automorphisme.

f est automorphisme car 0 n’est pas valeur propre de f.

3. (a) Calculons g2 — 2g + 1. Soit M € M,(R). On a :
(M) = g(M +tx(M)J)

= g(M)+tr(M)g(J)
= (M+tr(M)J)+tr(M)(J +tr(J) J)

7
= M +2tr(M)J.
Donc :
(> =29+ 1) (M) = (M +2tr(M)J) —2(M + tr(M)J) + M
= (M —2M + M) +2tx(M) (J = J)
~% 0
= 0.

D’ou effectivement : | g> — 2g + 1 = 0| c’est-a-dire X2 — 2X + 1 est annulateur de g.

(b) Ona X? —2X +1 = (X —1)? qui n’a que 1 comme racine. Donc | Sp(g) C {1} |

Il reste & vérifier que 1 est bien une valeur propre. Calculons :

g(J) = J+te(J)J =1 x J.

Or J # 0 donc 1 est bien valeur propre de g. D’ou :

(c) Procédons par I'absurde. Supposons que g est diagonalisable.

Comme Sp(g) = {1}, il existe une base dans laquelle la matrice de g est I,,2. Donc |g = Idm , |

De plus :
g(I)=1+tr(I)J =1+n.

Et on a aussi :
g(I) =y , (1) = I.
Donc I = I +ndJ ce qui implique nJ = 0 puis J = 0 ce qui est absurde car on a supposé J non nulle.

Donc g n’est pas diagonalisable.
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3.3 Produits scalaires

[ Exercice 10 - ECRICOME ECS 2011 *k

1.

(a)

Pour tout k € [0,n], on a deg(Py) = k. Donc la famille (Py, P, ..., P,) est échelonnée. Ainsi c’est une
famille libre de E = R,[X].
De plus, comme Card(Py, Py,...,P,) =n+ 1 et dimR,[z] = n + 1. Donc par égalité des dimensions,
elle est aussi une base de F.

Soit k € [1,n]. On a: Py(X) = X(X;i,k)k_l Py, est dérivable (c’est un polyndme) et :
LX) = (X -k 4+ (k-1DX(X —k)F2 (X —k+ (k—1)X)(X —k)*2
R k! B k! ‘
Et donc :
(X+1—-k+k-DX+1D))(X+1—k)k2
P(X+1) = X
O OEX(X = (k-1 X(X —(k—1))"?
B k! B (k—1)!

= [P (X).

Montrons désormais que pour tout 7,k tels que 1 < j <k <n,ona P,g])(X) et P_;(X — 7).
Remarque : La formulation du sujet appelle a écrire une descente finie (une sorte de récurrence a
Ienvers et avec un nombre fini d’étapes). Ce n’est pas malheureusement pas au programme. Et il est
difficile de savoir ce que le rédacteur du sujet attendait.

Il y a trois stratégies possibles :
i. Faire quelques étapes de descentes a la main et généraliser rapidement. Pas trés rigoureux
mais probablement suffisant vues les autres options.
ii. Rédiger une vraie descente finie. Mais bon, ce n’est pas au programme.

iii. Faire une rédaction rigoureuse a partir d’une récurrence. Cette méthode est la seule rigou-
reuse qui soit au programme. Je ne pense pas que le concours attendait une telle réponse. Et elle
est objectivement hors d’atteinte & tout éléve ne I'ayant pas déja fait une fois avant.

Par soucis de complétude, je vais rédiger la méthode 1 (qui me semble étre ce qui est attendu) et la
méthode 3 (que je ne vous recommande que si vous avez trop de temps le jour du concours et si vous
voulez subjuguer le correcteur).

Méthode 1 :

On déduit de ce qui précéde que pour tout k € [1,n] : P(X) = P,_1(X — 1) par un changement de
variable.

En dérivant cette relation, on obtient :

PIX) = Py(X—1)
(dérivée d'une composition)

= Pio(X —2).

Et ainsi si j et k tels que 1 < j < k < n, on a de proche en proche :

PI(X) = Poj(X ~ ).

Méthode 2 :

Pour tout j € N*, posons :
P i «Vk>j, ¥n>k PO(X)= P (X —j)»

Il faut remarquer ici que la dimension de ’espace est dans le quantificateur de la récurrence.
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e Initialisation : Pour j = 1, on a déja montré (quel que soit & > 1 et quel que soit n > 1) que
P/(X +1) = P;_1(X) donc on a bien :

P (X) = Py (X — 1),

Ainsi P est vrale.
e Hérédité : Soit j € N*. On suppose P; vraie. Montrons Pj;.
Soient donc k > j + 1 et n > k. On a donc en particulier k£ > j. Ainsi, P; s’applique et on a :

PI(X) = Poy(X = j).
En dérivant cette relation, on obtient :
PV = Poy(X =) = PLy(X = ).

Or Plg—j(X) = P,_;j_1(X —1). Donc :

P,EJH)(X) =P j1(X—j—1)=F_in(X —(+1)).

Donc Pjy1 est vraie.

Donc par récurrence sur j, P; est vraie pour tout j € N*. Ainsi, si n € N, on a pour tout j, k tels que
1<j<k<n,ona:

PY(X) = P_;(X —j).

(c) Soit P € E. Puisque (Py, Py, ..., P,) est une base de E, il existe (ag,a1,...,a,) € R"™! tel que :

n
P=ayPy+a1Pi+---+a,P,= Zakpk.
k=0

Soit désormais j € [0,n]. On a alors :
n .
= aP?(x
k=0
Or pour k < j, on a P,gj)(X) =0 car Py est de dégré k. Donc :

Z ar Py, ]) Z apPr—_; (X — j).

D’ou :

n
PU(j Z%Pk G =4 =) axPi_;(0)
k=3

Or pour tout k € [j+1,n] : P,—;(0) = M = 0. Ainsi :

PY(j) = a;Py(0) = a;.

2. (a) w est une application de E dans R[X].
De plus, si P € E alors deg(P) < n. Dans ce cas deg(P’) < n—1 et donc deg(P'(X +1)) <n—1. Donc
ona|u(P)eE|
Soient maintenant P, Q € Fet A€ R. On a :

wWP+AQ)(X)=(P+aQ)(X+1)=P (X +1)+2Q (X +1) = u(P)(X) + Mu(Q)(X).

u est ainsi une application linéaire de F dans F, c’est un endomorphisme de E.
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(b) Comme Py =0, on a u(Fy) = 0. De plus, soit k € [1,n]. On a : w(P)(X) = PL(X +1) = P_1(X).

Ainsi la matrice de u dans la base (Py, P1,...,P,) est :
0 1 0 0
0 O 1
A= Matp, p...p)(u) = 0
0 0 1
0 0 0

(c) La derniére ligne de A est nulle donc rg(A) < n. De plus, les n premiéres lignes de A sont linéairement
indépendantes car échelonnées et donc rg(A) > n. Ainsi : [rg(A) =n|.

De plus, A est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont éléments diagonaux. Donc : | Sp(A) = {0} |.

(d) Puisque A n’a qu’'une valeur propre 0, si A est diagonalisable alors A est semblable a la matrice nulle.
Or la matrice nulle n’est semblable qu’a elle-méme. Donc si A est diagonalisable alors A =0. Or A # 0
donc A n’est pas diagonalisable.

3. (a) Veérifions que (-, -) est un produit scalaire. C’est une application de E x E dans R. De plus :
e Symétrie : Soient P Qe FE ona:

(P,Q) =Y 5o PP (k)QW (k) = Y h_, QW (k) P®) (k) = (Q, P).

e Linéarité a dr01te : Soient P,QQ,Re Eet A€ R. On a:

(P,Q+AR) = ZP'“) (Q + AR))( ZP'“) ) (k) + ARM) (k)
= Z PR E)QM (k) + A Z PR E)RP (k) = (P,Q) + (P, R).

e Positivité : Soit P € E. On a (P, P) = Y21, PO ()PP (k) = S3_, (PP (k)% > 0.
>0
e Caractére défini : Soit P € E. On suppose (P, P) = 0. Montrons que P —0.
Onad (P(k)(kz))2 = 0. Or si une somme de termes positifs est nulle alors tous les termes sont

>0
nuls. Donc pour tout k € [0,7], on a : P®)(k) = 0. Or P®) (k) = a; (la composante de P selon
Py). Donc :
VEk € [0,n], ar = 0.
C’est-a-dire toutes les coordonnées de P dans la base (P, ..., P,) sont nulles, c’est-a-dire : P = 0.

(-,+) est donc une formule bilinéaire symétrique définie positive, c’est donc un produit scalaire.
(b) Soit i € [0,n — 1] et soit j € [i + 1,n]. Montrons que (F;, Pj) = 0, cela prouvera que la famille
(Po, ..., P,) est orthogonale. On a :

(P Py) = ZP (k)P (k)
= ZP )(carP )—Osik:<i)

= Zpifk(k —k)Pj_x(k — k)
o
= Py(0)Pj—i(0)(car P;_x(0) =0 sii # k)

= 0.(car Pj_;(0) =0 puisque i < j)

Donc la famille est orthogonale.
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De plus, avec les mémes étapes de calcul, pour i € [0,n], on a :

(P Py = 32 PO PO (k) = Ay(0)? = 1
k=0

Ainsi || B|| = v/ (P, P;)

= 1. Donc la famille est orthonormeée.
Or la famille (FPp, ..., P,) est une base de E. Donc c’est bien une base orthonormée.

Exercice 11 - question tirée ’EDHEC ECS 2018 * Kk

Soit X = (z1,...,2,) € R™ On pose pour tout k € [1,n], . On a donc Y = (y1,...,yn) € R™. Avec le

produit scalaire canonique de R™, on a donc :

|X||2 Zxkﬂ |YH2:Zy,%:ZlQ:n, X|Y Zxkyk—zxk
=1 =1

Or d’aprés le théoréme de Cauchy-Schwarz, on a : (Y[X)? < [|Y]]?|| X ||? c’est-a-dire :

n 2 n
k=1 k=1

[ Exercice 12 - EDHEC ECS 2013 * * %

1. Etude d’un premier exemple (n =3 et £ = R3)

Comme on travaille dans la base canonique de R?, une famille génératrice de Im(f) est donnée par les colonnes

0 1 2 1 2
Im(f) = Vect 0o,{0].,(3 = Vect 0],13
0 0 0 0 0
1 2
La famille 0,13 est libre car échelonnée. C’est donc une base. Donc : dimIm(f) = 2 = 3 — 1.
0 0

C’est donc bien un hyperplan de R3. De plus, soit x € Im(f). Par définition, f(x) € Im(f). Donc Im(f) est bien sta
2. Etude d’un second exemple (n =3 et E = R?)
(a) Soit A€ R.On a :

2—A 1 1
rg (M — \3) = rg 1 2-Xx 1
1 1 2-X
1 1 2-X
= rg 1 2—A 1
L1<—>L3

- A 1 1

2
11 2 -\
= g0 1—A A—1
Ly < Ly—1I4 0 A—1 1—(2-))?
Ly « Lz3—(2—)\)L;

1 1 2—-A
= rg(0 1—A A—1
Faclotla 0 0 1-(2-X2+A-1
1 1 2—-A
= rg(0 1—A A—1
0 0 —A+51-4
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De plus 1 est racine évidente de —A% + 5\ — 4. Donc :

1 1 2-X
rg(M —X3)=10 1—2A\ A—1
0 0 —-A=-1HWA-4)

Or \ € Sp(M) si et seulement rg(M — A3) < 3. Donc :

AeSp(M) & 1—-A=0o0u —(A—-1)(A—4)=0
S A=1loul=4.

D'on Sp(M) = {1,4} et ainsi | Sp(f) = {1,4}|
Comme 1 € Sp(f), on aker(f—1Id) = E1(f). On trouve donc dim ker(f —Id) en calculant 3—rg(M —I3).

On a d’aprés les calculs précédents :

1 1 2—-1
rg(M —13) = rg|0 1—-1 1-1
0 0 —-(1-1)1-4
1 1 1
= 1g{0 0 0] =1
0 0O

Et donc ’ dimker(f —1d)=3—-1=2. ‘ Et donc ker(f — Id) est bien un hyperplan de R3.

De plus, comme ker(f —Id) = E1(f), ker(f — Id) est un sous-espace propre de f et est donc stable
par f. Redémontrons-le pour faire bonne mesure. Soit = € ker(f — Id). On a donc f(x) = z. Donc
f(z) € ker(f —1d) et donc ker(f — Id) est stable par f.

Soit (z,y) € E2. Passons par I'expression matricielle du produit scalaire en base orthonormée. On note
X la matrice de x dans la base B et Y celle de y. Notons également M la matrice de f dans la méme
base. Si on note 2’ = f(z) et ¥y = f*(y) et X’ et Y’ leurs matrices, on a donc X' = MX et Y =tMY.

Ainsi, on a :

(f(z),y) = 'XY="MX)Y
= X'MY ='XY’
= (x, f*(y))

On a donc bien ‘ (f(x),y) = (z, *(y)) ‘

La question précédente montre ’existence d’un tel endomorphisme. Il reste & prouver qu’il est unique.
Pour cela, soit g un endomorphisme de E tel que V(x,y) € E x E, (f(z),y) = (z,g(y)). Montrons que
la matrice de g dans la base B est M (avec les notations précédentes). Cela prouvera que g = f* et
donc l'unicité d’un tel endomorphisme.

Soit j € [1,n]. La colonne j de la matrice de g dans la base B est formée par les coordonnées de g(e;)
dans cette base. Or, comme B est orthonormée, on a :

flej) = Z ei, (g(ej))ei
i=1

Ainsi les coefficients a;; de la matrice de g sont :

aij = (e, g(ej)).

Or (ei,g(ej)) = (f(ei),ej) = mj; o M = (m;;) désigne la matrice de f dans la base B. Donc

Matg(g) = ‘M | Dot | g = f*|.

Avec les notations matricielles précédentes, on a rg(*M — A\I,,) = rg(!(M — \I,,)) = rg(M — \I,,). Or,
comme A € Sp(f), on a rg(M — AI,,) < n. Donc :

rg(*M — \I,) < n.

D’ott A € Sp(*M) et ainsi |\ € Sp(f*) |
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(b) (Vect(u))* est le supplémentaire orthogonal de Vect(u). Donc dim(Vect(u)*) +dim Vect(u) = n. D’ot :
dim(Vect(u)t) = n — dim Vect(u).

Or u # 0 (c’est un vecteur propre). Donc Vect(u) est de dimension 1. D’ou :

dim(Vect(u)t) =n —1,

c’est-a-dire Vect(u)" est bien un hyperplan.

Montrons désormais que Vect(u)® est stable par f. Soit x € Vect(u)*. Montrons que f(z) € Vect(u)= .
Pour cela, soit y € Vect(u) et montrons que f(z) et y sont orthogonaux. On peut écrire y = pu. On a
alors :

(f(@),y) = (f(2), pu)
w(f(z),u) (Linéarité a droite)

iz, f*(u)) (Propriété de f*)
iz, Au) (u vecteur propre de f*)

= pA{(z,u) (car x € Vect(u)1)=0.]
——

=0

D'ott f(z) € Vect(u) et donc Vect(u)* est stable par f.
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