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CORRECTION DS4 - REDUCTION, VECTEURS ALEATOIRES

Exercice 1 - EDHEC ECS 2022 (adapté)

1. Commengons par montrer que g est bien définie. Pour cela, nous devons vérifier que F'(a) # 0.
On a :

F(a) = f(t)dt.

a

oo~~~
>0

Or f est postive et continue donc 'intégrale s’annule si et seulement si f est identiquement nulle. Or f est

strictement positive. Donc F'(a) # 0 (et méme F'(a) > 0).

‘Donc g est bien définie. ‘

Vérifions maintenant que g est une densité :

e Comme f est continue, ‘g est également continue. ‘

e D’aprés ce qui précede, F'(a) > 0 et f est strictement positive. Donc ‘g est strictement positive.

[ o= [ fae

qui converge bien puisque f est une densité.

+oo B F(CL) B
/_OO g(x)dz = Fla) 1.

e Ona:

Puis :

Donc ’ g est une densité.

2. (a) Comme g est une densité, on peut calculer la fonction de répartition associée pour tout z € R avec
I'intégrale suivante convergente :

Siz <aalors:

(", F)
G(x)—/_ooF(a)dt—F(a).

Et si £ > a alors :
F(a)

A0, Fl)
6w = [ = =

{ E(z) siz<a

Donc :

sixz>a

(b) Puis que F(a) # 0, P(X < a) # 0 et donc Px<q (X

<
P(X < 2] N[X <))
P(X <a)

x) est bien définie. Calculons pour z € R :

P[Xga](X < l‘) =

Siz < aalors [X < 2] C[X <da] et donc :
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3. (a) M, étant une variable aléatoire, calculons sa fonction de répartition pour tout = € R :
Gn(x) = P(max(Y1,...,Y,) < x)
Or le maximum est inférieur a x si et seulement toutes les variables Y7, ..., Y, sont inférieures & x. Donc :
Gn(z) = PN [Y: <))

= HP(Yl < z) (indépendance)
i

=G(x)
Et donc :
F(x)™ Lo
Gn(z) = G(a)" :{ Fay 22
1 sl > a

(b) Puisque f est strictement positive et continue, pour x < a, on a :

/:f(t)dt >0

et donc [*_ f(t)dt < [*_ f(t)dt C’est-a-dire F(z) < F(a). Comme 0 < F(z), on obtient pour = < a :

lim G(z)= lim < Flz) )n =0

n—+4o0 n——+o00 F(a)
——
€]0,1]
Pour > a, on a Gp(z) =1 — 1. Et pour x = a, on a G, () = Gp(a) = ?ggg: =1—1

Donc on a bien pour tout =z € R, | G, (x) — ¢ (x).
n—-+oo

‘1/1 est la fonction de répartition de la variable certaine égale & a. ‘

Pour les cubes : Comme v est continue sur R\ {a} et comme pour tout x € R\ {a}, on a bien

Gn(z) — (), on en déduit que ‘ (M,,) tend en loi vers la variable certaine égale a a. ‘
n——+0o0

4. (a) Soit z € R. On a:

H,(z) = P(Z,<z)=Pnla—M,) <)
— P(Myza-")=1-P(My<a-")
n n
= 1—P(Mn<a—£> (M, est a densiteé)
n

0 six <0

z n
] sizx >0

puisque z <0 < a— 7 > a.
(b) Comme f est continue, F est une primitive de f. Donc F est C! et la formule de Taylor s’applique :

F(a+h)=F(a)+hF'(a)+ o (h).
—~—— h—0
=f(a)

En particulier pour x € R :
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(¢c) Pour x < 0,0n a Hy(z) =0— 0.

Pour z > 0, on a :
o] - B ()

- | ;’;(gii ()]

RAC
- F(a) nﬁ+oo(1)
Lf@
n—-+o0o F(a)
Donc toujours pour z > 0, on a :
Fla—2)]"
H,(x) = 1- (F(a)n)]
= l—exp | nln F(;(;)Z)]
N
F(a)
f(a)
————)n_>+oo 1 —exp <_xF(a)> .

Donc on a bien pour tout z € R, | H,(z) —— n(x).
n—-+o0o

7 est la fonction de répartition de la loi £ ( ZJ;((Z)))

Pour les cubes : Comme 7 est continue sur R et comme pour tout z € R, on a bien Hy, () — n(z),
n—-+0oo

on en déduit que | (Z,,) tend en loi vers une variable de loi £ ( F((a))>

Exercice 2 - EDHEC ECS 2021

1. Question préliminaire.

(a) Comme (a,) est croissante, on a, n étant fixé, pour tout k € [0,n — 1], ax <
Donc pour n € N* :

=
EZ na, < an.
k=0

Puis toujours pour n € N* :

1 n+1-1 1 n—1

Et donc ’ (by) est croissante.
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2.

(b) Puisque (a,) est croissante et qu’elle admet une limite £. On a :

an < /L.

Donc b, < ap, < L. Donc (by,) est majorée.

Comme (by,) est croissante et majorée, d’aprés le théoréme de la limite monotone,

‘ (bn) admet une limite réelle. ‘ Notons-la ¢

Par passage a la limite de I'inégalité b,, < a,, on a :

<L
(c) Pour n € N*, on a:
2n—1 2n—1 1
b S (S 3 ) 232wk o
k=0 k=n —q k=0
=b
et donc :
b, + an
b2n = 2

(d) (bay) est une suite extraite de (by,) et donc by, — ¢'. Par passage a la limite de I'inégalité précédente,
n—-+0o0

on obtient : Vi
+
0>
et donc ¢/ > ¢.
Puis comme ¢/ </ < /', on a ¢/ =/ c’est-a-dire :
lim b, = lim a,.
n—-+4oo n—-+oo

(a) Procédons par récurrence sur n € N.

e Initialisation : |ug est bien défini|et comme ug = 1, on a bien

e Hérédité : Soit n € N. On suppose que u,, est bien défini et que u, 2 1. Montrons que ;41 est

bien défini et w,4q > 1.

Comme u, > 1, on a u% + u, = 2 et donc la racine de u% + u,, existe. Ainsi :

Un+1 = V u% + up

‘est bien défini. ‘

De plus \/u2 + u,, > V2 > V1 car la racine est croissante.
=1

Donc on a bien |upq = 1.

Par principe de récurrence sur N, ‘un est bien défini pour tout n € N et est supérieur ou égal a 1.

(b) Pour tout n € N, on a u2 + u, > u2 puisque u, > 1> 0. Donc :

Un+1 > Un,
N—~— ~~

=\ Fun  =lunl=y/ud

Donc ’ (up) est strictement croissante. ‘

Raisonnons par ’absurde. Supposons que u, T> ¢ € R. Par passage a la limite, on obtient :
n—-+0o0o

L=\ +1
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et donc :

=0+

c’est-a~dire ¢ = 0. Or comme (u,) est croissante, on a u, < £ et donc u, < 0 ce qui est faux puisque

un = 1. Donc ‘ (up,) n’admet pas de limite finie et diverge. ‘

D’aprés le théoréme de la limite monotone, (u,) admet une limite, finie si (uy) est majorée, infinie si
(up,) n’est pas majorée. Comme (u,) n’admet pas de limite finie, nécessairement :

Uy —— +00.
n—-+o00

1 |def plus_petit_n():

n =1

u =1

S 1 # 81 = u0 = 1

5 while S <= 1000:
u = np.sqrt(uxu + u)
S =S +u
n = n+l

return n

3. Recherche d’un équivalent de u,,.

(a) On apour n € N :
/ 1
Un+1 — Un = Vu%+un_un:un 1+u7_un
n

ou on a utilisé u, > 0 pour le sortir de la racine. Comme u,, — +00, on peut faire le développement
limité :

_l’_

o
n—-+400

1
2

1

Et donc on a bien |upy1 — up —.
n—+oo 2

(b) La fonction f est dérivable par composition sur [1,+oo[ puisque 22 + 2 > 0 dans ce cas. On a pour

x € [1,400] : or i 1
, x
)= ——F——1.
f@ 2Vt + o

Pour z € [1,+o0[, on a :

20+ 1

/
) >0 < m>1
& 22+1>2v22+x (car /- > 0)
& 2e+1)?>4(2*+2) (car 20+ 1> 3> 0)
& 42’ +dx+1>42” + 4o
< 1>0.

La derniére proposition étant vraie, on a toujours f’(z) > 0 et donc ‘ f est strictement croissante‘ sur
[1, 400l
Pour tout n € N, on a u,41 > u, car (u,) est strictement croissante. Donc par stricte croissance de f,

on a :

f(uns1) > flun)
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c’est-a-dire :

Up+2 — Up+1 > Untl — Un.

Et donc ’ (Un41 — up) est strictement Croissante.‘

(¢) On peut donc appliquer le résultat de la question préliminaire. On a la suite (v,) définie pour tout

n € N par :
1 n—1
Vp = — E (ug41 — ug)
n
k=0
qui converge vers %
Or pour tout n € N, on a :
1 n—1
Un ==Y (g1 — up) = = (tn — o)
k=0
D’ou :
Uy, = Ug + NV,
Comme v, ——> % Z0,onauv, ~ % et donc nv, ~ 3.
n—-4oo n—-4o0o n—-+4oo
Puisug=1= o 2) et donc :
0 n—-+4o0o (2)

n

" n—-+oo 5

4. (a) Cette question demande un peu d’astuce. Il faut remarquer que pour tout n € N :

2 2
Up1 = VU2 +up & up =uy ) — Uy,

Ainsi pour tout n € N* :

n—1 n—1
Sp=Y =) (ufy —up) =up —ug=up —1
k=0 k=0
Onaunn_>Jro<> T etl n_)oJroo<4>etdonc.
n?
n——+oo 4 )
(b)
1 |def plus_petit_n_2(Q):
n=20
u=1# u0 =1
while u <= np.sqrt (1001)
5 u = np.sqrt(uxu + u)
n = n+l
return n
Exercice 3 - ECRICOME ECS 2022
1. (a) Calculons :
1 1 -1
rg(A— (—1)I3) = rg(0 3 0
1 4 -1
1 1 -1
= rgl0 3 0
L3(—L3*L1*L2 0 0 0
= 2.
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Comme rg(A—(—1)I3) # 3,ona —1 € Sp(A). Et comme A a le méme spectre que f,on a|—1 € Sp(f).
De plus dimE_;(A) =3 —rg(A—(—1)I3) =3-2=1.
Soit (x,y,2) € R3. On a :

(2,9,2) € E_1(f) & f((@,y, 2 )) — (7,9, 2)
= -z
2y = -y
r+4dy—2z = —=z
r+y—2z = 0
Jy = 0
r+4y—2z = 0
r+y—2z = 0
3y = 0
LS%Lg x+4y—2z = 0
r+y—z = 0
3y = 0
Lg%Lg g — O
- r = z
y = 0
& (z,y,2) € Vect((1,0,1))

Par égalité avec la dimension, ‘ ((1,0,1)) est une base de Eq(f). ‘

De méme, on a :

-2 1 -1
rg(A—2I3)=rg| 0O 0 0 | =2
1 4 -4

et donc‘2 € Sp(A) = Sp(f) ‘ et dim Eo(f) =3—-2=1.
Et pour (z,y,2) € R3 :

(x7y> Z) € EQ(f) <~ f((xayaz)) = 2(%’,@/, Z)
y—z = 2z
& 2 = 2y
44y —2z = 2z
o —2z4+y—z = 0
r+4y—4z = 0
99 -9z = 0
=
Ls<+L1+2Lo T+ 4y - 42: - 0
Yy = z
< { zr = 0
& (x,y,2) € Vect((0,1,1))

Et de méme, ‘ ((0,1,1)) est une base de Es(f) ‘ par égalité des dimensions.

(b) Si f est diagonalisable, puisque dim E_;(f) + dima(f) = 2 < 3, il existe nécessairement une troisiéme
valeur propre \ distincte de —1 et 2. De plus, comme dimR? = 3, f a au plus 3 valeurs propres et il ne
peut pas y en avoir d’autre.

Ainsi Sp(f) = {—1,2,A}. Dans une base adaptée, on a :

—1
Mat(f) =

o NN O
> O O

0
0

et donc‘Tr(Mat(f)) = —1—1—24—)\:)\4—1.‘
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Or Tr(A) =042 — 2 =0 et la trace est invariant de similitude. Donc :

d’ou A = —1. ’ On a une contradiction puisque A # —1. ‘

Donc ’ f n’est pas diagonalisable. ‘

2. On a toujours | Ker(f + Id) C Ker((f + Id)?) | puisque si z € Ker(f + 1d) alors :

(f +1d)2(z) = (f + Id)((f +Id)(z)) = 0.
~————

=0

Montrons que l'inclusion n’est pas une égalité. Il nous faut trouver un vecteur qui est Ker((f + Id)?) mais
pas dans Ker(f + 1d).
Commencons par trouver un vecteur non trivial dans Ker((f + Id)?). Pour (x,y,2) € R? on a:

T 0
(f+1d)*(x)=0 & (A+DL)°|y 0
z 0
1 1 x 0
& 0 3 Y 0
1 4 z 0
0 0 0 T 0
& 090 y]l =10
09 0 z 0
& y=0

&< (z,y,2) € Vect((1,0,0),(0,0,1)).

Posons u = (1,0,0). D’aprés ce qui précéde, on a |u € Ker((f +1d)?). | En revanche :
(f +1d)(uv) = (0,0,1) +(1,0,0) = (1,0,1) # Ogs

Donc ’ u ¢ Ker(f +1d). ‘
Et donc | Ker(f + Id) # Ker((f +1d)?).

3. On a déja montré que :

Ker(f — 2Id) = Vect((0,1,1))

et :

Ker((f +1d)?) = Vect((1,0,0), (0,0,1))
Comme ces familles sont libres ce sont des bases respectives de Ker(f — 2Id) et Ker((f + Id)?).
De plus ((1,0,0),(0,1,1),(0,0,1)) est échelonnée et est donc une famille libre de R3. Par considération sur
les dimensions, c¢’est une base.
Ainsi la concaténation d'une base de Ker(f — 2Id) et d'une base de Ker((f + Id)?) est une base de R3.
Ker(f — 2Id) et Ker((f + Id)?) sont donc supplémentaires dans R?, c’est-a-dire :

R? = Ker(f — 2Id) @ Ker((f + Id)?).

4. Soit x € F. Montrons que f(z) € F.
f — 2Id est un polynéme en f. Il commute donc avec f. On a donc :

(f = 21d)(f(x)) = f((f —21d)(x)) = f(0) = 0.

On a bien f(z) € F. Et donc

De méme, soit z € G. Montrons que f(z) € G.
On a pour les mémes raisons :

(f +1)%(f(x)) = F((f +1d)*(z)) = £(0) = 0.

On a bien f(z) € G. Et donc | f(G) C G.
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5. Soit € R?. Comme R?> = F @ G, il existe y € F et z € G tel que . = y + 2.
On a:

P(f)(x) = P(f)(y) + P(f)(2) = (f +14)*((f = 21d)(y)) + (f — 21d)((f +1d)*(2)) = 0.

=0 =0
D'ott | P(f) = 0.

6. m et mp commutent car ‘ce sont des polyndmes en f. ‘

7. (a) On a:

Tgom = (—;(f+41d)o(f—21d)>o(;(f+1d)2>

(f+41d) o P(f)
=0

1
81
(b) Soit € Im(m;). 1 existe donc y € R? tel que 71 (y) = .

On a :
ma(x) = ma(mi(y)) = 0.

Donc z € Ker(mg).
D’on ‘Im(m) C Ker(ms). ‘
8. (a) On a:

- %(f+41d) o (f —2Id)

— %(f2+2f+ld) - %(f2+4f—2f—81d)

1
T+ T = §(f+1d)2

(b) Soit x € Ker(my). On a :

Donc z € Im(my).
D’ou ‘Ker(ﬂz) C Im(my). ‘

9. Avec les deux inclusions précédentes, on en déduit que ‘Ker(ﬁg) = Im(my). ‘

De plus, comme 71 et o commutent, on a m o my = 0 et donc Im(me) C Ker(my).
D’aprés le théoréme du rang, on a :

dimIm(m) = 3 — dimKer(ms)

= 3 —dimIm(m)
= dimKer(m).

Donc par égalité des dimensions, on a ‘ Ker(m) = Im(m2). ‘

10. On a:

Tr%:wlo(ld—m):m—O:ﬂ'l

et donc ‘7r1 est un projecteur. ‘

On a de méme :
7['%:71'20(1(1—71'1):71'2—0:71'2

et donc ‘712 est un projecteur. ‘
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11. 7g est le projecteur sur Im(7me) parallélement a Ker(ms).
Or Im(mz) = Ker(m;) = Ker(§(f + 1d)?) = Ker((f +1d)?) = G.
Et Ker(my) = Ker(—§(f + 41d) o (f — 2Id)). f 4 41d est inversible puisque 4 ¢ Sp(f).
Donc z € Ker(m) < x € Ker(f —2Id) < x € F.

D’ou ‘7@ est le projecteur sur G parallélement & F'. ‘

Comme Ker(71) = Im(mz) = G et Im(mg) = Ker(m1) = F, on en déduit que
‘771 est le projecteur sur F' parallélement & G. ‘

12. 7 et mo sont des polynémes de f. Donc g est un polynéme de f comme combinaison linéaire.

Et h est a son tour un polyndéme en f comme combinaison linéaire.

13. On connait une base de F': ((0,1,1)). Et on connait une base de G : ((1,0,0), (0,0, 1)). Calculons la matrice
de G dans la base concaténée : B = ((0,1,1),(1,0,0),(0,0,1)).
On a:

m1((0,1,1)) = (0,1,1)
71((1,0,0)) = (0,0,0)
71((0,0,1)) = (0,0,0)
car m est le projecteur sur F' parallélement & G. Et on a :
m2((0,1,1)) = (0,0,0)
m2((1,0,0)) = (1,0,0)
m2((0,0,1)) = (0,0,1)

car mo est le projecteur sur G parallélement & F'.

Donc :
g((0,1,1)) = 2x(0,1,1)
9((1,0,0)) = —1x(1,0,0)
g((oaoul)) - _1 X (0707 1)
Et donc :
2 0 0
Matg(g)= {0 -1 0
0 0 -1
14. Calculons :
h = f-yg
= f—2’7T1—|—7T2

= fol(m +mg)—2m +m2
= ‘(f—2Id)o7T1—|—(f—|—Id)o772.‘

Et donc :

2 = ((f—2Id)om + (f 4+ 1d) o m2)?
— (f_21d)20i+2(f— 21d) o (f +1d) owljowﬁ(fﬂd)?oﬁ
(tout commute car ce sont des polynémes en f)
= é(f— 2Id)% o (f 4+ 1d)? — %(fjtld)z o (f 4 4Id) o (f — 21d)
= (7~ 2y o P(f) — 5(f +41d) o P(f)=0]

15. On a bien ‘ f =g+ h, ou g est diagonalisable et h est nilpotent (d’ordre 2)‘
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Probléme 4 - EDHEC ECS 2021

Partie I - Calcul d’intégrales utiles pour la suite.

1. Pour pe N, on a:

1 » e ! 1
I(p,0) = 2Pdx = = .
+,0) /0 {P‘Fl]o p+1

Et de méme pour ¢ € N, on a :

1(0,q) = /01(1 _)tde — [—(1;f)f+l]; - qir

2. Soit (p,q) e Nx N*. On a :
1
Ip.0)= [ a1 -0y,
0

On pose u : z +— % et v :— (1 — )7 toutes deux C'. On peut donc calculer par IPP :

1
I(p,q) = /0 2 (1—2)1dz

=@ =u(a)

1

xp—l—l 1 xp—f—l
_ Y o _ — q—1 T
- (1) /0 (—q)(1 —2)7"'d

P+ 1 — = Pl ——-
S—— :y(;p) S~ :U’(m)
=u(x) 0 =u(x)
q 1
0+/ P — ) N
p+1Jo
q
= - rpt1.q-1).
P AGRL Ay

3. Procédons par récurrence sur q € N.
e Initialisation : Pour ¢ = 0, on a pour tout p € N :

(;iq;)!l(l? +q.0) = (ppjrog)! I(p+0,0) = I(p,0) = I(p, q).

Donc Hj est vraie.
e Hérédite : Soit ¢ € N. On suppose H, vraie. Montrons Hy 1.

Soit p € N. On a :

1
I(p,g+1) = %I(p + 1, q) (question précédente)
p
q+1 (p+1)lq! . )
= X I(p+1+q,0) (hypothése de récurrence
p+1 (p+1+4q)! (p ¢.0) (hyp )

— Ml(p_l_ (g+1),0).

(p+ (g + 1))

Donc Hgyq est vraie.
4. Soit (p,q) € N2. On a :

plq! plg! 1 plg!
I(p,q) = I(p+4q,0) = = .
#9 (p+q)! w+a0) P+ p+e+l) (+g+1)!

En particulier, pour tout n € N, on trouve :

(n))?

I(n,n) = Gnt )l
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Partie II - Etude d’une suite de variables aléatoires.

5. Vérifions que b, est une densité.
e Continuité : b, est continue sur R\ {0, 1} par opérations usuelles.

e Positivité : b, est bien positive sur R.

/J:O bp(z)dx = /01 by (z)dx

et est donc convergente comme intégrale sur un segment. On a de plus :

/m ba(z)dz = /01 Cnt Dl — pynds

oo (n!)?
= (2?7;521)!](71, n)
(2n+ 1)1 (n!)?
(n1)2  (2n+1)!

- @

e Intégrale : On a :

Donc | b, est bien une densité de probabilité. ‘

6. On a pour tout z € [0,1] :

2x04+1) 0_
Avec bp(z) = 0 si x ¢ [0, 1], on reconnait la densité de la loi uniforme sur [0, 1].
Done | Xo < U([0, 1]). |

bo(.fv) =

7. (a) X, admet une espérance si et seulement si I'intégrale suivante converge absolument :
+o0
/ xby, (z)dz.
—0o0

Cette intégrale converge absolument puisque b,(x) = 0 si z ¢ [0, 1] et la restriction de = — xb,(x) a
[0, 1] est continue. C’est donc une intégrale sur un segment. De plus, on a :

(2n+1)!
(n!)?

Cn+DInl(n+1)! n4+1 1
(et ln) =5 Gnral i 2

! n !
E(X,) = /0 x X Wx"(l —z)"dx =

(b) On procéde de méme :

+oo
/ 22by, (z)dz

— 00

converge absolument en tant qu’intégrale sur un segment déguisée en intégrale généralisée. On a alors :

' n : n : n 'nl(n !
E(Xy) = /0 a? X Wﬂc"(l —x)"dx = Wf(n +2,n) = (2(,;)21)' ('2(71 :32>)!‘
(n+1)(n+2) = n+2

2n+2)(2n+3) 2(2n+3)

X, admet un moment d’ordre 2 donc admet une variance et on applique alors la formule de Huygens :

- . n+2 I 2n+4-(2n+3) 1
V(X,) = B(X3) - B(X,)* = 22n+3) 4 4@2n+3)  4@2n+3)

(¢) X, admet une espérance et une variance. Donc d’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a pour

tout € > 0 :
V(Xy)

P(IX, ~ B(X,)| <) < -5

€
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Donc : ) )
0<P(|X,—=|< < — .
<‘ " 2‘ E) 4¢2(2n + 3)
S
—0

n——+oo

Donc d’aprés le théoréme des gendarmes, on a pour tout € > 0 :

n—-+o00 2

1
lim P(‘Xn—’ <e> = 0.

Pour les cubes : On en déduit que la suite (X,,) tend en probabilité vers la variable certaine égale a

1 At .
5 ce qui s’écrit :

p 1
X, — ok
Partie III - Simulation informatique de X,,.
8. On a poru tout x € R :
0 siz<O0
Fy(z) =< x siz€|0,1]
1 siz>1

9. (a) Vopy1 est Pinstant d’arrivée de la (2n + 1)°™ personne, c’est-a-dire de la derniére personne. C’est donc
le maximum des moments d’arrivées. On a :

‘VQn—i—l = maX(Ul, ey U2n+1). ‘

(b) Soit z € R. On a donc :
Goni1(x) = P(Vapyq < 2) = P(max(Uy,...,Uzy1) < 7)

Or le maximum est inférieur a z si et seulement si toutes les valeurs sont inférieures a z. Donc :

2n+1
Gonti(x) = P ( ﬂ [U; < 56])

=1

P(X; < z) (indépendance)

|

.
Il
—

Fy(z) = (Fu(z))"

Il

=1
0 sizx <O
= " sixe0,1]
1 sixz>1

10. (a) De la méme maniére, on a :

’VI = min(Ul, e .,U2n+1).‘

(b) Soit z € R. On a donc :
P(Vl > .Z') = P(min(Ul, ceey U2n+1) > J})
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Or le minimum est supérieur a z si et seulement si toutes les valeurs sont supérieures a x. Donc :

2n+1
P(Vi>2) = P(ﬂ [Ui>:z:}>
i=1
= HP(Xi > z) (indépendance)
i=1

= [Ja-P(xi <2) = (1~ Fy(x)"

i=1

1 siz<0

= (1—2z)™ sizel0,]]

0 siz>1

D’ou :

0 siz<0
Gi(z)=P(Vi<z)=1-PVi>2)=¢ 1—(1—2)" sizel0,1]
1 sixz>1

11. Je propose deux solutions différentes. Une courte qui fait usage de numpy au maximum et se fait en un
minimum de lignes au prix d’une plus grande utilisation de la mémoire :

1 |def V(n):

U = rd.random(n)

V_1 = np.min(U)
V_2n_plus_1 = np.max(U)
5) return V_1, V_2n_plus_1

Et une seconde fonction qui fait la méme chose & la main avec une utilisation minimale de la mémoire :

1 |def V(n):

V_1l =1

V_2n_plus_1 = 0

for i in range(n):

5 U = rd.random()

if U > V_2n_plus_1:
V_2n_plus_1 = U

if U < V_1:
V_1 =10

10 return V_1, V_2n_plus_1

12. (a) Il faut remarquer que pour x € [0,1], V,,41 <  si et seulement si au moins n + 1 variables sont plus
petites que .

Pour tout k € [1,2n+ 1], notons Ay I'événement [Uy, < z|. Comme les variables Uy sont indépendantes,
les événements Ay le sont également. Et ces événements sont tous de probabilités Fyy(x) = z (puisque
z € [0,1]).
Notons Y la variable égale au nombre d’événements Ay réalisés. Par définition, on a Y — B(2n+ 1, z).
On a alors :

Gn+1(x) = P(Vn+1 < .%') = P(Y =>n—+ 1).

OnalY >n+1] =" [V = k] I'union étant disjointe et donc :

k=n+1
2n+1 2n+1
2n+1 ntl—
Gn+1(x) = Z P<Y - k) - Z < k ) mk<1 - IE>2 i k'
k=n+1 k=n+1

(b) On a supposé que Vj, 11 était une variable a densité. Puisque Gy4+1 est clairement C1 sur | — o0, 0], ]0,1]
et |1, 4+o0[, on calcule la dérivée sur G,y sur ces intervalles.
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Pour t <Oouz >1,0na:

nt1(z) = 0.

Pour z €]0,1[, on a :

;1+1(x) =

2nz+:l <2nk—:|— 1> (kxk,1(1 — @) R (-1 (2n+ 1 — k) (1 - ‘/1:)2”%)

On a donc une densité de V1 donnée par :

h=ntl =0 si k=2n+1
(2n+1)! 11 21— (2n41)

2n+1)!2n+1— (2n+1))!(2”+1)$ (1—=x)

2n

2n + 1)! _ 1 .

S i1 gy (0 n 1 Rt - )
k=n+1 '
(2n + 1)z>"

2n

(2n 4+ 1)! k—1 mti-k  (2n+ DI n—k
1— _ AT k(1 —

k§1<<k—1>!<2n+1—k>!x =) Fn k1" 17
(2n + 1)z

2n m on

> ((2n +1) <k - 1) aF (1 — )2t =D (2 4 1) < L ) 2k (1~ :e)%—k)
k=n+1

2n 2n ni1 _ .\2n—nm 2n 2n/1 _ ,.\2n—2n
(2n+ 1)z +(2n+1)< n)x (1—-=x) <2n)x (1—2) >
n 2n)! n "

(2n+1)z* + (2n+1) (En')Lx (1—z)" —2? )

2n+1)! "

_fo siwé[0,1]
it = (2(2—59!16”(1 —x)" sizel0,1]

On reconnait la densité b, de X,,. Donc ‘ Vit1 et X, ont la méme loi. ‘

(c) ‘Cette fonction renvoie 8. ‘

(d) Si on donne un nombre impaire (par exemple 2n + 1) de nombre, np.median renverra bien la valeur de
celle du milieu (la numéro n + 1 dans l'exemple). En l'occurrence, on peut écrire :

1 |def Vn(n):

return V

U = rd.random(2xn+1)
V = np.median(U)

Cette fonction simule V,, 1 et donc X, qui a la méme loi.
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