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1 Topologie

Exercice 5

*k

Exercice 1

Déterminer si les ensembles suivants sont ouverts, fer- 9
més, bornés. On pourra s’aider d’un dessin lorsque c’est
possible (c’est-a-dire pour les sous-ensembles de R?).

* ] Soit f: R3 — R définie par f(x,y) = 23 + y? — zy + 22
1.

Déterminer les points critiques de f.

. En déduire les extrema locaux de f. Sont-ils glo-

baux ?

Exercice 6

*k

A = {(z,y) e R? 2® +y* <3},

B = {(z,y,2) €R? 1< 2" < 2},

C = {(x,y,2 )€R3 xyz # 1}, 1
D = {(z,y) € P -1<y<1-27},

E = {(:I:y)ER2 |z +2y| =1 ou |y + 2z| > 4}. 2.

2 FEtudes de fonctions

3.

Soit f(x,y) = 2 + y? + 22y + xy°.

. Montrer que f est de classe C% sur R? et qu'elle

admet un unique point critique.

Déterminer les valeurs propres de la hessienne en ce
point critique. Peut-on conclure quant a la nature
de ce point critique ?

Etudier les signes de f(z, ) et f(z, —) et conclure.

[ Exercice 2

Exercice 7

*k

- |
Soit f la fonction définie sur R? par V(z,y) € R?,
flz,y) =2*(1+y)* +y°

1. Montrer que f posséde un seul point critique.

1.
2. Vérifier que si [|(z,y)|| < 1 alors f(x,y) > 0.
3. En déduire que f posséde un minimum local en 2.
son point critique. Est-ce un minimum global 7
3.
Exercice 3 *k ]
Soit f la fonction définie sur €2 =0, 1[x]0, 1] par 4
_ 1 1 )
flx,y) =1+ 1_y+r+y

1. Montrer que f est C2 sur I'ouvert et calculer ses
dérivées partielles premiéres et secondeS.

Soit f la fonction définie sur R? par
flz,y,2) =22 + 9% + 22 — 22y2.

Justifier que f est de classe C? et calculer ses déri-
vées partielles d’ordre 1 et 2.

Montrer que f admet exactement cing points cri-
tiques, dont le point (0,0, 0).

Déterminer la matrice hessienne de f en (0,0,0)
et en déduire que f posséde un minimum local en
(0,0,0). Est-ce un minimum global ?

Pour chacun des autres points critiques, vérifier
que 4 est valeur propre de la matrice hessienne, et
déterminer si f admet ou non un extremum local
en ce point.

2. Déterminer les points critiques de f.

3. Montrer que f admet un extremum local sur ).

Exercice 8

* kK

- |

[ Exercice 4

Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes : 1.
2.

;o R? — R

‘ (r,y) = z3+zy+y®

{(R*)2 - R
9 (r,y) +— 4xy+%+i. ’ 3

. {(Rm? - R
(z,y) = 22+y°+ 45 4,

Soit f la fonction définie sur (R% )? par
flz,y) =zlny —ylnzx.

Montrer que f est C' et déterminer son gradient.
Soit ¢ la fonction définie sur R+* par

p(t)=Int —t+ 1.

Montrer que si (z,y) est un point critique de f
alors p(Iny) = 0.

. En étudiant le sens de variations de ¢, montrer que

f posséde un unique point critique (g, yo).

Montrer que pour tout o € [0,1[, f(xo + a,yo —
a) = —f(zo—a,yo+a). f admet-elle un extremum
local sur (R%)??
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Exercice 9 * kK ]

3 Exercices de concours

Soit f la fonction définie sur 'ouvert Q = R?\ {(0,0)}

par f(z,y) = (2* +y%)".

. Justifier que f est de classe C! sur § et calculer ses
dérivées partielles.

—_

\V)

. Montrer que f admet 4 points critiques.

w

. Soit g la fonction définie sur R% par g(x) = f(z,0).
(a) Montrer que pour tout (z,y) € RY x R,
f(@,y) = g(2).
(b) Dresser le tableau de variation de g.

(¢c) En déduire que f admet un minimum local
en (e71,0).
. Soit h:x— f(z,1) — f(0,1).
(a) Montrer que h(x) est du signe de x.

e

[ Exercice 10

(b) En déduire que f n’admet pas d’extremum
local en (0, 1).
* K K ]
Soit f la fonction définie sur R™ par
F@r,.omn) = Sh op + (1= 0, o)™

1. Montrer que f est de classe C? sur R™ et calculer
ses dérivées partielles d’ordre 1 et 2.

Montrer que f admet un unique point critique a =
(a1,...,an). Onnote A = V2f(ay,...,an) € Mu(R).

Calculer rg(A — 2I,,) puis déterminer les valeurs
propres de A. En déduire que f admet un extre-

mum local en (ay,...,a,).
Soit x = (z1,...,o,) € R™ et posons h = = — a.

En appliquant la formule de Taylor avec reste in-
tégral a la fonction g : t — f(a + th), montrer que
f(z) > f(a). En déduire que f posséde un extre-

mum global.
* * % ]

[ Exercice 11

Soit f : R? — R définie par
flz,y) = (1+y+:cy— %2) eY.

1. Montrer que f est C? sur R?, déterminer ses déri-

vées partielles premiéres et secondes.
. Montrer que f admet un unique point critique (a, 3).

Vérifier que la détermination des valeurs propres
de V2 f(a, B) ne suddit pas a déterminer la nature
de ce point critique.

Déterminer un vecteur propre u de V2f(a, 3) as-
socié a la valeur propre 0.

. En étudiant la fonction ¢ — f((a, ) + tu), déter-
miner la nature du point critique («, /).

Exercice 12 - ECRICOME 2016 *k

Soit D = {(z,y) € R?, & < y} et soit f la fonction
définie sur D par f(z,y) = 2% +y?> —In(y — ).

1. Justifier que f est C% sur D et calculer ses dérivées
partielles premiéres et secondes.

2. Montrer que f admet un unique point critique sur
D.

3. Déterminer la nature locale de ce point critique.

[ Exercice 13 - Oral HEC 2018 * % % % K

Soient X7, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement
indépendantes, de méme loi, admettant chacune une es-
pérance et un écart-type notés respectivement :

weto#0.

Pour tout (x1,...,2,) € R™, on note :

n 2
flz1,...,2y) = F <Zx,XZ —,u)
i=1

1. (a) Justifier I'égalité :
flay,.omn) = 0? 300 af+u® (00 @i — 1)2~
(b) Justifier, pour tout (z1,...,z,) € R", l'in-
égalité :
(i z)* <n D1 @
(¢) En déduire le minimum de f sur ’ensemble
H={(x1,...,2n) € R", 1+ -+ 2z, = 1}.
2. (a) Justifier que f est de classe C? sur R” et trou-

ver son unique point critique a.

Justifier que pour tout h = (hq,...,hy) € R",

fla+h) = f(a)

2/1(1—t) ,UJQiihihj—FO'Q
0

i=1 j=1

f: h? | dt.
=1

En déduire que f admet un minimum global
en a.



