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TD15 - Estimations

1 Estimation ponctuelle

Exercice 1 ⋆

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant la loi exponentielle E(λ). On pose :

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi et Tn =
1

n+ 1

n∑
i=1

Xi.

Calculer le biais de chacun de ces estimateurs de 1
λ .

Exercice 2 ⋆⋆

Soit (Xn)n∈N⋆ un échantillon de la loi de Poisson de pa-
ramètre λ. Pour tout n ≥ 1, on pose :

Sn =
n∑

i=1

Xi et Yn = e−
Sn
n .

Yn est-il un estimateur sans biais de e−λ ? Est-il asymp-
totiquement sans biais ?

Exercice 3 ⋆⋆

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme [a, b] où b est connu et l’on cherche
à déterminer a. Pour tout n ≥ 1, on pose

Yn = min(X1, . . . , Xn).

1. Montrer que Yn est une variable à densité, et en
donner une densité.

2. Déterminer E(Yn), puis le biais de Yn en a. Com-
ment interpréter le signe de ce biais ?

3. En utilisant la question précédente, proposer un
estimateur sans biais de a.

4. Montrer que Yn est un estimateur asymptotique-
ment sans bias et convergent de a.

Exercice 4 ⋆⋆

Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires i.i.d. telles que :

P (X1 = −1) = (1− p)2, P (X1 = 0) = 2p(1− p),

P (X1 = 1) = p2.

On cherche dans la suite à estimer p ∈]0, 1[. Montrer
que Zn =

∑n
k=1

1+Xk
2n est un estimateur sans biais et

convergent de p.

Exercice 5 ⋆⋆

Soit (Xn)n≥1 une suite i.i.d. de variables aléatoires sui-
vant la loi B(p) où p est inconnu. On pose :

Xn =
1

n

n∑
k=1

Xk et Tn =
2

n(n+ 1)

n∑
k=1

kXk.

1. Montrer que Xn et Tn sont deux estimateurs sans
biais de p.

2. Montrer que Xn et Tn sont deux estimateurs conver-
gents de p.

Exercice 6 ⋆ ⋆ ⋆

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale cen-
trée de variance σ2 avec σ inconnu. Soit (Xn)n∈N⋆ une
suite de variables indépendantes, de même loi que X. On
note alors :

Sn =
1

n

n∑
k=1

X2
k .

Montrer que Sn est un estimateur sans biais et convergent
de σ2.

Exercice 7 ⋆ ⋆ ⋆

Soit θ une réel strictement positif et soient (Xk)k∈N⋆ une
suite de variables i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, 2θ].
On pose Mn = max(X1, . . . , Xn) et Xn = 1

n

∑n
i=1Xi.

1. Déterminer la loi de Mn, calculer son espérance et
sa variance.

2. En déduire que Un = n+1
2n Mn est un estimateur

sans biais de θ.
3. Calculer P (|Un − θ| ≥ ϵ) pour tout n et pour tout

ϵ > 0. Faire de même pour Xn.
De Xn et Un lequel est un meilleur estimateur de
θ ?

Exercice 8 ⋆ ⋆ ⋆

Soit θ un réel strictement positif, et soit fθ la fonction
définie sur R par :

fθ(x) =

{
0 si x ≤ θ

e−(x−θ) si x > θ
.

1. Montrer que f est une densité de probabilités.
2. Soit X une variable aléatoire dont la densité est

fθ. Calculer E(X) et V (X).
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3. Dans toute la suite (Xn)n≥1 est une suite de va-
riables aléatoires indépendantes sur (Ω,A) de den-
sité fθ. Pour tout n ≥ 1, on pose :

Xn =
X1 + · · ·+Xn

n
et Yn = min(X1, . . . , Xn).

(a) À partir de Xn, construire un estimateur Tn

sans biais et convergent de θ.
(b) Montrer que Yn est un estimateur asymptoti-

quement sans biais et convergent de θ.

On pourra commencer par étudier Yn − θ.

(c) Construire à partir de Yn un estimateur Un

sans biais et convergent de θ.
(d) Comparer les deux estimateurs Tn et Un.

Exercice 9 ⋆ ⋆ ⋆

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépen-
dants suivant la loi exponentielle de paramètre λ. On
pose :

Sn =

n∑
k=1

Xk.

1. Déterminer une densité de Sn.
2. Calculer l’espérance de 1

Sn
.

3. En déduire un estimateur sans biais de λ.

Exercice 10 ⋆ ⋆ ⋆⋆

Soit X1, . . . , Xn un n-échantillon de la loi de Poisson de
paramètre λ > 0 inconnu. On cherche à estimer e−λ.
On définit des variables de Bernoulli Y1, . . . , Yn par :

Yk =

{
1 si Xk = 0
0 sinon .

On pose alors :

Yn =
1

n

n∑
k=1

Yk et Sn =
n∑

k=1

Xk.

1. (a) Montrer que Yn est un estimateur sans biais
de e−λ.

(b) Calculer V (Yn) et en déduire que Yn est un
estimateur convergent de e−λ.

2. Pour j ∈ N, on pose φ(j) = P[Sn=j](X1 = 0).
Calculer φ(j).

3. On pose à présent Tn = φ(Sn).
(a) Prouver que Tn est un estimateur sans biais

de e−λ.
(b) Calculer V (Tn) et en déduire que Tn est un

estimateur convergent de e−λ.
4. Calculer E((Yn − e−λ)2) et E((Tn − e−λ)2). Quel

est le meilleur des deux estimateurs ?

2 Estimation par intervalle de confiance

Exercice 11 ⋆⋆

Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires i.i.d. suivant
la loi normale d’espérance θ inconnue et de variance 1.
On pose Xn = 1

n

∑n
i=1Xi.

1. Quelle est la loi de Xn ?
2. Soit α ∈]0, 1[ et soit tα l’unique réel tel que Φ(tα) =

1− α
2 .

Montrer que
[
Xn − tα√

n
, Xn + tα√

n

]
est un intervalle

de confiance de θ au niveau de confiance 1− α.
3. On suppose à présent que les Xi suivent la loi

N (θ, σ2) où σ2 est connu. Sur le même principe,
proposer un intervalle de confiance de θ au niveau
de risque α.

Exercice 12 ⋆⋆

On suppose que la probabilité qu’un individu contagieux
transmette un virus à un individu sain est p ∈]0, 1[ in-
connu et que l’on cherche à évaluer.
Soit (Yn)n∈N⋆ une suite de variables i.i.d. suivant la loi
de Bernoulli de paramètre p.

1. On pose Yn = 1
n

∑n
i=1 Yi. Montrer que Yn est un

estimateur sans biais de p.
2. À l’aide de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

montrer que
[
Yn −

√
5
n , Yn +

√
5
n

]
est un inter-

valle de confiance de p au niveau de confiance 0, 95.

Exercice 13 ⋆⋆

Soit (Xi)i∈N⋆ une suite de variables i.i.d. d’espérance µ
inconnue et de variance σ2 connue. Déterminer à l’aide
du théorème central limite un intervalle de confiance
asymptotique de µ au niveau de confiance 1− α.

Exercice 14 ⋆ ⋆ ⋆

Soit (Xi)i∈N⋆ une suite de variables aléatoires i.i.d. sui-
vant la loi uniforme U([0, θ]), θ inconnu. On pose :
Mn = max(X1, . . . , Xn).

1. Déterminer la fonction de répartition de Mn.
2. Montrer que pour θ > 0 fixé, il existe deux uniques

réels x1 et x2, que l’on exprimera en fonction de θ
tels que FMn(x1) = 0, 025 et FMn(x1) = 0, 975.

3. En déduire un intervalle de confiance de θ au ni-
veau de confiance 0, 95.

4. Proposer un autre intervalle de θ au niveau de
confiance 0, 95 de la forme [Mn, Un] où Un est à
déterminer. Plus difficile : lequel de ces deux in-
tervalles possède l’étendue la plus faible ?
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Exercice 15 ⋆ ⋆ ⋆

Soient (Xi)i≥1 des variables aléatoires i.i.d. suivant la
loi exponentielle E(λ) où λ > 0 est inconnu. On pose
Xn = 1

n

∑n
i=1Xi.

1. Montrer que λ
√
nXn−

√
n converge en loi vers une

variable suivant la loi normale centrée réduite.

2. Soit α ∈]0, 1[ et soit tα l’unique réel tel que Φ(tα) =
1− α

2 .

Montrer que
[(

1− tα√
n

)
1
Xn

,
(
1 + tα√

n

)
1
Xn

]
est un

intervalle de confiance asymptotique de λ au ni-
veau de risque α.

Exercice 16 ⋆ ⋆ ⋆⋆

Soit (Xi)i∈N⋆ une suite de variables aléatoires i.i.d. sui-
vant la loi uniforme U([0, θ]), θ inconnu. On pose :
Mn = max(X1, . . . , Xn).

1. Montrer que
(
n
(
1− Mn

θ

))
converge en loi vers une

variable aléatoire X suivant la loi exponentielle
E(1).

2. Déterminer un intervalle de confiance asymptotique
de θ au niveau de risque α, sous la forme [Mn, Un].

3 Exercices de concours

Exercice 17 - ESSEC ECE 2007 ⋆ ⋆ ⋆

Pour a > 0, on note fa : t 7→
{

0 si t < 1
a

ta+1 si t ≥ 1
. On

admet que fa est une densité.
On considère alors la suite (Xn)n∈N⋆ de variables aléa-
toires i.i.d. de densité fa où a est inconnu. Pour n ∈ N⋆,
on définit une fonction Ln (appelée fonction de vraisem-
blance) :

Ln : [1,+∞[n×R⋆
+, (x1, . . . , xn, a) 7→

n∏
i=1

fa(xi).

1. Pour (x1, . . . , xn) fixés, montrer que :
a 7→ Ln(x1, . . . , xn, a)
possède un maximum atteint en un unique réel a
que l’on exprimera en fonction de x1, . . . , xn.

On pourra étudier a 7→ ln(Ln(x1, . . . , xn, a)).

On a donc trouvé une expression a = φ(x1, . . . , xn) où
φn est une fonction définie sur [1,+∞[n. On pose alors
Tn = φn(X1, . . . , Xn) et on appelle Tn estimateur du
maximum de vraisemblance.

2. Montrer que pour k ∈ [[1, n]], ln(Xk) suit une loi
exponentielle dont on précisera le paramètre. En
déduire une densité de Sn = ln(X1)+ · · ·+ln(Xk).

3. Exprimer Tn en fonction de Sn. En déduire E(Tn)
et V (Tn).

4. Montrer que Tn est un estimateur asymptotique-
ment sans biais et convergent de a.

Exercice 18 - QSP ESCP 2007 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Soient n ≥ 1 et (X1, . . . , Xn) un échantillon identique-
ment distribué indépendant de la loi de Poisson de pa-
ramètre λ > 0 inconnu. On pose :

Xn =
1

n

n∑
i=1

Xi et Tn =
√
n
Xn − λ√

λ
.

En utiliser Tn, déterminer un intervalle de confiance asymp-
totique de λ au niveau de risque α.

Exercice 19 - Oral ESCP 2012 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

On cherche à évaluer le nombre N de lions d’Asie, espèce
en voie de disparition, encore en vie dans la forêt de Gir.
Pour cela, on capture d’abord en une seule fois m lions
(m ∈ N⋆) que l’on tatoue avant de les relacher dans
la nature et on admet que pendant toute la durée de
l’étude, il n’y a ni naissance ni décès, puis l’on utilise
l’une des deux méthodes suivantes.

1. Méthode 1 : On capture successivement au ha-
sard (donc avec équiprobabilité) et avec remise en
liberté après observation du sujet, n lions. Soit Yn
le nombre de lions tatoués parmi eux.
(a) Déterminer la loi de Yn. En déduire que 1

nmYn
est un estimateur sans biais et convergent de
1
N .

(b) Pourquoi ne peut-on pas prendre nm
Yn

comme
estimateur de N ?

(c) On pose Bn = m(n+1)
Yn+1 . Calculer l’espérance

de Bn et montrer que Bn est un estimateur
asymptotiquement sans biais de N .

2. Méthode 2 : On se donne n ∈ N⋆. On capture
également, un par un, et avec remise en liberté
après observation du sujet, des lions de Gir. On
note Xn la variable aléatoire égale au nombre de
lions qu’il a été juste nécessaire de capturer pour
en obtenir n tatoués.
On pose D1 = X1 et pour tout i ∈ [[2, n]], Di =
Xi−Xi−1. On admet que les Di sont mutuellement
indépendantes.
(a) Pour tout i ∈ [[2, n]], que représente concrète-

ment Di ?
(b) Déterminer, pour tout i ∈ [[2, n]], la loi de

Di son espérance et sa variance. En déduire
l’espérance et la variance de Xn.

(c) On pose An = m
n Xn. Montrer que An est es-

timateur sans biais et convergent de N .
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