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CORRECTION - ECRICOME 2009

[ Exercice 1

Partie I - Etude d’un cas particulier

1.
Calculons les images des vecteurs de base par ® 4. On a :
1 1\ /1 O 1 0\ /1 1 1 0 11 0 —1
Pa(V1) = AVi-Vid = <1 1> <o 0>_<0 0) (1 1) - <1 0>_(0 0> - (1 0 > = —Vetbs.
On a de méme :
Pa(V2) = -Vi+Vy,
Da(V3) = Vi—Vy,
Pu(Va) = Va—Va.
Et donc la matrice T' de ® 4 dans la base des V; est :
0 -1 1
-1 0 0 1
= 1 0 0 -1
0 1 -1 0
2.
Calculons :
0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0
3 _ -1 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 1
1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 -1
0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
2 0 0 -2 0 -1 1 0 -4 4 0
_ 0o 2 -2 0 -1 0 0 1] [-4 0 0 4
B 0o -2 2 0 1 0 o0 —-1] 4 0 0 -4
-2 0 0 2 0o 1 -1 0 0 4 -4 0
=
On en déduit que X3 — 4X est un polynéme annulateur de 7. Or X3 —4X = X(X2 —4) = X(X —
2)(X + 2) qui a donc pour racines {—2,0, 2}.
Or les valeurs propres de 1" sont nécessairement racines du polyndéme annulateur trouvé. Donc :
Sp(T) € {-2,0,2}|
3.

Techniquement, pour l'instant on ne sait pas que Ey(T) est effectivement un espace propre, puisqu’on
ne sait pas si 0 est bien une valeur propre.

Mais on peut chercher une base de ’espace et si on n’en trouve une non-vide, cela prouvera du méme
coup que 0 est bien valeur propre.
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Soit (z,y,2,t) € R* On a :

0O -1 1 0 x 0 —-y+z = 0
-1 0 0 1 y|l |0 o -+t = 0
1 0 0 -1 2zl |0 r—t = 0
0 1 -1 0 t 0 Yy—z 0
o x—t = 0
y—z = 0
{ r =t
=
y = =z
T 0 1
vyl 1 0
& L= z 1 +1 0
t 0 1
0 1
. 1 0 ,
Donc la famille 1o engendre l'espace Ey(T).
0 1
Et comme elle est clairement libre, c’en est une base.
4.
Calculons :
0 -1 1 0 1 2
-1 0 0 1 -1 -2
TX=11 o o <11 |7 |2]7%%
0 1 -1 0 -1 -2
X1 est donc vecteur propre de T pour la valeur propre 2.
De méme, on a :
o -1 1 0 1 -2
-1 0 0 1 1 -2
TXa=11 o o —1||-1|T| 2|7 2%
o 1 -1 0 -1 2
et X5 est donc vecteur propre de 1" pour la valeur propre —2.
5.

On pose B' = (Uy,Us,Us,Us) =

9

— = O

(=)

1
0
0

1

1
—1
Y 1 )
—1

1
1
-1
-1

la famille constituée des vecteurs

étudiés jusqu’a présent. Puisque c’est la concaténation de familles libres issus d’espaces propres dis-
tincts, elle est & son tour libre. Et comme elle est de taille 4 dans un espace de dimension 4, c’est une

base.

B’ est donc une base de R* constituée de vecteurs propres de 7.

On pose donc :

O = = O

1
-1
1
-1

1
1
-1
-1

= O O =
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la matrice de passage de la base (Vi, Va2, V3, V4) a la base B’ (qui est donc inversible). Et on a donc :

T =PDP!

avec :
0 00 O

0 00 O

D= 0 02 O

0 00 -2

Partie II - Réduction de ¢4 dans le cas général

1.
Pour tout M € M,(R), on a ®4(M) = AM — MA € M,(R). Il suffit donc de vérifier que ®4 est
linéaire pour montrer que c¢’est un endomorphisme.
Soient M, N € M, (R) et \€ R. On a :
PA(M+AN) = AM+AN)—(M+AN)A
= AM +XAN — MA—-)ANA
= AM — MA+ MAN — NA)
= D (M) + AP4(N).
Donc ® 4 est bien linéaire et est donc un endomorphisme.
2.

Notons f: (M,N) +— (M|N) = Tr(*!M N). Vérifions les propriétés suivantes :
e Linéarité a gauche : Soient M, M',N € M,,(R) et A€ R. On a :

f(M+AM',N) = Tr("(M + AM')N)
Tr(*MN + X'M'N)
Tr(*MN) + ATr(*M'N)
= f(M,N)+Xf(M',N).

(t
(t

Donc f est bien linéaire & gauche.
e Symeétrie : Soient M, N € M,,(R). On a :

f(M,N) = Tr("MN)
= Tr(*(*MN)) = Tr(*NM)
(car la trace est invariante par transposition)

= f(N,M).

Donc f est symétrique. Avec la linéarité a gauche, cela prouve que f est bilinéaire.
e Positivité : Soit M € M,,(R). On a :

F(M, M) =Te(*MM) = Zn: zn: mi jmij = Zn: Zn:m?,j > 0.

i=1 j=1 i=1 j=1

Donc f est bien positive.

e Définition : Soit M € M, (R). On suppose f(M,M) = 0. Montrons que M = 0. Avec ce qui
précede, on a @ Y Z;”:l mfj = 0. Or une somme de termes positifs est nulle seulement si
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tous les termes sont nuls. Donc Vi, j € [1,n], mfj = 0. D’ou encore : Vi,j € [1,n], m;; = 0.
C’est-a-dire :

M = 0.

Donc f est bien définie.
Donc f (c’est-a-dire (- | -)) est bien un produit scalaire sur M, (R).

3.
Soient M, N € M,(R). On a :
(Qa(M)IN) = Tr("@s(M)N) = Tr("(AM — MA)N)
= Tr(*M'AN —'A'MN) = Tr(*MAN — A'MN) (car A est symétrique)
= Tr(*MAN) - Tr(A'MN) = Tr(*MAN) — Tr(*MN A) (car Tr(AB) = Tr(BA))
= Tr("M(AN — NA)) = Tr(*M@4(N))|= (M|@4(N)). |
On en déduit donc que ®4 est un endomorphisme symétrique et qu’il est donc diagonalisable en base
orthonormée.
4. (a)
On a :
MxyY = X'YY = X|Y|* = |[Y|*X.
Or [|Y||? # 0 puisque Y # 0. Et comme X # 0, on a MxyY # 0. On a donc : . Par
ailleurs, on a :
'YYA="YTA=1AY) =(pY) = Y.
(b)
On a
Py(Mxy) = AMxy — MxyA=AX'Y - X'YA
= MY - XpY)=(0\—-pnXY
= |(A—p)Mxy.
Comme My y # 0, on en déduit que Mx y est vecteur propre de ® 4 pour la valeur propre A — p.
Dot A — p € Sp(®4). Et comme ce résultat est valable pour tout vecteur propre X associé a A
et tout vecteur propre Y associé & u, on a bien :
I' C Sp((I)A).
5. (a)

On suppose que pour tout vecteur propre Z de A, on a MZ = 0.

A est symétrique donc diagonalisable. Soient (Uy,...,U,) une base de M, 1(R) constituée de
vecteurs propres de A. On a donc pour tout i € [1,n] : MU; = 0. Mais comme les U; forment
une base, cela implique .

Or M =£ 0 puisque c’est un vecteur propre. Donc par contraposée,
il existe Zy vecteur propre de A tel que M Zy # 0.
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On a par définition de M : ®4(M) = aM. Donc en particulier :
& 4(M)Zo = aM Zo.

Or :
(I)A(M)ZO = (AM — MA)ZO = AMZO — M(MZ())

ou on a noté u la valeur propre de Zy pour A. Ainsi AMZy — uMZy = aM Zy que 'on peut
réécrire :

|AM Zy = (a+ p)MZp|

Comme M Zy # 0, M Zj est vecteur propre de A pour la valeur propre o + .

Ainsi si « est valeur propre de @4, il existe u € Sp(A) tel que o + p € Sp(A). Dit autrement, il
existe A € Sp(A) tel que A = a + p et donc on peut écrire :

Sp(®4) CT.

Ainsi :

On a déja montré I'inclusion réciproque et donc :

Sp(®a) =T.
[ Exercice 2 ]
1. (a)
Pour A€ R, on a:

A — A _

/ gy |:e at:| _ l_ e aA l
0 —a |, a a A—too @

A—+ 0

Donc l'intégrale est bien convergente en +o0o et on a :

+o0 1
/ e Udt = =,
0 a

L’intégrale f0+°° e 2t\/1 4 x2e2tdt est généralisée en +oo.
On a pour z € R* :
142262 ~ 22t

t—+o00
Donc :
V1422 = (1+ erQt)l/Q ~ (:L’Qe%)l/2 ~ |x|et.
t——4o00 t——+o0
Et ainsi :

e 21+ 222 ~  |zle .
t——+o0
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Et donc par comparaison d’intégrale de fonctions positives, comme f0+oo e~!dt est convergente
(question précédente), I'intégrale [ oo _Qt\/ 1 + 22e?tdt converge également.

Pour le cas particulier x = 0, on a : f OO o2t qui converge (et vaut 1) d’aprés la
question précédente.

On cherche a montrer pour tout > 0 et pour tout ¢ > 0 :

t

=
zet < V1 + 222t < zet + P
x

Comme tout est positif, cela revient & montrer :

£\ 2
x2e?t <1+ $Qe2t (xe + e) .
2z

On a clairement : z2e? < 1 + 222! puisque 0 < 1. En outre, on a :

N 2 ot —t —2t o2t
t , © 2262t _ 292 2 2t 2,2t
<:re +21‘) +T+21‘e% xrTe +42+1 (1+1‘ )+4221+5L‘ .

>0

Et donc on a bien pour tout z > 0 et pour tout ¢t > 0 :

t

=
zet < V1 + 22e2t < zel + P
z

Comme pour tout ¢t > 0, on a e~2! > 0, on a en multipliant I'inégalité précédente pour tout t > 0

et tout x > 0 :
—3t

e
ze P <e /14222 < get 4 —

2x

D’aprés la premiére question de l’exercice, les intégrales des termes de gauche et de droite
convergent. Par croissance de 'intégrale, on a donc :

+oo —+o0 +oo ef3t
/ ze tdt < e 2\/1 + x2e2dt < / (xe_t + 2) dt.
0 0 0 x

Puis en calculant les intégrales : z x % < flz) <z x % + i X % c’est-a-dire :

1
< < =
w_f(x)_x—i-(jm

D’aprés la question précédente, on a : 0 < f(z) —x < . Et donc par encadrement, la

limite existe et :

xggl-loof(x) =0

c’est-a-dire y = x est une asymptotique oblique & la courbe de f en +oo.
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3. (a)

Pour z > 0, I'application ¢, : t — xe’ est C! et strictement croissante. De plus :

li li =z.
im @g(t) =+oo et tg%@a:(t) &

t—+00

t

En posant u = xe’, on a t = In > et donc dt = %“. Donc les intégrales :

TH\/1+ 22e2dt et / e 22 /1 4 o225 2
u
T

0

ont méme nature et sont égales si elles convergent. Or la premiére intégrale converge (c’est f(z))
et donc :

u wd
flz) = 21+ 22e2tdt = / e 25 /1 4 g2e2n 5 =2
u

/+°° x? :1:2><u2du 2/+°°\/1—i—u2
51/ 1 =z ———du.
u
X

D’aprés ce qui précéde, pour tout z > 0, on peut écrire :

U
u3

+oo 1 2 1 1 2 +oo 1 2
f@)=o [T =22 [ s [
T u U 1

dérivable comme fonction de la borne constante

Ainsi f est dérivable par opérations usuelles et pour x > 0, on a :

) = 2x/+oo @du_xzm _ 2@ - VIF?

ud 3 x

Comme f est dérivable, f est continue sur R% . Et donc f’ est & son tour continue par opérations
usuelles. Donc f est C!.

On a pour tout z > 0 :

flz) =2 /%o Wdu.

Montrons la formule par intégration par partie. Soit A > z. On a :

A

-2

/A 1+t2dt = / \/1+t2><t3dt \/1+t2><t /A 2 t_ dt
. 3 o > —_—— 2 . 2‘/1+t2

(t) @ ~—
RO © ], e
\/1 + 2 / g — V14 A2
2 2 -
2t\/ 1+t ié—/
l

~
t—+o0 2

=

1 ~
2¢2 A—+4o00

L’intégrale f;

dt converge car d’intégrande positive équivalente & d’intégrale conver-

2tV 1+t 2t2
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gente par critére de Riemann. Et donc, en passant a la limite :

du.

/*00\/1+u2d \/1+x2+/+°° 1
u= —_—
- u? il e 2uV1+ u2

D’ou :

too /] 2 V1 2 400 1
2f(x) = 2x2/ #du = 222 # —I—/ —————du
- u Dt ¢ 2uv1+4u?

oo du

e uV1+u?

= |V1+22+2?

Ainsi pour tout z > 0 :

T2 1 2 (oo _d A2

2f(x) —V1+a? _ Lta?+a® [ s — Vit a?
x T

= du

e uv1+u2
>0

fl) =

= xr

Par positivité de l'intégrale, on a f'(x) > 0. De plus, comme l'intégrande est continue et non

nulle, on a f/(z) # 0. D’ou | f/(z) > 0| et f est strictement croissante sur R .

4. (a)
Commengons par montrer la convergence de 0+°° %du.
3/2 t1n(t) ~ In() .
On a t°/¢ x A2 s e Vi ore 0. Donc :
tin(t

(1+12)3/2  totoo

Or lintégrale f1+°° t73/2dt converge par critére de Riemann. Donc lintégrale 1+°o %d

converge absolument. De plus :

uln(u)
———— ~ wuln(u) —— 0
(1 + u2)3/2 u—0t ( ) u—0t
ou la limite se trouve par croissance comparée. Ainsi I'intégrale est faussement impropre en 0. Et
I'intégrale : 0+O° %du est bien convergente.
Passons & la formule. Procédons par intégration par parties. Soit A > z. On a :

/Adt — /A 1 X(1+t2)71/2dt
s tWIEE Sy ot
/ (1)

w'(t)

A

= |In(t) x (1+¢*)71/? _/ In(#) x <_1> x 2t(1 +2)73/2 dt
M~ Y—/——— x 2

u(t) v(t) - u(t)

_ In(4)  In(z) N /A ﬂdt

COVIT A Vita? S, (L4232

Grace a la convergence que l'on vient de montrer, on a :
A 400
tin(t 1
/ nt) g / @) .
e (1412327 At J, (14u2)3/2
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In(A) -~ In(A) .
Wi A A m 0. Donc :
In(x) oo yln(u)
(14+u2)32

De plus

/+OO
x

dt
= — +
tV1+t2 \/1+ﬂ?2 x

)

(

(b)
D’aprés ce qui précéde, on a pour tout z > 0 :
f(x) 7 /+°° du 1 In(z) N ooy In(u)
(@) © oh@ ), wire B@\ Vit o Q+adP
1 1 /+oo uln(u) 1
= - u .
V14 x2 ln(m) . (1 + U2)3/2 z—0t
———)73r()nstante
z—0T
Donc, on a bien :
/!
~ —xl .
(@) _~ i@
De plus, on a pour tout x > 0 : f'(z) = % V122 Done :
f(2) 1 zf'(z) + V1422 1_xf’(:v)+\/1+x271
K 2 2~ 2 2
) f'(@) 2In(z) 1y VIta?-1 22 _ :
Or d’une part “5= e —Z 3%, D’autre part : Y=L e 2 = x—?0+(m2 In(z)). Donc :
zf'(z) V14+22-1 22 In(z)
+ ~ -
2 2 z—0+ 2
c’est-a-dire :
1 22 In(z)
f(x B 5 z—0t B 2 .

On a déja montrer que f est C' sur R%. Montrons que f est dérivable en 0 et que f’ est continue
en 0. Commencons par montrer que f est dérivable en 0. Pour cela, calculons le taux de variation

— 0.

_ hln(h)
h—0t

2
= 0. Donc f est dérivable en 0 et

 R2In(h)

2h  h—ot

en 0. Sih >0,0na:
f(0+h)— f(0) _
h h  h—ot
Par parité de f, on a également : lim;_,q- w
f'(0) =0/ De plus :
/ Y
f@) ~ e ——0=70).

Donc f’ est bien continue en 0. Ainsi f est bien C! sur R,.

Probléme 3

Partie I
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1.
Il faut au minimum un tirage pour obtenir une boule blanche. Donc Y > 1. De plus, si on ne tire
pas immédiatement une boule blanche, le nombre de boule noir diminue de 1 & chaque tirage et donc
nécessairement, si on ne tire que des boules noires, au tirage b+ 1, il n’y a plus que des boules blanches
dans 'urne. Donc Y < b+ 1. Toutes les valeurs entiéres intermédiaires sont possibles et donc :
Y(Q) =[1,6+1] ]
2.
Soit &k € [1,b+ 1]. Pour tout i € [1,k], on note B; 'événement « la i°™€ boule tirée est blanche » et
N; = B; qui peut s’écrire : « la i€ boule tirée est noire ».
Avec ces notations, on a : [Y = k] = NN NaN---N Ng_1 N Bg. D’aprés la formule des probabilités
composées, on a :
P(Y = k) = P(N1)Pn, (N2) X -+ X Pnynenng o (Nk—1) Pnin-nng_ (Bi)-
On a pour tout i € [2,k], on a : Pnyn..an,_; (Vi) = % puisqu'il reste dans ce cas b— (i — 1) boules
noires dans 'urne dans ce cas. On a également :
b b—(k—1
P(Nl) = — et PNlﬂ---ﬂNk(Bk) =1- PNlﬁ---ﬁNk,l(Nk) =1-—- ¥
N N
D’ou :
B b b1 b— (k—2) b—(k—1)
PY=k) = N X X'”XTX (I—N
_ b! XN—b—i—(k:—l)_ bl(a+k—1)
NE=1(b— (k —1))! N T ONEb—k+ 1)
3.
Avec la formule précédente, on a :
blla+ (b+1)—1) bl(a + b) b!
PY=b+1)= = = a0y
Y=o+ = e+~ N NP
De plus, pour k € [1,0], on a :
b! b! bIN bl(b—k+1)

— = — b—k+1>0
b= (= D))NFT RN ~ G= (b= 1))V b=kt DIV (O +1>0)
B(N—-(b—k+1)) blla+k—1)

= = — P Y — k’ .
(b—k+1)INk (b—k+1)INk ( )
4.
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M M M
> k(ap— —ag) = (kap—y —kap) =Y ((k — Dag—1 + ar_1 — kay)

k=1 k=1 k=1
M M M
= Z((k — Dag—1 — kag) + Z ar—1 =0 x ag— Maps + Z ax—1 (somme télescopique)
k=1 k=1 k=1
M-1

= ay — Mayy. | (changement d’indice)

5.
L’espérance de Y existe puisque Y (€2) est fini.
On a:
b+1 b bl bl
E(Y)= kP(Y =k) = k . — : b+ 1P =b+1).
¥) ; (¥ =k) ; ((b—(k—l))!Nk‘—l (b—k:)!Nk>+( D =)
La somme obtenue est de la forme 224:1 k(ag—1 — ag) avec M =b et a = W. On a donc :
b—1 b—1 b
b! b! b! b! b! b!
¥) 2 G- RINF G- BIN? b+ 13 2 G- R)INF | NP kzo & — k)INF
Partie 11
1.
Soit n € N. Pour n = 0, on a :p,0 = poo = P(Xo = 0) =1 et ppn = poo = 1. Pour n #0,0n a :
pno = P(X, =0) = P(B1N---NBy,) ou pour tout i, B; = N;. Or d’aprés la formule des probabilités
composées :
a a
P(BiN---NBy)=P(B1)Pp,(B2) X -+ x Ppn..nB,_,(Bn-1) = N X oo X N
et donc : |ppo = (%)n . On constate d’ailleurs que la formule est également valable pour n = 0.
Toujours pour n # 0, on a de maniére similaire p,, = P(X,, =n) = P(N1 N--- N N,). Et donc si
n<b:
b b-—1 b—(n—1) b!
pn,n:P(Nl)PNl(NQ) >$ 000 XPNlﬁmﬂNn,l(Nn—l) = N X N Xl N = (b—n)'N"
On remarque encore une fois que la formule est valide dans le cas n = 0. Si en revanche, n > b,
alors Pn,n...an, (Np+1) = 0 et donc . En outre, on a :> ;o Pnk = D peo P(Xn = k). Or les
[X;, = k] forment un systéme complet d’événements. Donc :
n
an,k =1
k=0
2.
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Pour tous k,n € N*, on a :
[Xn =k] = ([Xn-1 =k =1 NN, U([Xpno1 = k] N By).

En effet, pour avoir k boules noires au n®™® tirage, il faut soit en tirer kK — 1 au (n — 1)*™° tirage puis
tirer une boule noire, soit en avoir déja k au (n — 1)®™° tirage et ne pas en rajouter (c’est-a-dire tirer
une boule blanche) au dernier tirage.

Les événements [X,,—1 = k — 1] et [X,,_1 = k] sont incompatibles et donc les événements [X,,_1 =
kE—1]N N, et [X,,—1 = k] N By, le sont aussi. Ainsi :

P(X,=k)=P(Xn-1=k—1NN,) + P([Xn—1 = k]| N By).
D’ou d’aprés la formule des probabilités composées :
pnk = P(Xn=k)=P(Xp-1=k—-1)Px,_,—;—1](Nn) + P(Xn_1 = k)Px,_,—i(Bn)-

Or :
b—(k—1 a+k

Donc en multipliant tout par N et en réordonnant les termes :

N - Pnk = (CL + k)pnfl,k + (b +1- k)pnfl,kfl-

Comme X,,(Q2) C [0,n] est fini, X,, admet une espérance. On a donc :

E(Xp) =Y kP(Xp=k) = kpns.
k=0 k=0

D’ou :

N-E(X,) = ZH: kNp s
(car le premier terme est nul)
= Zn: E((a +E)pn—1p+(O+1—k)pp—1k-1)
(formule (\A))

n—1
= Z (a+k)pp— 1kz+zkb+1_k)pn Lk—1
k= k=1
(arpn in=0carn>n-—1)
n—1
k(a+k)pn1p+ Y (k+1)(0+1— (k+1))po-14
k=0
(Changement d’indice)

I
M:

Puis on réunit les sommes en séparant les termes qui se distinguent :

n—1 n—1
N-E(Xn) =Y (ka+k+ (k+1)(b— k))pn1k + bpn-10= > (kN +b—k)pp_1% + bpn_10
k=1 k=1

e

Zb—Fkﬁ — 1)Pn—1k + bpn—1,0 = Z(b‘i‘k( 1))Pn—1,k-
k=1 =0

3

o
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On en déduit :

n—1 n—1
N-E(X,) =Y bP(Xn1=k)+ > kN -1)P(X,1=k)
k=0 k=0
n—1 n—1
= b)) P(Xp1=k)+(N-1)) kP(Xp_1=k)=b+ (N —1)E(Xn_1)
k=0 k=0
=1 =E(Xn_1)
D’ou :
B(X,) = 3 0+ (V= DEXo1) = (1- 3 ) Bot) + 3

Comme F(Xp) = 0, on en déduit que l'on peut calculer les espérances des X,, de proche en
proche. Ainsi la fonction Python suivante permet de calculer F(Xsgg9) :

1 |def esperance():

b = 10
N = 100
E=0
5 for i in range(1,2009+1):
E = (1-1/N)*E + b/N
return E

Si on pose u, = F(X,), on a pour tout n € N* : u,, = (1 = %) Up—1 + %. Et ainsi, (u,) est une
suite arithmético-géométrique.

Cherchons a résoudre dans R I’équation d’inconnue X X = (1 — %) X + % On a pour tout
XeR:

N N N N

Posons alors pour tout n € N : v, = u,, —b. On a pour tout n € N* :

1 b 1 b 1
wmtn=bm (1 F) s £ ovm (1 E) 49 m5m (1 2

Ainsi (v,) est géométrique et donc pour tout n € N, on a v, = vy (1 — %)n D’ou : u, =
b+ (up—b) (1— %)n Or ug = E(X() = 0. Donc :

R R ]

1 b X b
X:<1—>X+@X:X—+<:>O:—X+b<:>X:b.

Soit n € N. Les événements [X,, = k] pour k € [0,n] forment un systéme complet d’événements.
D’aprés la formule des probabilités totales, on a donc :

N - gny1 = NP(Npy1) = N> P(Xy = k) Px,—)(Nas1).
o
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Or comme dans les questions précédentes : F| ank}(NnH) = %. Donc :

n

N . gn+1 = Z(b - k)pn,k-

k=0
Pour n € N, on a:
1 « b 1 < b— E(X
051 = 3y D0 ons = 3 Sy D= e
= = =
= =E(Xn)
Et ainsi :
b3 _b (1Y)
n+1 = N =N N/

Comme X,,(Q2) est fini, (X, (X,,—1))(€) est également fini. Donc X, (X,,—1) admet une espérance.

On a pour tout n € N, d’aprés le théoréme de transfert :

n

Nup = NE(Xp (X, — 1)) = Nzn: k(k—1)P(Xn =k) = N> k(k — 1)pps-
k=0

D’ou :
n
Nu, = > k(k—1)(N-png)
k=1
(premier terme nul)

[l
Eal
i M:
I

—

formule (A))

i
L

I
(]

Eod
—

k=1

—

n—1

i
L

(]

Ed
—_

k=0

changement d’indice)
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k=0

k(k - 1)((a + k)pn—l,k + (b +1- k)pn—l,k—l)

k(k—1)(a+E)pn1p+ > k(k—1)(b+1 - k)pp_1 -1

dernier terme nul et séparation des sommes)

k(k—1)(a+k)pn-1k+ Y (k+ k(b +1— (k+1)pp_14
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Puis en rassemblant les sommes et en omettant le terme nul :

1

3
|

Nu, = (k(k—1)(a+k)+ (E+ 1)k(b—k))pn—1k
k=1
n—1
= ) (k(k—1)a+bk(k—1)+2b+k*(k — 1) — k*(k + 1)))pn—1
k=1
n—1
= > (k(k—1)(a+Db) + 2bk — 2k*)pp_14
k=1
= > (k(k—1)(a+b—2) + 2k(k — 1) + 2bk — 2k%)pn_1,4
k=1
n—1
= | (k(k—1)(a+b—2)+2(b— 1)k)pn_1x.
k=1
(b)
On a pour tout n > 1 :
n—1
Nu, = > (k(k=1)(a+b—2)+2(b— 1)k)pn_14
k=1
n—1 n—1
= (a+b-2)) k(k—Dpn-1x+20b—1) > kpn_1x
k=1 k=1
:E(Xn—l(Xn—l_l)) :E(Xn—l)

o)

Puis en divisant par IV, on a bien :

Montrons la formule par récurrence.

e Initialisation : Pour n =0, on a :

wo = E(Xo(Xo — 1)) = E(0 x (0—1)) = 0.

1+<1—;>0_2(1_]1V>0] —bh—1)(14+1—2) =0,

- (-5) -20-7)]

e Hérédité : Soit n € N. On suppose :
2\" 1\"
n=bb—1) |1+ (1-=) —2(1-=) |.
w0+ (1-5) -2(1-5) |
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Et :
b(b—1)

On a bien :

upg = b(b— 1)
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Montrons que :

Un+1 = b(b — 1)

92 n+1 1 n+1
1 1—— —2|1—-—= .
(%) —2(-%)

R <1 - Jff) Unt1)-1 + %(l}\[_l) [1 - (1 - ;f)(nﬂ)_l]
- (e (o) () T ()]
“wn[(-3)+(-3)" 20 R) (8) R )]

S ()3 ()]

s (- 2)" 2 (1)

La formule est bien héréditaire.

Par récurrence sur n € N, on a donc bien, pour tout n € N :

tp = b(b— 1) [1+<1—;>n—2<1—]17>n].

X2 admet une espérance puisque X, a un nombre fini de valeurs. Donc X,, admet un moment
d’ordre 2 et ainsi admet une variance.
De plus, d’aprés la formule du Huygens, on a :
V(Xn) = B(X;) - B(X,)?
= E(X,(Xn,—1)+X,) - BE(X,)?
= E(Xn(Xn 1)) + E(X,) — E(Xy)”

e e Y o O

expression qui ne semble pas avoir de simplification évidente.
Pour N > 2 fixé, on a 1 — % et 1 — % dans [0, 1[. Donc :

1\" 2\"
dm (1og) =0 @ m (1-3) =0

D’ou :

lim V(X,)=bb-1)+b—b>=0.

n—-+00
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