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Probléme 1

Partie I - Etude d’une suite d’intégrales

1.
On a|Wy = /2 ldu=7/2|et | Wy = /2 sin(u)du = [— cos (u)]g/2 =1}
0 0
2. (a)
Soit £k € N. On a :
LI k . 2 LI k 2
Wi, — Wio i sin(u) (1 — sin (z) ) du = sin(u)® cos (u)” du.
inearite 0 0
Comme tout est C' on peut faire une intégration par parties :
Wi —Wgio = /2 cos (u) sin(u)* cos (u) du
0 "
=v’(u) =w(u)
w/2
= 1 sin (u)" ™ cos (u) - /’5 ! sin (u)*™ (= sin (v)) du
k+1 —— o k+1 ~—_——
— =w(u) =w'(u)
=v(u) 0 =v(u)
1 [z 1
= 0-— m : ’ sin (’LL) sin (U)k+1 du = ka+2
et on a donc bien | Wy — Wiy = %_HW;HQ
(b)

Cela permet d’établir la relation de récurrence : Wy, = (k%_l + 1) Wiio et | Wiio = %Wk

Puis, récurrence :

e Initialisation : pour n =0, on a :

T o o w =
wog=— € - ==
072 200022 2
D _ 0
onc wg = 20(0NZ 2"
e Hérédité : Soit k£ € N. On suppose Wy, = 22(,3(’2!!)2 2.
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On a
Wok+1) = Wakye
_2k+1
2k +2
_ 2k+22k+1 (2k)! E
T 2k +22k+222%k(k1)2 2
B 1 (2k +2)! | _ (2k +2)! z
T22(k+1)% 2%(kN2 2| 22D ((k+1)1)22°
Ainsi, par récurrence, | pour tout entier k : Wor = 22(3 (kk)!!)Q 5

Partie II - Une autre expression de [ ()

3.
@ : u > sin (u) est une bijection croissante et de classe C! de ]0,7/2[ sur ]0,1[. Le changement de
variable est donc licite.
Les intégrales suivantes ont donc méme nature et le cas échéant, sont égales :
1 w/2
[ ra e [ s
0 0
Comme [? (sin(u))*du converge (intégrale sur un segment), alors fol \/%dt converge et
1 tk
———dt = Wj.
)y =T
4. (a)
t— it/gc continue [0, 1[. Donc l'intégrale est généralisée en 1.
Orona:
lim e 4+ e =e” 4 e
t—1-—
donc :
ext + ef:pt

1
- T (e:v + e_x) -
V1—12 to1- V1 — 2
ol e”4e~7 est une constante vis-a-vis de ¢t. Or fol \/tioi converge. Donc par équivalent d’intégrales

1e?tye®
i “ dt converge également.

de fonctions positives, f

‘Donc I est définie sur R‘

Pour tout z € R, —z € Ret [ (—z) = f&%dt-[()

‘Donc I est paire‘

On a | I(0) —fol Ot+e dt*QfO

e dt*2W0—7r.

1
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Soient t € [0;1] et n € N.

fiur— ¥ +e ¥ est de classe C™ sur Rt et f(*) (u) = ¥ e

Pour v € [0,xt] : fO*D (u) = e* — e * donc 0 < fO D (y) < e < ™ < €® et
| £+ (u)] < e | car t € [0, 1]

Donc avec I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 2n appliquée a la fonction entre 0 et xt :

2n 2n+1 2n+1
_ _ < s
‘f(‘”t) ;} o @0 S G S eyl

Quand k est impair, ) (0) = €¥ — €9 = 0 et pour k pair f*) (0) =2 . Donc

2n 2n
f® (0) k 2k
D@t =0 =y ()"
k=0 k=0:k pair
n
o(xt)2h 2n+1
En réindexant par k = 2h on obtient | [e*! + e~%t — Z o, < < e”.
pars (2h)! (2n+1)!
(b)
On reconstruit alors I'inégalité sur I (x) : pour tout ¢ € [0,1] :
zt+ —xt 2 2k t2k 2n+1
E T lk=0 GRlvieE| S Geri©
avec les bornes croissantes
/1 xt + et 233.2]{? t2k’ il /1 eTt + et [z 2$2k 252]4: "
o vI—E Zehvi—e | T b | yvite Zehivi-e
_ /1 :L,Qn-i-l ot — x2n+1 o
= Jo @2n+1)! - (2n+1)!
finalement
n
op2k (1 42k 22+l
I(z)— dt| < e’
0= ), A=®| S v
. n 236% x2ntle o
Puis pour tout n de N : | |I(z) — (Qk)'WZk < 5GnTin®
k=0
()
Quand n tend vers +oo, on a : %egﬂ — 0 puisque z est une constante.

212k 2k ) o
I(x) — Z (2]43) WQk‘ — 0 et Zk 0 (22k)|W2k Zk 0 |22(k(k)) 79 7 I(z).
k=
Ainsi > ) 2:;, 22(,3 &),)2 — 17 () et finalement :
12k 22k

1
Z (R converge et kz;) SR = ;I(a:)

k>0

Donc

Partie III - Equivalent de I (x) lorsque = tend vers +oo
6.
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Pour tout ¢ € [0,1], on a 0 < e * < €. Donc :
e ot 1
0< < .
V1I—t2 7 V1t

Par croissance de 'intégrale, on a donc bien :

0</1 ¢ dt</1 L gi—w, ="
“Jo V1—=t2 T Jo Vv1—+¢2 0 2
7. (a)
Pourtoutve[O,%]:ﬁ—lzlfvz()et
1 1 21—0v)—1 1—v?)(14+v)—-1
(1—|—’U)2— — ( —|—1}) ( U) :( )( )
1—wv 1—w 1—w
_ v—vQ—v?’_’U(l—v—vz)
- 1—w N 1—w
a2
Oro<ov<i doncO<v2<4et0< v2§%doncl—v—022i206tw20.

v+
Finalement, | pour tout v de [ ,%] 1< ﬁ <(1+ 0)2 L

. e:r:t eT 1 1 o " .
Soit z € Ry. On a Tip -l e et comme fo ﬁdt = W)y converge, par équivalence de

0 0no 1 xt
fonctions positives, | [ —*=5dt converge |.

0 vi—2
La fonction ¢ — 1 — ¢ est une bijection décroissante et de classe C* de ]0,1[ dans ]0, 1[. Donc le
changement de variable est possible et les intégrales ont méme nature (convergentes en 'occu-
rence) et sont égales :

0

/m 1 ﬁd“_/ fﬁf

donc

/01\/16—7752 f/ WW

On a pour tout v de [O,%] 1 < ﬁ < (1+v)2. Or, pour u € [0,1] : § € [0,%]. Donc
1 2 1
1< < (1+3) et 1< s <143,

En multipliant par % > 0, on obtient :

—Zu —TUu

ST

Par croissance de 'intégrale, on obtient :

e/lemdu<er/ L du<ex/1 e (1+5)du
V2Jo Vu T V2Jo Vuyl—u/2 T V2Jo Vu 2
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et enfin :

</1extdt<e/ ¢ dut = /le—m\/adu
“Jo V1=t T V2Jo Vu 2v/2 Jo '

Une densité de la loi normale d’espérance nulle et de variance % est donnée par : t +—

i 1 6—(t\/§)2/2 1 *tQ.
V2 f
Avec X — N (0,1/2) on a P (X >0) = 3 = [ } *dt
Donc f0+oo ¢~ dt converge et vaut f0+oo e_t2dt = 4
Sa variance est 1 = F (X?) — E (X?) = B (X?) = f+oo 1 ——i'e ~t*d¢ donc fj;o 2e=t*dt converge
et vaut 4

Puis, par parité, on a f0+°° 2e~tdt = @-

L’application u — \/7u est une bijection croissante et C! de ]0, 1] dans ]0, v/z[. Le changement
est possible. On a sous réserve de convergence :

Lemau VE 2 2 (Ve
| Srau= [T Zeta—— |
0o Vu 0 VT vz Jo

Il y a donc convergence. Et, comme fﬁ —t* g quand x — o0, foﬁe_tz ~ g et par

fl ™y o~ YT

0 Vu T—+00 V!

De méme :

produit

& 2
t2e " dt

1 vzoog 2 9T _p 2
—xUu du = —vzu- / — dt = /
/0 e Vudu /0 l‘\/fe o 2\/56 z\/z Jo

et foﬁ 26 ~ @ donc

1
2
/e_w\/adu ~ —ﬁ—: ﬁ
0 z—+oo 4 .%'\/.E 21'\/5

: 1 o—au N 1 I
et on a donc bien C —du ~ Y= et e "/ udu ~ .
f z—400 VT fO \/> z——+o00 27VT

a:t xt 1 xt 1 —xt
+e e e
I(z :/ dt+/ —dt
() 0 \/1—752 0 1—¢2 0 1—1¢2

ol la seconde intégrale est bornée puisque 0 < fo
La premiére a été encadrée avec

1 e 1 e:pt ez 1 efx e:p 1 \/»
£ dug/ dtg/ du+/ e~ /udu
\/5/0 Vu 0o V1—1t2 V2 .Jo Vu 2v/2 Jo

o) b(z) a(z) o(z)
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avec a(m)fvT% et b(m)wﬁ%ﬁ: o (a(x)). Donc a(x) +b(x) ~a(x) et on a:
a(x) < b(x) < a(x)+b(x)
FVAVE S IV S e
—_———— —_—————

—1 —1

iy

b(x)
e \/7/V2z

S

— 1 quand z — +oo donc | I(z) ~ <

Par encadrement, Yo Vi
Tr—r+00

Partie IV - Une application en probabilités
10. (a)

Pour estimer P (X =Y, on prend comme estimateur la moyenne statistique des réalisations de
cet événement. On réalise ainsi n fois une double simulation de Poisson dont on teste I'égalité.
Un compteur cpt totalise les occurences.

1 |def estime (mu):

n = 1000

cpt = 0

for i in range(l,n+1):

5) if rd.poisson(mu) == rd.poisson(mu):
cpt = cpt+l

return cpt/n

2v7AP([X =Y]) semble tendre vers 0.5.
Donc 2v7AP([X =Y]) = PUX=Y) tend vers 1 et P([X =Y]) ~ ﬁ quand A tend vers 400 |.

1/(2vmX)
11.
“+oo
Ona[X =Y]= { [X =kNY = k] réunion disjointes. Ainsi :
k=0
+oo
=Y P(X=knY =k)
k=0
et comme X et Y sont indépendantes :
+00 400 \ Ak \ )\k
=Y PX=KPY =k =) e e
k=0 k=0
)\Qk
avec e~ constante par rapport a k donc |P([X = Y1)
12. (a)
2k
On se souvient que Zk 0 22;”(2]:,)2 = 2:8 % = %I(iﬂ) pour >0 .
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On ajuste avec § = X donc z =2\ | P([X =Y]) = 227 (2A) |

™

o VT . _
Et comme () W Vs O substituant = 2\ — +o0 on a
_ ~ 672)\ 62)‘\/E _ 1
P([X =Y)) Y ek lorsque A tend vers +o0.

Probléme 2

Partie I - Etude d’un endomorphisme de polynoémes

1. (a)

Soient P, € E et o € R alors

p(aP+Q) = %X(l—X)(aP+Q)/+X(O<P+Q)

= «a <1X(1 - X)P' + XP) + <111X(1 -X)Q + XQ)

= ap(P)+¢(Q)

‘Donc ( est une application linéaire. ‘

1
(XM =—-X1-X)nX" 14+ X .X"=X"
n

¢ est linéaire de E dans R[X]. Il suffit de montrer que Im(p) C R,[X] = E.
Soit P € E. Il existe a € Ret Q € R,_1 [X] tel que P=aX" 4+ Q. On a :

o(P) = p(aX" + Q) = aX" + »(Q).

Or si degQ < n — 1 alors deg (1 X (1 — X)Q' + XQ) < n. Donc deg p(P) < n et ¢ (P) € E.
Donc ’ ( est un endomorphisme de E. ‘

Onapourl<k<n:

1 k —k
¢ (X’“) = —X(1-X)kx* 4 Xx* = —xF 4 ”Txk+1
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0 0 0
1 .
1 = -
"1 2
0o = d
et (1) = X donc A = | . 7(; no2
: - 1
. n —
0
n
1
0o ... ..o - -
n n

C’est une matrice échelonnée donc son rang est le nombre de pivots : ‘rg (A)=n-—1. ‘

3. (a)

Comme rg (A) = n — 1, d’aprés le théoréme du range : dim (Ker(p)) = 1.

Donc Ker (¢) # {0} et ‘g@ n’est pas injectif.

P (X —1)") = ~X(1 - X)n (X - 1" + X (X )" =0.

3

Donc (X — 1)" est une famille libre (un vecteur non nul) de 1 vecteur de Ker (¢). Or dim Ker (¢) =
1 donc ‘ ((X —1)") est une base du noyau. ‘

4.

A est triangulaire. Ses valeurs propres sont sur la diagonale.

Donc ¢ a n + 1 valeurs propres distinctes. Et | ¢ est diagonalisable.
5. (a)

Pour tout k de [1,n — 1], on a: P} = kX" 1 (1 - X)"F— (n—k)X* (1 - X)"*! (nulle pour

n = k). Done :
O(P) = X (1-X) [kX* (1= X" — (n— K X* (1 - X" 4 x4 - )
= Xk - x)~k [:(1—)() _ n_kX+X]
= |Zp.

‘On vérifie aisément que ce résultat est vrai encore pour k = 0 et k = n.

k
Ainsi Py, # 0 est un vecteur propre associé a la valeur propre — pour tout k € [0, n].
n

Les valeurs propres étant distinctes, la famille (P, Py, ..., P,) est libre.
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C’est ainsi une famille libre de n + 1 vecteurs de R, [X] et dimR, [X] = n + 1. Donc
‘(Po,Pl, ..., P,) est une base de E.
O/n 0 ... O
: 1/n :
Enfin | la matrice de ¢ dans cette base est :
0
0 0 n/n

On a ici n + 1 valeurs propres distinctes. Il n’y en a donc pas d’autres et les sous-espaces propres

sont tous de dimensions 1. | Les sous espaces propres de ¢ sont donc Vect (Py) pour k € [0, n]. ‘

Partie II - Etude d’une suite de variables aléatoires

6. (a)

On a: Zy(Q) ={0,1}.
[Z2 = 0] signifie qu’au second tirage, on n’obtient pas de nouveau numéro, c’est a dire que 'on
retire le méme numéro qu’au premier.

Donc [P (Zy = 0) = 1| car les n boules sont équiprobables et | P (Z, = 1) = 21,

n

Soit k € N*. Pour tout j de [1,k], si [Yx = j], on a déja obtenus j numéros. Et il y en a donc
n — j que 'on a pas obtenus.

n—7 _q_ J
n
Comme,en k tirages on peut obtenir entre 1 et & numéros distincts, [Y = j]je[[l k] st un systéme

complet d’événements de probabilités non nulle et :

La probabilité d’obtenir un de ceux ci est donc | Py, —j([Zx41 = 1]) =

P(Zin=1) = LP(h=)Phn(Gn=1=3 (1-1) Pt =)

: . n
Jj=1 Jj=1

= Y P(i=i)- 3 D P =j)|=1- E().
P =1

Soit k € N*. Z;, compte le nombre de numéro rajouté lors du n"¢ tirage (0 ou 1)
Donc, Z?:l Z; est le nombre total de numéros ajouté en k tirage. Et en partant de 0, on a donc :

k
Y = Z Z;.
j=1

Donc, par linéarité de l'espérance, E (Yy) = Z§:1 E (Z;) et comme Z; suit une loi de Bernoulli,

E(Zj)=P(Z;=1) dou: |P(Zi = 1)) =1~ 5%

j=1 P([Zj = 1]).
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Procédons par récurrence forte :

1\ 0
e Initialisation : Ona P (Z; =1)=1et (1 — ) =1
n

1 0
Donc on a bien |P (Z; =1) = (1 - ) .
n

1\/7!
e Hérédité : Soit k£ € N. On suppose que pour tout k € [1,n], P([Z; = 1]) = (1 - ) .

Dans ce cas :

Hg
S
J’_
=

Il
=

Il

—_

|

| =
=
N

Il
=

Il
—_

|
S|
M-
N
—_

|
S|

k—1
1
Dong, |pour tout k de N* : P(Z, =1) = (1 — ) :

1
Comme P(Zp4 = 1) = 1 — EE(Yk) on a donc E(Yy) = n[l—-P(Zys1=1)] et
1 k
B =nl1-(1-1) |
n
7. (a)
On a:
e Go=P(Yy=0)X=1]
e Gi=PY1=0)X"+P (Y, =1)X|=X|car¥; = 1.
. GQZP(YQZO)XO—‘FP(YQ: 1)X—|—P(Y2:2)X2
Il nous faut la loi de Y3. On a : [Ya=1] = [Y1 =1 N [Z2=0]. Ainsi P(Yo=1) =
P(Y1 =1)Py,—1(Z2=0) = L. De méme, [Y2=2] = [Y1=1] N [Z2=1] et donc
1
P(Yo=2)=P (Y1 =1)Py,=1 (Z2 = 1) = 1 — —. Et nécessairement, il reste P(Y2 = 0) = 0.
n
. 1 1 5
Ainsi:|Go=—-X+[|1—— | X~|
n n
(b)

Pour tout k£ de N et tout ¢ de [0, n], [Yx4+1 = 7] est réalisé si I'on a obtenus ¢ numéros distincts au
k + 1™¢ tirage.

Cela arrive, ou bien quand on en a eu un de plus au k + 1°°™€ et un de moins avant (i — 1) ou
bien quand on n’en a pas eu un de plus et qu’on avait déja eu ¢ numéros avant.

Formellement : [Yi11 =14 = (Yo =7—1]N[Zk+1 =1]) U ([Yr =] N [Zky+1 = 0]) qui est une
réunion disjointe.

Donc P (Ypr1=1) = P(Ypy=1i-1) P[Yk:i—l] (Zks1=1) + P (Y =1) P[YkZi} (Zk+1 =0) avec
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et P[Yk:i] (Zk+1 = 0) =1- P[Yk:i] (Zk+1 = 1) =
7 —1
n

-1
P(Yy=i-1)=1—"_
n

Ainsi |P (Yipq = i) = <1 -

)P(Yk:z’—l)Jr:lP(Yk:i).

Pour tout k de N, on a :

P (Y =) X°

M-

N
Il
=}

Gry1 =

I

[(1—i_1>P(Yk:i—1)+:LP(Yk:i)]Xi

n
=0
n
_ _ +1 _ 7+1 7
s L PH=DX ZJP =X+ L i = g x
]:O =0
On fait alors apparaitre la dérivée G, = Z?:l JP (Y = j) X7~ 1
- .
Gry1 = XZP(YkZJ XQZJP e =) X7 4 XZ’LP =) X1
j=0 =1

= XGi+ % (-X*+X) G,

1
et on a bien |Gy = =X (1 — X)G}, + XGy,
n

(d)
On a montré que Gi1 = ¢ (Gx) pour tout entier k. La relation est analogue a celle d’une suite
géométrique :
Pour k =0, on a : Gy = ¢’ (Gp).
Soit k € N tel que Gy, = ¢* (Gp). Dans ce cas, Gr11 = ¢ (Gi) = ¢ (¢" (Go)) = " (Gy).
Donc, | pour tout k de N : Gy, = ¢*(Go)

8. (a)

Pour tout & de N, Gy, (1) = >7_ P (Y = j) donc m
et Gi(X) = Y7_ jP (Vi = j) X771 donc G} (1) = 327_, iP (Yi = j) et | G} (1) = E (V).

(b)

1
On reprend la relation : Gy41 = —X (1 — X)G) + X G}, valable pour tout pour tout k de N.
n

On redérive pour faire apparaitre E (Yiy1) :

1 1 1
= ~(1- NG = EXG; +—X(1- X)G+Gr+XGjenl
1
k1 (D) = ——GL(1) +Gi (1) + G (1)
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done |E (Yi41) = <1 - i) E(Y;) + 1.

On pose up, = E(Y%). C’est une suite arithmético-géométrique.
Soit ce R. Onac= (1—7)c—|—1<:> +c=1<«= c=n. Posons alors vy = ux — n.

On a vgq = (1 — 7) Vg geometrlque et v = (1 = E)kvo avec vg = ug —n = E(Yp) —n = —n.
On a donc vy, = —n (1—7) et up = vg + n.
Ainsi | E ( ) ce qui est bien le résultat trouvé précédemment.

Ona|y0, <T;> P=Y" (?) Xi(1- X" =(X +1-X)"=1.

Pour tout j de [0,n], on a :

> (T-l B 7)(—1)%)(1' = g (n;j> (1 xk — xS (n;j> (=) = X7 (1= x)"7.

t=J

i=j k=0 k=0
n n— ]
On a donc | Pj =3 ", ( ,)(—1)1 IX
t=J
Soit k£ € N. Travaillons dans la base (P, ..., P,) qui diagonalise ¢. Pour cela, exprimons Gy dans
la base. On a : .
n
Go=1= < > P
2 ;)P

. -\ K
Or, P; est associé a la valeur propre 4 donc ¢ &) = <]> Pj et
n n

=S 0) () =% |0) G H ()

J

Puis en réindigant et en permuttant les sommes :

#en=3 | () () (229w

i=0 |j=0 J
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(d)

On a pour tout k de N et pour tout i de [0,n] : ¢* (Go) = G, = S I, P (Vi = i) X°.
Donc P (Y = i) est la coordonnée sur X', dans la base canonique de Gy,

Ainsi : '
0S50 ()

i=0 j=0

et il reste a transformer en factorielle les coefficients du binéme (valable car 0 < 7 < n et

0<i—j<n—i)
@ (?—_ ;}] > — ! (nn!— G —(?)!_(2)!— i)!

n A . . n ? i—i [ J
tant tag. A N P([Ye=1]) = 1) =) .
avec (z) constant par rapport a j. Ainsi ([Ye =1]) (z) E <J>( ) (n>
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