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CORRECTION DM9 - CONVERGENCE DE VARIABLES ALEATOIRES

Probléme 1 - EML ECS 2012

Partie I - Formule de Stirling.
1. Ona:

™ ™

I/Voz/z(cost)odt:/2 1dt ==
0 0

Wy = /02 (cost)ldt = /0 cos(t)dt = [sin(t)]og = sin (g) —sin(0) = 1.

\]

et :

INIE]

2. (a) Soit n€N.On a:

Whe1 — Wy = /2 (cost)™Ttdt — /2 (cost)"dt = /2 cos(t)" (cos(t) — 1)dt.
0 0 0

Or pour tout t € [0,7/2], on a cos(t) € [0, 1]. Donc cos(t)™(cos(t)—1) < 0 et par croissance de l'intégrale :

‘Wn+1_Wn<0‘

c’est-a-dire ’ (W) est décroissante. ‘

(b) Soit n € N. Clairement, puisque (cost)” > 0 pour ¢t € [0,7/2], on a | W, > 0.| Il reste & montrer que
Wy, # 0.
La fonction ¢ +— (cost)™ est continue sur [0,7/2] et positive. Donc si W,, = 0 alors cette fonction est

nulle. Elle est évidemment non nulle et donc
Ainsi, | W,, > 0.
3. (a) Soit n € N.On a:

(n+2)Wyio = (n+2) /02((:08 H)"2dt = (n + 2) /02 (cost)" 1 (cost)dt.

On pose u(t) = (cost)"*! et v(t) = sint. Les fonction u et v sont C! sur le segment [0, 7/2] et donc on
peut procéder & une intégration par parties :
%

jus jus

Whio = /2 (cost)" ™ (cost)dt = |(cost)" ! (sint)| — / i (n+1)(—sint)(cost)" (sint) dt
0 —— ———— 0

—_—— ——
=u(t) =v’(t) =u(t) =v(t) | =u/(t) =v(t)

=0
= (n %cos "(sint)?dt = (n %COSn—COSQ
= (1) [ Teosty it = (n+1) [ (cost)”(1 = (cost))
= (n+1) (W, — Wpia).

En réordonnant les termes, on trouve bien :

[(n+2) Wiz = (n+ W, |

(b) Montrons le résultat demandé par récurrence sur n € N.

e Initialisation : pour n =0, on a :
(n + 1)Wn+1W = (0 + 1)W0+1W0 = W W.

Donc la relation est vérifiée au rang 0.
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e Hérédité : soit n € N. On suppose que :
Ol%—l)LVﬁ+JVVh = WiW.
Calculons :
(n+1) + DWigny 4 1Watr = (n+ 2)Whpo Wiy = Wil
N————
=(n+1)W,
Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, on a bien pour tout n € N :

(0 + D)W W, = Wi,

4. (a) On sait que (W,) est décroissante. Doncc pour tout n > 0, on a :
Wn P Wn+1 = Wn+2-

Puis, on a (n + 2)Wy42 = (n 4+ 1)W,, et donc :

W,

\Y
3
s
\

(b) Puisque W,, # 0, on peut tout diviser par W,, dans I'inégalité précédente. On a donc :

Wn—‘,—l S n+1
W, = n+2
1

n—-+oo

1>

Wn+1

Par encadrement, on a donc lim

=1letainsi: |Wpi1 ~ W,
n—-4o0o n

n —+00

On en déduit :
(n+ OWopi W~ (n+ W2

Donc (n + 1)W?2 s W1Wy puis en divisant par n + 1 et en remarquant que n + 1 W n:

W2~ Wil

n n—-+00 n

On peut alors passer a la racine car W, > 0 et I’équivalence est compatible avec 1’élévation & une
puissance fixée. D’ou :

puisque W1 Wy = 3.
5. Montrons la formule par récurrence sur n € N.

e Initialisation. Pour n = 0, on a Wy, = Wy = 7. On a également :

2n)! © (2x0O)n« 1 ©= =

2n(pl22 ~ 2200022 1x12 2

On a donc bien :

2x0)! 7
Wax0 = 550 2
e Hérédité. Soit n € N. On suppose que :
(2n)! w
Wen 22n(nl)2 2
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On a alors :
2n+1
Woms1)y = Wapga = o 12 2
2n +1 @2n)! © (2n+1)(2n+2) 2n)!
= X —_ = X —
2n+2  227(n!)2 2 (2n + 2)? 22n(n!)2 2
1 2+ 1 2n+1)n
(2n + 2)? 22n(n!)2 2 22(n+1)2 22n(ph)2 2
2n+1)!

22(n+1)((n 4+ 1)1)2 2
Donc la propriété est bien héréditaire.
On a donc pour tout n € N :

@) o
= P

1 1
W o= —1—(n—=)m(1-=
a (n-3)m(1-1)

1+1+ L 1 + 1 1 + !
= — - - 0
2n  2n  3n?2  4n?2  n—+oo \ n2

B 1 n 1
- 12n2 n—>0+00 n2 /)’

On en déduit en particulier que :

6. On a :

1
" ntoo 1202

+oo 1

La série ) | 2 5> est une série de Riemann convergente (car 2 > 1). Par critére d’équivalence des séries a

termes positifs, | la série 3" a,, est convergente.

7. Soitn>2.0n a:

In(An) — In(Ap_1) = In <2!n”e_”\/ﬁ> - ln(

n (n—1)In"e "\/n
nl(n —1)n—le=(n=1)/n —1

8. On a pour N > 2 :
N N
Z an = Z (In4, —In4,1)=InAy —In A;.
n=2 n=2
Comme la série des a,, converge, la suite des sommes partielles converge. Et donc la suite (In A, ),>2 converge
vers un certain réel A\. Par composition avec la fonction continue exp, on en déduit que

la suite (A,,) converge vers £ = e* > 0.

9. (a) Comme ¢ >0, on a A, ~ ¢ c’est-a-dire :

n"e "/n {
! n—-+oo
Par produit et quotient, on en déduit :
nl  ~ e /n
n—-+oo f
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(b) On sait que :

(2n)! =« +(2n)2ne=2n 2n

22"(71!)2 2 n—+oo 922n (%nne—n\/ﬁ)Q 2
2 1
oo E\/Zz n e V2™
e T 1 /=«
n o e 2(2n) no+oo 2\ 0

1 1 /m
Donc #4/ T 2\/;. Puis par produits et quotients : £ et \/%7 Mais £ est une constante et
donc :

WQn

Or on sait également que :

/— 1
\/27'(.
Cela donne finalement :
n!l ~ n"eT"V2mn
n—4o0o

Partie II - Etude de variables aléatoires.

10. Vérifions que f, est une densité :

11.

Ainsi :

e Positivité. | f, est positive. | En effet, pour z < 0, f,(z) = 02> 0. Et si x > 0, fo(x) = Se 222 20
a

puisque z > 0, et exp est positive.

e Continuité. ‘ fa est continue sur R ‘ sauf éventuellement en 0 (on peut vérifier que f, est en fait continue

en 0).

e Intégrale. Sous réserve de convergence, on a :

| war= [ pia

—00

car fo(t) =0sit <0.
Pour A >0, on a :

A A ¢ 42 2 A A2
/ fa(t)dt = / —e 2a2dt = [em?] =1—e 222 —— 1.
0 o a 0 A—+o00

Et donc fj_oooo fa(t)dt converge et :

+o0o
fa(t)dt = 1.

—00

Donc ’ fa est bien une densité. ‘

Soit € R. Notons F'x la fonction de répartition de X. On a :

Fe(o) = [ fod.

Six <0, on a alors :

Etsiz >0,o0ona:

T z ¢ +2 2 17T 2
Fx(z) = / fa(t)dt = —e 2a2dt = [—e_m? =1—e 242,
—00 0o a 40

2

Fx(x) = -
x(@) 1—e 222 giz>0

{0 siz<0
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12.

13.

X admet une espérance si et seulement si fj;o tfa(t)dt converge absolument. Or, f,(t) =0 sit < 0 et donc
tfa(t) est positif. Donc il suffit d’étudier la convergence.

+o0 +o00 t2 2
/ tfa(t)dt :/ —e 22 dt.
— 00 0 a

On reconnait dans l'intégrande expression du moment d’ordre deux d’une loi normale NV (0,a). L'intégrale
converge donc et on a :

On a, sous réserve de convergence :

400 /9 +o00 t2 2 /2
/ tfa(t)dt = i e 22 dt = YT a? = a\/?.
oo 2a J_o V2ma 2a ~~ 2

variance car la loi est centrée

Utilisation de la parité pour partir de —oo

On procéde de méme en calculant le moment d’ordre 2. On a sous réserve de convergence :

+o0 400 t3 2
/ t2 f(t)dt = / —e 2 dt.
—00 0 a

Cette fois-ci, on ne peut pas se ramener 4 un moment de la loi normale. Il y a deux maniéres de procéder :
2

t
e Par intégration par partie. On pose u(t) = —e 2.2 et v(t) = t2. Les fonctions u et v sont bien C.

Pour A >0, on a :

A 2 ALt 2
/ —e 2a2dt = / 17 X —e 22 dt
0 a 0 N~~~ a
=v(t) S——~~—
=u/(t)
A
2 A 2
2 _— —_——
= t° X | —e 22 —/ 2t x| —e 2.2 ) dt
~—~—~ 0~~~
=v(t) E/—/ =0'(t)  N——_———
u(t) =u(t)
2 A
= AQe_;;? t —e 2a2 dt
0 @
A2
= AQQ 2a2 |:—e 2a:|
A2
= AZ%e” 24 424> (1—e 22>
——
A—+o0 0
A—>+oo
— 2d?
A—+00
ou la premiére limite se trouve par croissance comparée.
Donc fo 2e 2a2 dt converge et :
E(X?) = 2d°.
Avec la formule de Kcenig-Huygens, on en déduit :

4—
—E(X)2:2a2—azzza2>< T

V(X) 5 5

= E(X?)

e Par changement de variable. Le changement n’étant pas donné, ce n’est probablement pas la méthode

attendue par le sujet.
a

V2u

On procéde au changement u = ;— La fonction ¢ : u + v/2a2u est C! de dérivée ¢’ : u g 2 — =
a“u

et strictement croissante sur R,.. De plus :

limp(t) =0 et

lim ¢(t) = +o0.

t—+00
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Donc par changement de variable, les intégrales suivantes ont méme nature et sont égales en cas de
convergence :

3

oo 2 T V2a2u” 2 adu
—e 222dt et 5—e .
0 a 0 a V2u

Or, sous réserve de convergence, on a :

=2 ue™™ du = 2a°T'(2) = 2a2(2 — 1)! = 2a>.
V2u 0

On conclut de méme avec la formule de Keenig-Huygens :

3
T V2a2u” 2 adu Y
o _
0 a’

4—
V(X) = E(X?) - B(X)* =242 — an a? x — T
14. (a) La fonction t — ay/—21n(t) est continue sur |0, 1]. Donc ‘ Z est bien une variable aléatoire. | Notons Fz

sa fonction de répartition. On a pour z € R :
Fz(2) = P(Z < 2) = P(ay/—2In(V) < 2).

Puisque ¢ — v/ est & valeurs dans R, on a pour z < 0 Fz(z) = 0. Pour z > 0, on a :

Fz(z) =

car exp est strictement croissante

22
= 1—P<V<e‘za2>

22
= 1—P<V<e2a2>

car V est a densité

22

= 1—e 22,

Donc Fz = Fx et | Z suit donc bien une loi de Rayleigh. ‘

(b) On peut donc simuler V' avec rd.random et en déduire Z :

1 |def simul_Z(a):

V = rd.random()

Z = axnp.sqrt(—2xnp.log(V))
return Z

15. L’urne contient n boules. La n + 1 boules tirées correspond donc forcément & une boule déja tirée. Donc
T, <n+1let:

|P(T, >n+1)=0.]

16. Commengons par remarquer que 7T), est & valeurs dans [2,n]. On a donc :
P(T,>0)=1 e P(T,>1)=1
Posons pour tout i € [2,n], 'événement :

A; : «La boule du tirage ¢ n’a pas été obtenu dans les tirages 1 43— 1. »
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On a alors :

P(Tn > k‘) :P(A20A30A4ﬂ---ﬁAk).
Avec la formule des probabilités composées, on obtient :
P(Tn > k) = P(AZ)PAz (A3)PA2QA3 (A4) X X PA20A3O---0A,€,1(A,I¢).
Or pour i € [2,k], on a :

n—(¢—1
Paynasn-na;_, (Ai) = (n)
par équiprobabilité. D’ou :
n—1 n-—2 n—(k—1) n!
P(T, > k) = _ '
(Tn > k) n o m n nk(n —k)!

17. On a :
P(Y,>y)=P <§% > y> = P(T, > yV/n).

Or T, est a valeurs entiéres donc P(k, < T,, < yy/n) = 0. Puis :

P(Y, > k) = P(yvn > T, > k,) +P(T,, > yv/n) = P(T,, > yv/n) = P(Y,, > y).
=0

18. On a maintenant : |
n!

Avec la formule de Stirling, on a :

n!l ~ e "n™"V2mn.

n——+oo

Comme n — k, < n — yy/n — +00, on a également :

(n—ky)! ~ e k) — k)R Son(n — ky).

n—-+o0o
On en déduit :

—MN N
PY, > ) N 1 " e "n"™\2mn
n—too  nkn T e=(n—kn) (n — K, )"k /21 (n — ky)

n n—knp n
e kn .
n—ky n—ky

kn < vVny < k, + 1.

n—-+o00

Orona:

On en déduit :
Vny — 1 <k, </ny.

En divisant par y/ny, on a :
1 kn
1-—< <1
vy V/ny
——
—1

n——+oo

kn .1 et ainsi :
vy n——+oo

n—-+0o

Par encadrement, on en déduit que

Donc :

D’ou finalement :
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19. (a) Ona:
t2
—t+(t-1DIn(l—t) = —t+(t—1)<—t—2+tgo(t2)>
2 t2 2
= —t—t +t+§—|—tgo(t)
t2 5
T2 tgo()
(b) On a:

_kn+(kn—n)ln(€;‘—l) = n(—%%—(%—l)ln(l—ks))
k

Et nous avons montré précédemment que k, ~ yy/n. Donc :
n—-+4o0o

kn 2 2
b (1)

n n——4o00 2 n—o+oo 2

20. Pour y < 0, comme Y,, >0 on a:

si on pose a = 1. Pour y > 0, on a :

P(Y,>y) ~ e (-5

n—+o00 n—-+o00

Et donc :

[N

PYp<y)=1—P(Y,>y) ——1—e 7 = P(X <)
n—-+00
avec la méme condition a = 1.
Ainsi, pour tout x € R (Fx est continue sur R entier puisque X est a densité), on a P(Y,, < y) ——

n—+oo
P(X < y) et donc :

Y, > X

\avec la condition a = 1.
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