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CORRECTION - REVISIONS - PROBABILITES DISCRETES

[ Probléme 1 - Ecricome ECS 2006 - Probléme

Partie I - Etude des longueurs de séries

1.
La premiére série contient soit que des piles soit que des faces. Et pour que la série face une taille n,
il faut que tous les n premiers tirages donnent le méme résultat et le n 4+ 1 donne le résultat contraire.
On peut donc écrire :
[Li=n] = (ANPN---NP,NF)UFINFKN---NF,NPhiq)
n n
= ((ﬂ Pi) ﬁFn+1) U ((ﬂ Fz) ﬂPn+1> -
i=1 i=1
Les événements (i P) N Fpt1 et (N F3) N Py4q sont disjoints donc :
n n
P(Ly=n)=P ((ﬂ R) N Fn+1> +P ((ﬂ F) N Pn+1> .
i=1 i=1
Puis comme les événements P; et F; sont tous mutuellement indépendants, on a :
n n
P(Li =n) = (H P(R-)) P(Foy1) + (H P(Fz‘)> P(Pot1).
i=1 i=1
Pour tout i € [1,n + 1], on a P(P;) = p et P(F;) = q. Donc :
|P(Li=n)=p"q+q"p.|
Calculons désormais :
+o0 +o0
Y P(Li=n) = > ("q+4q"p)
n=1 n=1
“+o0o +o0o
= > g+ q"p
n=1 n=1
(les séries convergent comme série & termes géométriques de raison < 1)
q
= qX X ——
q 1—p +p 1—q
_ (A-pp , p(1-p)
= IF
lL—=p p
(on remplace ¢ par 1 — p)
= p+(1-p)
_
2. (a)

Comme précédemment, si on commence par Pile, si I'événement [Ly = n] N [Ly = k] cela signifie
que 'on a eu n Pile puis k£ Face et de nouveau un Pile. C’est I'inverse si on commence par Face.
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On a donc :

[lezn]ﬂ[LQZ:H

“((O)n @z ul(@e)n(Qe)nse)

Comme dans la question précédente, I'union est disjointe et les événements sont indépendants,
on a donc :

P([L1 =n] N [Ly = K])

N[O ) e ()N (A )17

n k n k
= (HP P, > (H P<Fn+z~>> P(Pyips1) + (H P(E-)) (H P(Pn+i)> P(Fotkt1)
=1

i=1 i=1 =1

= P

@
ajs

= pqp+qpq
gk 4 gtk

= |P

On utilise désormais la formule des probabilités totales appliqué au systéme complet d’événements
{[L1 =n]}n>1

P(Ly=k) = Y P(Ly=kn[L =n))

+oo
= Y 0"+ ")
n=1
“+o0o +oo
= ¢"> "+ ¢
n=1 n=1
(les deux séries convergent bien donc on peut séparer la somme)
p L4
= (9 p -I-p q
1— 1—g¢q
2
q p + p

q p
k

— | 4 phl

Lo admet une espérance si la série : Zﬁ;’ol kEP(Ls = k) converge absolument. Comme Loy est
positive, c’est équivalent & la convergence simple.

On a :
“+o0o +00
Z kP(Ly =k) = k(¢ 'p* + p*'¢?).
k=1 k=1
Or les séries Zziol k=102 et Z e pF~1q? convergent : ce sont des séries géométriques dérivées.
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Lo admet donc une espérance et on a :

“+00 “+o0
E(Lg) _ Z qu—po + Z kpk—qu
k=1 k=1
1 1
2 2
= P +q
(1-q)? (1-p)?
1 1
2 2
= p5+d
p? g

- 2]

Partie IT - Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers
1.

e N est le nombre de séries sur la premiére valeur. On a donc toujours N; = 1. Ainsi N; suit une

loi certaine. On a donc | E(Ny) =1|.

e Pour deux lancers, on peut avoir 1 (tous les résultats sont identiques) ou 2 (on obtient un résultat

de chaque) séries. Donc No(Q) = {1,2}.

On a alors :
P(Ng = 1) = P((Fl N PQ) U (Pl N Fz))
= P(F1)P(P,) + P(P1)P(F)
(incompatibilité puis indépendance)

1 11

272 272

|1

= |3}

1

On a donc P(Ny =2)=1—-P(Ny=1) = 5 puisque ces événements sont contraires dans le

cas particulier ol on se limite aux deux premiers lancers.
On en déduit :

1 1 3
E(Ny)=1x=+2x==2.
(M) =1x5+2x5=73

e On a de maniére similaire N3(2) = {1, 2, 3}.

On peut calculer explicitement P(N3 = k) pour k € {1,2,3} en donnant les événements a chaque
fois, mais on va plutét s’inspirer de la question suivante afin de commencer & voir comment cela

peut marcher dans le cas général.

Cas N3 =1 : S’il y a une seule série, cela signifie que les résultats de tirage sont tous les mémes

(soit tous Pile soit tous Face). On a donc :
[Ns=1]= (P n PN Ps) | J(Fi NN Fy).

Par incompatibilité et indépendance, on obtient :

P(N3=1)=p"+¢’ =

On va regarder l'autre cas extréme : [N3 = 3]. Cette fois, tous les résultats ne seront pas les
mémes. Mais pour avoir 3 séries, on doit changer de résultat & chaque fois et donc, dés que le

premier résultat est connu (pile ou face), tous les suivants sont nécessaires. Ainsi :

[N3:3]:(PlﬂFgﬁpg)U<F1mpgﬂF3).

3 sur 10



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies CORRECTION - REVISIONS - PROBABILITES DISCRETES

Puis :
1 1 1 1 1 1 1
P(Ny=3)= 5 x5 x5 +5%5%5=|
Et encore une fois, on déduit :
1
P(N3=2)=1—P(N3 =1) - P(N3 =3) =| 3.

On peut désormais calculer :

1 1 1
E(N3)21XE+2X§+3X*:2.

4
2.
Comme dans la question précédente, on a toujours au moins 1 séries et sur n lancers, on en a au plus
n, toutes les valeurs entiéres intermédiaires étant possibles. On a donc :
[Na(@) = [1,7] |
On a alors :
n n
== (A7) U(()5)
i=1 i=1
On en déduit, encore une fois par incompatibilité puis par indépendance :
P(Na=1)=p" +q" = 5.
De méme, on peut expliciter I’événement [V,, = n| comme dans la question précédente pour [N3 = 3] :
[No=n]=|PAnEnkn---nF,||J|[AnPRnE0---nP,
n termes n termes
ou pour des facilités d’écriture, j’ai écris le dernier terme dans le cas n pair. On en déduit, une derniére
fois par incompatibilité puis par indépendance :
1
P(Nn:n):pqupx---><q—|—p><q><p><-~-><q:2n_1.
n termes n termes
Le cas impair donne le méme résultat grace a la condition p = q = % que l'on s’est donnée pour cette
question.
3.

1 |import numpy as np
import numpy.random as rd

def simulation(m):

5) X = np.zeros(m)

N = np.zeros(m)

X[0] = rd.randint (2)
N[O] 1

for i in range(l,m):
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10

15

X[i] = rd.randint (2)
if X[i] == X[i—1]:
N[i] = N[i—1]
else:
N[i] = N[i—1] + 1
return N

4. Fonction génératrice de N,,.

(a)

Le sujet ne pose pas la question de la convergence et pour cause : la somme est finie.
En ce qui concerne I'espérance, on peut appliquer le théoréme de transfert (qui ne souléve donc
aucune question de convergence) :

La somme étant finie, GG, est dérivable comme somme de fonctions dérivables. On a de plus pour

s e [0,1] :
= P(N,=k)ks*!
k=1

Donc :
ZP N, = k)k1*! = ZP k)k.

On reconnait ’espérance de INV,,. Donc :

L’événement [N,, = k] N P, est 'événement « il y a k séries sur les lancers 1 a n et le dernier
lancer est Pile » . Si on suppose que cet événement a lieu et si on se concentre sur les lancers 1 a
n —1, il y a alors deux possibilités : soit le dernier Pile en n + 1 est le début d’une nouvelle série,
soit il en prolonge une. Formalisons le en terme d’événements.

Il faut se concentrer sur le lancer n—1. Les événements F,,_1 et P,_1 forment un systéme complet
d’événements. Donc :

[N, =k|NP,=(Npn=klNP1NP)U([Np=k|NF,_1NE,)
ol l'union est disjointe. Par incompatibilité des événements, on a donc :
P([N, =k]NP,)=P([N,=k|NP,_1NP,)+ P([N,=k|NE,_1N Py_q).
Commencons par calculer P([N, = k]N P,_1 N P,). On a :
[N, =k|NP,_1NP,=[Np1=klNP,_1NP,

puisque si P, et P,_1 sont tous deux réalisés, le nombre de séries ne changent pas de n — 1 a n.
Donc :

P([N, = k] N Py_1 N P,) = P([Ny_1 = k] N Pa_y N Py) = P([Ny_1 = k] N Py_1)P(P,)
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ou la derniére égalité utilise I'indépendance des événements. Et donc finalement :

P([N, = KA Py1 0 Py) = %P([Nn_l — kA Pay).

De méme, on a :

[Nn:k]ﬁFn_lﬂP :[Nn_lzk—l]ﬂFn_lﬂPn

puisque si P, et F,_1 sont tous deux réalisés, le nombre de séries augmentede 1 de n — 1 & n.
Donc :

P([No = kN Fy_1 N Py) = P([Ny_y =k — 1] N Fp_y N Py) = P([Nn—y = k — 1] N F_1)P(P,)

ou la derniére égalité utilise I'indépendance des événements. Et donc finalement :

P(IN, = K] N Fpy N Py) = %P([Nn_l — k—1]NFay).

En regroupant, on obtient bien :

P(IN, = K] N P,) = %P([Nn_l — N Pay) + %P([Nn_l — k—1]NFu).

On admet la formule donnée par 1’énoncé :
1 1
P([N, =k|NE,) = §P([Nn_1 =klNF,—1)+ §P([Nn_1 =k—1NPFP,_1).
Et on utilise désormais la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet P, F), :

P(N=k) = P(IN=kNP,)+P(N=knEF,)

1 1
= ip([Nn_l = k‘] N Pn—l) + ip([Nn_l =k - 1] N Fn—l)

1 1
-+ *P([Nn,1 =S k’] N anl) -+ §P([Nn,1 — Lk — 1] N Pnfl)

(P([Nn,1 = k] M Pnfl) + P([Nn,1 = k?] N anl))

N =N =N

(P([Np_1 =k — 11N Pa_y) + P([Np_1 = k — 1] N Fp_y))

(on regroupe les termes selon la valeur de N,,_1)

1 1
= |gPWa1 = k) + 5 P(Nno1 = k= 1).

La derniére ligne provient de 'utilisation de la formule des probabilités totales appliquée avec le
systéme {P,_1, Fj,_1} sur chacune des parenthéses.
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Soit n > 2 et soit s € [0,1]. On a :

Gn(s) = > P(N,=
k=1

n
1 1
= > <2P(Nn1 = k) + 5 P(Np1 =k = 1)> s
k=1
(Formule de la question précédente valable car n > 2)

— % (i P(N,_1 = k)s* + zn:P(Nn_l =k— 1)5’“)

k=1

(ZP ne1 = k)s® + ZH:P(Nn,l =k— 1)sk>

1

2
k=1

(le dernier terme de la 1°"® somme est nul car P(N,,_; = n) = 0)

1

2

(ZP nl—ks+ZP el = )’f’“)

(changement d’indice k' = k: -1)

n—1
=k)s* +> P(N,_1 = k)sk+1>
k=1

2éme

I
| =
X\
M7
— =
i)
~—~~

le premier terme de la

—~

somme est nul car P(N,—; =0) =0)

n—1
=k)s" +5) P(N,_1 = k)sk>
k=1

he)

X\
™M
]
=

=N = N
—
D)
3
_
—
N~—
+
w
Q
3
—
—
N—
SN—

_|_
»

On a donc bien :

1+s

Gn(s) = 5

anl (S)

A s fixé, (Gn(s)) est donc une suite géométrique de raison 1.

Calculons désormais :
On en déduit I’expression de la suite géométrique :

Gn(s) = <1;5>n1 Ga(s) = (1_2”)”1 s.

Il suffit de se rappeler que G/,(1) = E(N,,) et c’est cette espérance que l’on veut calculer. D’aprés

la question précédente, on a :
1+s\"!
Gn(s) = 5 s.

G, est donc dérivable (on le savait déja dans les premiéres questions) et :

p n—1(1+s n—2 1+s\"!
Gn(s)—2<2> +(2> .
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Donc : ) .
, n—1/1+1\"" 1+1\""" n-1 n+1
1 I— 1 = 1 = .
Gn(1) 2 < 2 u 2 2 2
C’est-a-dire :
n+1
E(Nn) = 9

Partie III - Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs.

1.
La fonction f : x — ™% est convexe puisque sa dérivée seconde est x — —(—e™7) est positive. Elle est
donc au dessus de sa tangente en n’importe quel point. Une équation de sa tangente en 0 est :
y=f0)(z-0)+f(0)=-2+1.
Donc, pour tout x € R, on a :
2. (a)

La série de terme général P(A;) diverge. Or c’est une série a termes positifs, elle diverge donc

vers +o0.
On a donc :
n n k—1
3 2 PA) = Hm | ) P(A) ) P4
i=k =0 =0
—+00 constant
-
(b)
On a
Pic,) = P| |J 4
k<i<n
=1-P( |J 4
k<i<n
= 1-P A;
k<i<n

= [1- ﬁ P(4;).
k=i

(car les A; sont indépendants)

Or pour tout ¢ € [k,n], on a :
P(A;))=1-P(A))
et d’aprés la premiére question, on a :

1— P(A;) <exp(—P(4;)).
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Donc :

ol on a précisé que P(A;) est positive car c¢’est une probabilité. Cela de les multiplier termes a
termes pour obtenir :

[] P) < [ exp(~P(4)
i=k i=k
c’est-a-dire : . .
[ PA) = —exp (— > P(A»)
i=k i=k

Donc :

Or limy, 400 Y i P(A;) = 400 (d’aprés la question précédente) donc :

n
i e (=3P <0
i=k
Par passage a la limite des inégalités larges, on en déduit :

lim P(C,) > 1.

n—-+4oo

Or P(C),) est une probabilité et donc inférieure a 1. Par passage a la limite, on trouve :

lim P(C,) <1.

n—-+o0o

Et donc :

lim P(C,)=1.

n—-+4o0o

Pour tout n > k, on a Cp, 11 = C,UA, 1. Donc . Ainsi la suite d’événements (Cy,)p>k

est croissante pour l'inclusion.
On en déduit par le théoréeme de la limite monotone pour les probabilités que :

—+00 n
AUe) s e n

On a clairement :
+00 “+o0o
i=k n=~k
puisque A; C C; pour tout i > k.
Montrons linclusion réciproque. Soit w € | C,,. Montrons que w € ;=5 A;.
Comme w € U:{i‘}c Ch, il existe n > k tel que w € Cy,. Or C,, = |J;;, Ai. Donc w € |J;- . A;. Donc
il existe i € [k, n] tel que w € A;.
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Comme w € A;, w appartient également & I'union ULO; A;. Donc :

+oo +00
n==k i=k

Donc par double inclusion :

+o0o +oo
U4ai=Jcn
i=k n==k

On en déduit :

Pour n € N, on note I'événement A, : « on obtient Pile au (2n)°™¢ et au (2n + 1)*™¢ lancers ».

On va bien str utiliser la question précédente, mais pour cela il faut d’abord vérifier que la série des
P(A,) diverge. On a :

P(A,) = P(Py, N Pyyya)
= P(P2)P(Pony1)
(indépendance)

Donc P(A,) ne dépend pas de n et la série des P(A,,) diverge (et méme diverge grossiérement).
Donc d’aprés la question précédente, on a :

P (01) -

Notons ’événement By, : « on obtient deux Pile consécutifs apres le lancer k£ ». On a :

“+o0o
By = [J@BnNP)
i=k
+oo +oo
= J@Par 0 Pary) |J U (Pakta N Pagsnyn)
i=k i=k
(On sépare les termes pairs et impairs)

+o0 TS
= (U Az’) U (U(P2k+1 n P(2k+1)+1)> :
1=k

i=k
Et donc :
—+o00
U Ai - Bk
i=k
Ainsi :

Or P(Bg) < 1 puisque c’est une probabilité. Donc :
P(By) = 1.

Ainsi la probabilité d’obtenir deux Pile consécutifs aprés n’importe quel lancer vaut bien 1.
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