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La présentation, la lisibilité, T'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n'est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

St au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
cople et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené « prendre,

Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probléme sont supposées définies sur le méme
espace probabilisé (22, A, IP).

Questions préliminaires

Sit € R, on appelle partie entiére de t que l'on note |¢], 'unique entier tel que [¢] < t < [t]+1.

n
1. Montrer que pour tout z € R, on a lim e =,

n—s+oc 7}

2. Montrer que lim (’H - {gJ) = 00,

n—4-co

Premiére Partie - La loi arcsinus

3. On rappelle que la restriction de Ia fonction sin a U'intervalle P%; %] est une bijection sur
~1,1]. -
. ) i { . < .
On note arcsin : [—1,1] — [mg? 5} sa bijection réciproque.

(a) Montrer que pour tout z € [—1, 1], on a cos(arcsin(z)) = V1 — 22.
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(b) Montrer que la fonction arcsin est continue sur [—1, 1] et dérivable sur | -1, 1], de dérivée
1
N
4. (a) Soit G : [0,1] — R la fonction définie par G(z) = 2 arcsin(y/z).
Montrer que G est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1], de dérivée g donnée par

x>

1

Ve el]0,1]  g(z) = m

(b) Etudier la fonction g et tracer son graphe.
5. Soit f: R — R la fonction définie par :

1
— qglt 51 2]
- g(t) site€lo, 1],

0 sinon.

f(t) =

(a) Montrer que la fonction f est une densité de probabilité.

(b) Soit X une variable aléatoire de densité f. On dit que X suit la loi arcsinus.
Montrer que X admet une espérance et calculer celle-ci.
(On pourra considérer le changement de variable u =1 — &)

6. (a) Soit [/ une variable aléatoire & densité suivant la loi uniforme sur [0, 1.
Montrer que la variable aléatoire V = sin” (é U) suit la loi arcsinus.
(b) A Taide de la question précédente, compléter les deux lignes de la fonction Python

suivante afin qu'elle renvoie une réalisation d’une variable aléatoire de loi arcsinus :

import numpy as np
import numpy.random as rd

def arcsinus()

U= .,
V= ...
return V

— 1. Montrer U'encadrement :

bof

7. SoitneNtelquen24detl <k<

o(t22)-o(8) < iz <) <5

NPT ; ; - n
Montrer que les deux inégalités sont inversées si I'on suppose que - +1<k

/"

< n~ 1.

8. Soient z € |0, 1/2[ et (@n)nen~ une suite d’entiers telle que :

e Pour tout n suffisamment grand, on a 1 < a, < [nz];
a?’&

e lim — =0;
n—r+co 11

e lim a, = -o0.
Y T 5

Donner un exemple d'une telle suite (a,).en+ et montrer que :

[z

lin e
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On admet que pour tout z €]0,1] et toute suite (a,)ney- vérifiant les mémes
conditions qu’a la question précédente, on a :

[nz]

lim E
n—r4o0
k=ay V

=G{x).

Deuxiéme Partie - Marche aléatoire sur 7

Soit 8 € ]0,1] et (X;),.y. une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes et
de méme loi donnée par :

VieN', P(X;=1)=6 e P(Xi=-1)=1-0.

On pose pour tout n € N*, 5, = X7 +--- + X, et S; = 0.
La suite (S, )nen est appelée marche aléatoire sur Z.

9. Pour tout ¢ € N, déterminer laloide ¥; = L)& +1).

En déduire la loi de — ( Sp 4+ n) pour n € N -

10. Les variables aleato;res (Sn)nen- sont-elles mutuellement indépendantes ?

WU |
11. On pose pour tout n € N* S, = i e
T

Soit o €]0,1[. On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite A(0, 1)

et t, le réel positif tel que ¢, = & (1 - -0_)

&

1 e ) 1 to  —
En majorant 1/#(1 — @), montrer que I'intervalle [5 (E - m\%{ = S’n) ‘5 (1 + :/% + Sn)]

est un intervalle de confiance asymptotique d’estimation du paramétre @ au niveau de
confiance 1 — a.

12. (a) Justifier que pour tout & € N, on a P(Sazyq = 0) = 0.
(b) Montrer que pour tout k € N, on a :

P(Sor = 0) = (2:) 0(1 — By~

Soit n € N fixé. On introduit la variable aléatoire L, & valeurs dans [0, n], définie par :

2 R

_‘} .
v =+ max{k € [0,n], Sox(w)=0}.

[

Lo

o

La variable aléatoire 21, décrit donc le dernier instant avant Iinstant 2n o la marche
aléatoire prend la valeur 0.

13. Déterminer P(L, = n).
14. Soit k € [0,n — 1].
(a) Montrer I'égalité d’événements suivante :

[Ly = k] = [Sax = 0] N [Sqrey £ 0] M-+ N [San #£ 0]
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(b) Justifier que :
Pisy, =) ([Soksr # 0] N+ (1 [Sp0 # 0) = P ([S1 # 0] (- N [Satnty # 0]) -

4

On notera p,_; la valeur de cette probabilité. (x)

15. Montrer que pour tout n € N* et tout k£ € [0,n] on a :

2k

]P(ank}z(k

)6”‘(1 = BV D

oll par convention py = 1.

: : ; . 1
A partir de maintenant et dans toute la suite du probléme, 0 = 7"

Le calcul explicite des (pg)ren- est Pobjet des questions suivantes.

Pour tout n € N*, on considére les événements suivants .

2n n 2n
Do=((S#0 , Di=([5>0 , Dy=[)IS<0.
=1 k=1 k=1

On considére également, pour tout n € N* et tout r € [1,n], I'événement :

Any = ( ﬁl S > 0}) N [San = 27] .

k=1

Pour tout entier r, on pose A, ., = § lorsque » > n ou r < 0 et on note, pour tout n € N*
et tout r € Z, an, = P(Ans). |

16. (a) Montrer que, pour tout w € £, lensemble {S1(w), ..., S (w)} est un intervalle d’entiers.
(b) En déduire que :

17. Montrer que :

18. Soit n € N tel que n = 2.
(a) Soit (r,q) € (N*)2. Montrer que

-‘gan_lyq sig=r—1loug=r+1
P(An-14N Apy) = § 2 .
n—1,q9 T, 5 an—l,q s1g=rT
0 SINOM.
(b) Montrer que pour tout 7 € N', on a :
i 1
Ongp = ‘; Ogyi g1 ¥ [)" Gp—-1y T E A1 r+1
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19. Montrer par récurrence sur n que pour tout (n,r) € (N)? on a :
. 1 2n -1 2n-—1
T gn n+r—1 n+r '
m
ou l'on pose (k) =0 dés que k ¢ [0, m].

20. On rappelle que la suite (p,)nen a été définie précédemment (x).

1/2
Montrer que, pour tout n € N,on a : p, = P ( 7?)

Troisiéme Partie - Comportement asymptotique
Dans cette troisiéme partie, on cherche & étudier la limite en loi de la suite de variables
L
aléatoires (-—3 .
neN*
21. (a) Compléter par autant de lignes que nécessaire la fonction Python DernierPassage per-
mettant de simuler la variable aléatoire L,, :

import numpy.random as rd
def DernierPassage(n):

L=0
S=0
for i in range(1,2#n+1):
return L
L
(b) AYaide de cette fonction, on simule NV = 10000 réalisations de la variable aléatoire —1—6909

puis on représente les valeurs obtenues sous la forme d'un histogramme 4 100 classes.
On obtient la figure suivante :

L
Quelle conjecture peut-on formuler 4 propos de la suite de variables aléatoires (E’f)

neNsr

2
22. Pour tout entier n € N*, on pose ), = wg ( ;) of a2 In{Ch )

(a) Montrer que la série de terme général u,, — u, converge.
(b) En déduire que la suite (C,)nen- est convergente.

On admet que —= est la limite de cette suite.

VT
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23. Soient = € |0, 1] et (a,).cr- une suite d’entiers telle que :
e Pour tout n suffisamment grand, on a 1 < a, < |nz};
. oy,
o lim = =0;
n—r+oo 11

¢ lim a, = +00.
400
(a) Montrer que :
{nz
L 1 2k\ (2(n — k)
P|=<z|=— ;
(n ) 4§<P>( n—k )

(b) Montrer, pour n suffisamment grand, 'encadrement :

|nz] |nz] [nz]
1 1 2k (2(n — k)) : 1
My, —  — <M, —————
Zxk(nwk) 4‘”Z(k)(nwk Z«/k(n—k)

k=an k=an k=an

ol :
1y, = 000 {CCr 5 k € [t [nx|]} , My = max {CiCrg , k € [an, |nz]]}.

(¢) Soient (ct)nen €t (Bn)nen- deux suites d’entiers telles que

1€ g,< B,et lIm a,=+0ce.
n—>-+4-0o

Montrer que les deux suites min Cy et max Cy sont convergentes,
kEE&n:;grzE neN* keaﬁn)ﬁnﬂ nenN*

de méme limit !
e méme limite —.
NLS

(d) En déduire que :

[nz]
: ;. 2K\ (2(n—k)\ _ G(z)
ng{?%4nz(k>(n%k>w T

k=an

oit la fonction G a été définie dans la premiére partie.

24. Soient x € ]0,1[ et (an)nen- une suite d’entiers telle que :
e Pour tout n suffisamment grand, on a 1 < a, < [nz];

. O
o lim —==0;
n—r+00 /Tl
e lim a, = +o0.

T~ -+00

(a) Donner un exemple d'une telle suite (Gn )nens-

‘ 1 Tl jar 2(n — k)
nE{PNE Z (A)( n—k ) =0

k=0

(b) En déduire que :

, ; ; L :
25. Montrer que la suite de variables aléatoires (—’1 converge en loi .
T 9
nel*
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