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Croissances comparées :

- . eSia>p>0,2°= o (z%)etz*= o (zF).
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e Sia,BeRY, (In(x))* = w_groc(xﬁ) et (In(z))* = .9 ().
1 Comparaisons de fonctions e SlafeRy, 2% = o ().

Dans cette section, les fonctions sont définies sur un intervalle I de R, sauf peut-étre en 1 9 Equivalence
un point a de I. On pourra également prendre a = Fo0.

Définition
1.1 Neégligeabilité f et g définies au voisinage de a.
(e e f est équivalente & g au voisinage de a < f(x) — g(z) = 9 (9(x)).
f et g définies au voisinage de a. On dit que f est négligeable devant g au voisinage
de a s’il existe € : I — R telle que : On note alors : f(x) o g(x).
f(z) =€(x)g(x) et lime(z) =0.
ra Proposition
On note alors : f(z) = o (g(x)) ou f(z) = o(g(x)). i .
T—a a Si g ne s’annule pas au voisinage de a :
" . .. . f(z)
Proposition f est équivalente devant g au voisinage de a < lim ﬁ = 1.
r—a g T
Si g ne s’annule pas au voisinage de a :
Exemple : Comparer z — 2> — 3z + 2 et © — z° — 222,
f est négligeable devant g au voisinage de a < lim =) =0. Propriétés :
v g(x) o f(z) ~ flx). (réflexivité)
r—ra
Exemples : Comparer = — z, x — 2. Puis  — 2" et x — e®. * f(z) s 9(x) & g(x) oa f(@)- (symeétrie)
Propriétés : e Si f(x) ~ g(x)etg(x) ~ h(x)alors f(z) ~ h(z). (transitivité)
Tr—a r—a r—a
e SiJ(2)= o (g(a)) et hz) = o (g(x)) alors Af(x) + ph(z) = o (g(x)). Opérations :
o Sif(x)= o (g(z)) et g(x) = o (h(x)) alors f(z) = o (h(z)). (transitivité) o Si f~gethn~kalors fh~ gk.
va e v e Sif~geth~kalors { ~ 2.
e Sif(x) = zga(g(as)) alors g(lm) = o (f(lr)) (passage a l’inverse) e SineNet f~galors f* ~ g".

SiaeRet f~galors f* ~ g (avec f,g > 0).
Si f ~ g alors |f] ~ |g].
e Pas de sommes et de compositions!

Liens avec les limites :
o f(x)= S} (1) & limg—q f(z) = 0.
o Sif(x)= o (g9(z)) et limy_q g(x) = 0 alors lim,_,, f(x) = 0.
T—a
(

Liens avec les limites :
x) = L alors lim, . f(z) + g(v) = L. o Si f(x) ~ g(x) et silimy_,, g(z) =€ € RU{—00, +00} alors lim,_,, f(z) = ¢.

o SiLA0,limg o f() =0 & f(@) ~ L

e Si f(x)= xga(g(x)) et limg 49
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1.3 Détermination d’équivalents

Equivalents usuels :
e Tout polyndme est équivalent, au voisinage de 0, & son monéme de plus bas degré.
e Tout polynéme est équivalent, au voisinage de +o0o, & son monéme de plus haut
degré.
e A comnnaitre : e* —1 ~ z In(l+2z) ~ 2 (1+2)*—1 ~ ax (avec o € R*).
z—0 z—0 z—0
Exemples : Déterminer des équivalents en +co et en 0 de :

In(1+ x)
= 4 5 _ 4 = — .
f(z) x> —bx" et g(x) S prpe—-

Méthode : Obtention d’équivalents

o Silimg_,, f(z) =0+#0 alors f(x) ~ £
r—a
e On utilise les régles de produits, quotients, puissances.

e S’il y a des sommes, on factorise par le terme prépondérant.
e Si f est dérivable en xg et f'(xg) # 0 alors : f(x)— f(xo) ~ f'(xo)(x—x0).
o

T—r

Exemples :

e Donner des équivalents aux voisinages de 0 et +o0 de :
f(z) =2e" +3vr — 2 et g(z) =5In(z) + 3™ — 21,
e Donner des équivalents simples aux points donnés :

f(z) = e* —1en + 00, —00,0
g(z) =In(l —x) en — 00,0
h(z) =In(z) en 1

2 Deéveloppements limités

2.1 Définitions
Définition : DL a l’ordre 1

f définie au voisinage de xg admet un DL a lordre 1 en z( s’il existe ag,a; € R
tels que :
f@)=av+ar(z—xz0)+ o (z—x0).

Tr—rxo

Définition : DL a ’ordre 2

f définie au voisinage de xy admet un DL a 'ordre 2 en x s’il existe ag, a1,as € R
tels que :

f(x):a0+a1(x—x0)+a2(x—xo)2—|— 0 ((x—x0)2).

T—To

Théoréme : Formule de Taylor-Young

Si f est définie au voisinage de o et est de classe C! au voisinage de g alors f
admet un DL a l'odre 1 en zy donné par :

f(@) = f(zo) + (x — o) f'(x0) + o (x— o).

r—rTo

De méme, si f est C? :

Tr — X 2
@20 )+ o ((@—m0)?).

2 T—x0

f(@) = (o) + (z — z0) f'(w0) +

Proposition : Unicité du DL

On note f(z) =a+b(z —x0) + c(x —20)>+ o ((z —m0)?).

r—xo

Si f est C? alors a = f(z0), b= f'(x0), c = 5 f"(x0).

Remarques :

o Si f(x)=a+blx—m)+e(r—120)>+ o ((x—m0)?), une équation de la tangente
Tr—To
a la courbe de f en zg est y = a + b(z — xp).
o Si f(z) =a+b(x —x) +c(z —x0)* + o ((z — x0)?) et ¢ > 0, la courbe de f est
x o

localement au dessus de sa tangente.

2.2 Meéthode

Développements usuels :

-1 2
(1+u)a:1+au+%u2+ o (u?), ln(1+u):u—u—+ o (u?),

u—0 2 u—0

u U2 2
e :1+u+7+u0 (u?).

—0

Exemples : déterminer des DL & lordre 2 en 0 de In(1 — z), v/1 — z, e’
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2.3 Applications

Recherche d’équivalents et de limites
e Une fonction est équivalente au premier terme non nul de son DL.

e On peut additionner les DL!

Exemples : Déterminer les DL & l'ordre 2 en 0 de M et a lordre 1 de 6_2:*1

€T

Position relative d’une courbe a sa tangente

Soit f la fonction définie sur Ry par f(z) = 5.

e Calculer le DL a l'ordre 2 en 0 de f.

e En déduire I’équation de la tangente en 0 ainsi que la position de la courbe par
rapport a la tangente.

3 Compléments : maths approfondies

3.1 Equivalents de référence

2
i — coS ~ ~
sin(x) T 1 — cos(z) ol et tan(x) ST

3.2 Deéveloppements a ordre n
Théoréme : Formule de Taylor-Young a l’ordre n

Si fest de classe C™ sur I, on a :

2
T—z
f@) = flao)+ (@ ao)f (o) + T2 g 4
(x — x0)™
+Tf(n)($0) + x_?%((m —x0)").
Développements usuels :

o (1+u)®=1+au+ 2%y olosDlo2lamntl)n | o (u")

: uU—

e ln(l4u)=u—% + -+ (-1)"“ 4 o (u")

u—0

2 n
e“:1+u+“7+---+%!+ugo(u”)

. _ 3 2n+1 2n+1
® sin(u) = u— bk (D) gy 0, ()

o cos(u) = 1=t + o+ (1) g+ o (u)



