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CORRECTION DM 1 - APPRO

Probléme 1 - ESSEC ECS 2010 (partie 1)

1. Etude de I’équation (E;).
(a) Suivons I’énoncé : soit f € E et soit y € C'(I,R). On pose g : x +— e~ @y(z).
g est C!' comme produit de fonctions C'. On peut donc notamment la dériver. On a pour x € I :
g(x) = —ae "y(z)+e "y (2)
= e “(—ay(x) +y'(x))

Montrons désormais 1’équivalence par double implication :
(=) On suppose y solution de (Ey). Alors on a pour tout = € I : y'(z) —ay(z) + f(z) = 0 que I'on peut
réécrire :
—ay(x) +9 (x) = = f(2).
En particulier, on a :

g(x) =e " x (= f(z)) = —e~ " f().

Donc g est une primitive de z — —e™ %" f(z). Il existe donc K € R tel que :

Ve el, g(r) =K + /j(—e“tf(t))dt =|K - /j e f(t)dt.

ol le choix de la borne inférieure de 'intégrale n’a pas d’importance sinon qu’elle soit dans I. On utilise
donc celle proposée par I’énoncé.

Or pour tout = € I, g(x) = e~ *y(x) donc :

y(z) = eg(z) = ¢ <K - / "ot f(t)dt> .

1

(<) On suppose qu'il existe K € R tel que pour tout z € I, on a :

y(z) = o <K _ /1 "t f(t)dt> .

Vérifions que y est bien solution du probléme (Ey).

Dans la question, il est supposé que f est C', donc la dérivabilité ne pose pas a priori probléme, mais
il est bon de vérifier que ¢a ne pose pas de probléme avec la formule donnée. y est un produit. Le
premier terme est évidemment C! (et méme C®). Pour le second terme, on remarque que l'intégrande
est continue donc I'intégrale avec la borne en paramétre est bien C!. On peut donc calculer la dérivée
avec la formule du produit.

Soit x € I. On a :
Y (x) —ay(z) + f(x) = ae™ (K - /lac e_“tf(t)dt> + ™ (—e” " f(x))
I (K _ / " omat f(t)dt) + f(2)

1
= o (—eT S (@) + f(2)
= —f@)+f(@)
=

Donc y est bien solution de probléme (Ey).
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(b)

Soit y1 et y2 deux fonctions de C1(I,IR) bornées et solutions de probléme (Ef). Montrons que :

Y1 = Yy2.

Commengons par utiliser la question précédente : puisque y; et yo sont solutions du probléme, il existe
K et Ko deux réels tels que pour tout x € I :

{ yi(z) = e (Ky— [ e ™ f(t)dt)
ya() = e (Ko — [ e f(t)dt)

Remarquons de plus que comme y; et y2 sont bornées, leur différence y; — y2 l'est aussi. Or pour tout

zel, ona:
(1 —y2)(z) = e <K1 - / ' e“tf(t)dt) — e <K2 — / St f(t)dt)

1 1
= eax(Kl — KQ)

Mais puisque a > 0, on a :

lim ™ = 400
Tr—r—+00

et donc I'exponentielle n’est pas bornée. Ainsi y; — ys n’est bornée que si K1 — Ko = 0.

Donc K7 = K5 et donc :

L’intégrale est généralisée en 400, cherchons donc de ce coté.

On va essayer de montrer une majoration et donc il nous faut des intégrales positives. Montrons donc
que l'intégrale converge absolument.

Comme f est bornée, il existe M € Ry tel que pour tout ¢t € I, |f(t)| < M. Ainsi pour tout ¢t € I, on a :
le™ f(t)] < e™M.

Le terme de droite est intégrable sur [1,+oo[ et donc par comparaison d’intégrale a valeurs positives,
[T +00 | _at
lintégrale [;" [e® f(t)|dt converge.

+

On en déduit donc que [; > e f(t)dt converge absolument et donc converge.

On sait déja que g est une solution du probléme (Ey) puisque elle est de la forme trouvée a la premiére
question avec :

+oo
_ at
K= /1 et F(£)dt,

intégrale dont la convergence a été montrée a la question précédente. De plus, on sait déja que si la
solution bornée de (Ey), si elle existe, est unique.

1l suffit donc de montrer que g est est bornée pour pouvoir conclure.
Notons une nouvelle fois M € R tel que :

Vtel, |f(t)| < M.

On a alors pour tout x € [ :

+oo +oo
lg(x)] = e‘m/ eatf(t)dt‘ =e™ / eatf(t)dt‘ (car exponentielle est positive)
x x

IA

+oo +o0 +o00
e‘w/ le™9 f(¢)|dt < e‘”/ e”Mdt < Me‘”/ e dt.
x x x
(croissance de l'intégrale)

Or,pour A€ I,ona:
A

A —at —aA —ax
_ € (S €
e Udt = = — )
. —a a —a
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Donc f;oo e~ ¥dt = ¢ aam. D’ou :

<

—axr M
lg(x)] < Me®® x © =.
a

a

Donc g est bornée. On en déduit que g est bien une solution bornée du probléme et donc méme 'unique
solution bornée.

2. Linéarité de U.

(a)

Avec la question précédente, on a la formule, il suffit donc de calculer. Pour z € I, on a :

+00
e f(t)dt = eax/ e~ dt (puisqu’on regarde f = 1)

x

vinE = e |

e 1
= " x =|-.
a a

(intégrale calculée dans la question précédente)

. . s 1
Donc U(f) est la fonction constante égale a .

Note : si on avait eu Uintuition d’une fonction constante, on aura pu réinsérer la forme y(z) = K
dans I'équation (Ey) et trouver la méme chose puis conclure en disant que puisque la forme trouvée est
bornée c’est nécessairement U(f).

Par définition les images de U sont dans E : les images de U sont C! donc continue et on a choisi les
solutions bornées donc dans E.

11 suffit donc de vérifier que U est linéaire. Soient f,g € E et A € R. On a pour tout x € R :
+oo
UOS+9)a) = & [ s +g) o

+oo
= o [ e @)+ g0

= e <)\ /+OO e U f(t)dt + /+oo e“tg(t)dt>

(toutes les intégrales convergent puisque f,g € E)
+00 +o0
= )\e‘”/ e ™ f(t)dt + e‘w/ e Yg(t)dt
= AU(f)(x) + U(g)(x).

Donc on a bien :

(U +9) =AU(f) +U(g), |

c’est-a-dire U est bien linéaire.

Vérifions que le noyau de U est réduit a zéro, c¢’est-a-dire que ker U = {0 }. Il suffit de montrer I'inclusion
kerU C {0g} puisqu’on a toujours {Og} C ker U.

Soit f € ker U. On a donc U(f) = 0. Montrons que f = 0g.

On repart de la formule. On a pour tout z € I :

+oo
e“x/ e f(t)dt = 0.

Or e £ 0 (et méme strictement positif). Donc pour tout z € I :

+00
/ e f(t)dt = 0.

Rappelons que cette intégrale peut s’écrire :

/+OO e M f(t)dt = /+Oo e f(t)dt — /x e f(t)dt.
T 1

1
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Le premier terme est constant et le second est, au signe prés une primitive de ¢t — e~ f(t). Donc si
f;oo e"f(t)dt = 0 pour tout z, on peut en déduire la méme chose sur la dérivée de l'expression et
donc pour tout x € I, on a :

—e Y f(x)=0.

Or —e™** 2 0 donc pour tout z € I, f(x) = 0 c’est-a-dire :

f=0g.

Donc U est bien injectif.

Cette question est objectivement difficile. La formule & trouver est donnée par 1’énoncé et si certes cela
aide & la démonstration, je ne doute pas qu’elle est donnée pour que les candidats puissent continuer
sans avoir trouvé. Je vous propose deux méthodes de résolution.

La premiére me semble étre celle que le sujet privilégie dans sa rédaction, mais elle est calculatoire et
demande de la précision.

La seconde demande un peu moins de calcul intégrale mais une excellente compréhension théorique des
objets manipulés.

Méthode 1 : par récurrence, par intégrales successives et IPP

Procédons par récurrence sur n € N.
Soit f € E. On pose pour tout n € N :

x)

+oo t— n
H,:«Vzel, U (f)(z) = e”/ (n'eatf(t)dt ».

e Initialisation : Pour n =0, on a pour x € I :

U (@) = U(f)@)

et :

Donc Hj est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. On suppose que H,, est vraie. Montrons H,1.
Ona,pourx €1 :

vt (f)@) = UM U(f)(@)
“+o00 n
_ / E=2)" ety py )t

n!
(hypothése de récurrence)

+oo _ n +oo
— eaz (t JJ) e—at eat e_asf(s)ds dt
T 7’L' t

(formule de U(f))
+o0o _ n +o0
= |ew /x (tnf”) /t e~ f(s)dsdt.

Le sujet est objectivement taquin avec nous : nous faisons une intégrale dont I'intégrande s’obtient
elle-méme en faisant une intégrale. Il faut donc étre prudent dans nos manipulations.

Dans le produit sous la (premiére) intégrale, on aimerait obtenir une puissance plus grande pour le
membre de gauche et on aimerait ne pas avoir d’intégrale pour le second membre. Cela nous pousse
a faire une intégration par partie (IPP). Attention cela dit, les IPP ne peuvent étre faites que sur
des intégrales non généralisées. Intéressons-nous donc a :

In(z) = / Pl /t T emas p(s)dsdt

n!
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ou B € I est la borne supérieure de I'intégrale que nous enverrons & 400 ultérieurement.

Comme tous les membres sont C!, on peut faire une intégration par partie. On a :

In(z) — /j“‘x)n /t+ooe_“5f(s)dsdt

n!
—

w(t) v(t)

B

_$n+1 +oo B _anrl
_ | / s foyds| - / =2 ooy ar

(n+1)! (n+1)! —
ult) o) N ult) -
B — n+1 “+o00 _ n+1 —+o00
_ B-o)m 0 _:?i)l / e f(s)ds — (x(n —f)l)' / e “f(s)ds
. B ~- . x
B _ \n+1
+ t/m (in/jalﬂe_“{fﬁ)dt
B — n+1 400 B _ \n+l
- |f (n —Iiv)l)! /B e f(s)ds + / (t(n j—:)l)! e~ f(B)dt.

Le dernier terme tend exactement vers ce qu’on cherche. Il faut tout de méme remarquer ici que
I'intégrale est effectivement convergente (en fait absolument). En effet, si on note |f| < M, on a :

|t _ x’nJrl

e_atf(t)‘ <M-————e =010 (e_Tat) .

' (t _ x>n+1
(n+1)!

(n+1)!

Donc l'intégrale est bien convergente lorsque B — +o0.

Il reste donc a montrer que le premier terme tend bien vers 0 lorsque B — +o00. On peut commencer
par constater que | ; > e% f(s)ds est le reste d’une intégrale convergente et donc tend vers 0. Mais
le terme devant tend quant & lui vers +oo, ¢’est donc une forme indéterminée. Il va falloir étre plus
fin.

On sait que f est bornée. Donc il existe M € Ry tel que Vx € I, |f(x)] < M. On a donc :

B — n+1 +oo B — n+1 +oo
B2 / e f(s)ds| = 1B = 2™ / e ¥ f(s)ds
(=1 Jy Gy
B — n+1 +oo
< 1B =™ le™** f(s)| ds
(m+1! Jp
_ plntl +o00
S |‘B'CL‘|/ eiastS
|B _ l,|n+1 e—aB
= (n+1)! M= —a
|B o x|n+le—aB
<
- a(n +1)!

Or par croissance comparée, on a :

lim |B —z|"e P = 0.
B—+400

Donc par théoréme de comparaison :
) (B _ x)nJrl +o0o Cus B
P T f, ¢ I =0

D’ou :

) +oo (t_l,)n—H ot
i I () = /w e bt
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On en déduit :

UMD f)(z) = o2 /%0 w /+OO e~ ¥ f(s)dsdt = e™ /+°° (t(_f):;leatf(t)dt.
:1: n. t T n )

c’est-a-dire Hy,41 est vraie.

Donc par récurrence sur n, on a la formule démontrée pour tout n € N.

Méthode 2 : en s’appuyant sur ’unicité de la solution bornée

Pour cette seconde méthode, on ne cherche pas a calculer des intégrale jusqu’'a trouver la bonne
formule. On va plutdt chercher & montrer que la formule donnée est bien la solution du probléme.

Mais de quel probléme parle-t-on? Et bien le sujet pousse plutot & la méthode 1. Mais on peut
remarque que si certes U = UM Lo U, on a aussi U™ = U o U™~ !. C'est-a-dire que si f € E alors :

Un(f) =UU"f)

c’est-a-dire que U"(f) est 'unique solution bornée du probléme Eyn-1(5).-

Comme cette solution est unique, il nous suffit de vérifier que la formule donnée est bien solution
de Epn-1(y) et qu’elle est bornée.

Notons pour tout x € I.

i) = [ e ar

Comme dans la premiére méthode, on remarque que l'intégrale est convergente puisque pour |f| <
M, on a:

|t - $’n —at

t—ax)" —a
7( 33) € = Ot—+c0 (eTt) .

n!

e“tf(t)’ <M

n!

Donc l'intégrale est bien convergente en +oo.

Montrons que g, est bornée pour tout n.

Nous allons avoir besoin d’un lemme (dont 'utilité est évidente si on travaille d’abord au brouillon).
Notons pour tout n € N :

e Me_atdt — l »

P,:«Vx el,e‘”/
n! a

T

e Initialisation : Pour n =0, on a :

+ —
% /+OO (t — x)ne_atdt — eaz/ Ooe—atdt = % % <_e aa:) — 1
" n! . —a a

Donc Py est vraie.

e Hérédité : Soit n € N. On suppose P,, vraie. Montrons P,,41.

Soit « € I. Soit également B € R un réel que nous ferons tendre vers I'infini plus tard. On a :

B
/B (t o x)n+1 e—at & - (t _ x)n+1 efat B /B (t _ m)” e*at "
. (m+1 =~ (n+1)! —a . nl —a
_(,_/) v/ (x) %z—’( ) V"( ) u/"(x) V‘( )
_ (B _ x)n+1 efaB B (1. _ x)nJrl e—ax N /B (t _ x)n efat "
N (n+1)! -—a (n+1)! —a - n! a
~——
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Faisons maintenant tendre B vers l'infini, on a :

400 n+1 B n+1
t— t—
. (n+1)! B—+oo J,  (n+1)!
B — n+1 ,—aB B t— n ,—at
o | Bt e,
B—+o00 n+1)! —a . n! a

—0 (croissance comparée)

“+oo n ,—at

t_

L[y,
. n! a

e—aa:
= . (hypothése de récurrence)
a

n+1
Donc e%* f;oo t(ni)l) e %dt = 1, cest-a-dire P41 est vraie.

On a donc :

400 t _ n
VneN, Vo €1, e‘”/ Qe_atdt = -
. n! a

Comme f est bornée, notons M un majorant de |f|. On a alors pour tout z € I et pour tout n € N :

—+00 _ n
eax/x (t n"r) e—atf(t)dt’

+o0o _ n
e‘m/z ‘(tn!x)e_atf(t)‘ dt

n
L e Mdt

gn ()] =

IN

INA
Q
8
H\
+
8
-
s |
&

<

Donc g, est bornée sur I quel que soit n € N.

Vérifions désormais le résultat : que g, est la solution bornée de Epyn(p).

On va avoir besoin d’une récurrence pour pouvoir manipuler une expression de U"(f). Notons pour
tout n € N :
H, : « g, est la solution bornée de Eynpy »

e Initialisation : Le cas de Hy est le cas traité dans les questions précédentes. Donc Hy est vraie.
e Hérédité : Soit n € N, on suppose que g, est solution de (Eyn(s)). Montrons que g1 est
solution de (Epm+1(y))-
On va vouloir vérifier & la main que gy,41 vérifie I'équation (Eyn (). Il va donc falloir dériver
9n+1-
Attention! On ne peut pas dire que l'intégrale est dérivable sur la base de I'argument que
la variable est dans sa borne. En effet, I'intégrande elle-méme dépend de la variable z. Pour
justifier que gn41 est dérivable, il va falloir étre un peu plus astucieux.

Notons pour tout m, hp, : @ — [ 2 {=0)™ o=at £(£)dt. On a donc gn(z) = €%hy, (z) et gni1(z) =
e hy,1(x). Montrons que hy41 est C*. i Pour cela remarquons que pour tout x € I :

+o00 — )" 1
hoir(z) = / (= 0" et p )

7rL

(n+1)!
+o00 1 n+1 n+1 . .
— /x M(}g(}( L >tk(—x) +1 k)e Lr(t)dt
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ol on a utilisé le bindbme de Newton. On peut séparer 'intégrale en plusieurs morceaux :

n+1

+o0
hai(2) =) (n—il-l)' <nz 1> (—$)"+1_k/x the = f(t)dt.

k=0

Cette opération est possible puisque toutes les intégrales convergent individuellement (pour des
raisons similaire aux précédentes fois puisque tFe=%/2 — 0 et f est bornée). Cette formule est
désormais C' comme somme et produit de termes C'. On a pour tout € I :

/ = 1 n+1 n+l—k— ee —at
n1(T) = kzoml)‘< L >(—1)(”+1—k)(—$) Lk 1/ the fl)dt

x

n—&i—l
k=0 ’

On a regroupé dans la premiére somme la dérivée des puissances de x et dans la seconde les
dérivées des intégrales dont I'intégrande ne fait plus apparaitre . Remarquons que :

(”Zl) (n+1—k) = k!(:lnj_llz!k)!(n—i—l—k)
(n+1)!

_ k 1
Rt i—k_1) Powk7zn+l)

= (n+1) (Z)

si k #n+ 1 (pour éviter la simplification par 0) mais reste vrai si k = n + 1 (par vérification
directe). On peut alors nettoyer un peu U'expression de hj, (z) :

n +00
wer@] = S0y () Coeer [ e

k=0
n+1
1 n+1 _ _
+ D (n+1)! ( k > (—1)" e f (a).
k=0 '
(la premiére somme ne va que jusqu’a n car pour n + 1, le terme vaut 0)
1 [ree 1
- t— n, —at £dt 1_1n+1 —azx
e O (1= ) e ()

gn+1 est donc C' comme produit de fonctions C' et on a pour tout = € I :

g;H(az) = aehpt1(x) — ehy,(x).

Donc, on a pour tout x € I :

In41(2) = agpp1(x) + UTH(f)(2)
= ae"hyyi(z) — e hy(z) — ae®hy () + UU(f))(2)
= —ehy(x) + e hy(x)
(on a exprimé U™ (f)(x) via hypothése de récurrence)
Donc gn 41 est solution du probléme (Eym+1(y)).

Comme gn 41 est bornée, gny1 est donc 'unique solution bornée de (Epn+1(y)). Et donc Hp1
est vraie.
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On a montré que pour tout n € N, g, est I'unique solution bornée de (Eyn(y)). Donc g, = U(U"(f))

c’est-a-dire | g, = U”H(f) . On peut le réécrire dans les termes de I’énoncé avec pour tout n € N
et pour tout z € [ :

Tt — )

n!

Un+1 (f) — % / e_atf(t)dt.

3. Cas des fonctions exponentielles.

(a)

Soit k € Ry. Notons f : x +— e *®. f est bien bornée sur I, on a donc I'expression pour = € I de U(f)(z)

suivante :
+o0 —(atk)z e~k
U _ naT —at —ktdt _ 0T _ € — )
(F)(z) =e /z ¢ ¢ X( —(a+k) atk
On a donc :
1
U(fe) = a_|_kfk~

Soit A € ]O, %] Cherchons une fonction non nulle f telle que U(f) — A\f = 0g. Cela prouvera ker(U —
AMidg) ¢ {0} et donc ker(U —Aidg) # {0} (I'inclusion réciproque est toujours vraie et donc on ne cherche
pas & démontrer qu’elle est fausse).

Les fi sont de bons candidats. On voit dans la question précédente que U(f) = ﬁ fx. Cherchons donc
keRy telquea_%k:)\.

Soit k€ Ry. On a:

1 1 1
=) k=— k=—-—a.
Ry < a+ )\(:) \ a
Comme)\E]O,%],ona:
1
X—GG[O,-FOO[

On peut donc poser k = % —a. Et f%_a est une fonction non nulle de ker(U — Aidg).

Et donc ’ker(U — Aidg) # {0} ‘
Soit k € Ry. Montrons par récurrence que U™(f) = Wﬁ“ pour tout n € N.
On pose pour tout n € N la proposition :

H, :«U"(fx) = fe»

1
(a+ k)™

e Initialisation : Pour n =0, on a :

1
0 _ _

Donc Hj est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. On suppose H,, vraie. Montrons Hy1.

Calculons :
1
UL = UNU(f) = U”(a n kfk) (calcul de U(fx) de la premiére question)

1 n

= mU (fx)

(linéarité de U™)

1 1 1

T otk (a+l<:)"fk B (a+k)n+1fk'

(hypothése de récurrence)

On a bien Hy41.
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Ainsi, par récurrence sur n € N, on a pour tout n :

1

Tk

Note : Dans le fond, U"(fx) est une suite géométrique de fonctions. Mais bon, en ECG, le programme
ne parle de suites que pour les réelles et & la marge pour les matrices. Donc on refait la récurrence.

4. Cas des fonctions sinus et cosinus.
(a) Commengons avec U(sin). Soit z € I, pour a =1, on a :

+oo
U(sin)(z) = e”C/ e 'sin(t)dt.
x
Il nous faut donc calculer f;oo e !sin(t)dt qui est un grand classique a savoir faire. On va procéder par
intégration par partie.
Soit A€ I.0na:

A
A A
e tsin(t)dt = |—e 'sin(t) —/ (—e ") cos(t)dt
= \//\\,_/ Y T S—— ———
w(t) oyt ul) () |, u(t) (b
A

= —e “4sin(A) + e Tsin(z) + e ! cos(t)dt

Wit 2

A
A
= —e “4sin(A) + e Tsin(z) + | —etcos(t)| — / (—e™ ") (—sin(t))dt
M N—— T N—— N— e’
w(t) a1t ], w(t) 2/ (t)
A
= —e “sin(A) + e sin(z) —e A cos(A) + e cos(z) — e 'sin(t)dt

T

A
= —e A(sin(A) 4 cos(A)) + e *(sin(x) + cos(z)) — / e 'sin(t)dt.

Donc :

A
2/ e tsin(t)dt = —e A(sin(A) + cos(A)) + e %(sin(z) 4 cos(z))

c’est-a-dire :

/A o sin(t)dt = —eA(sin(A) 4 cos(A)) + e *(sin(x) + cos(z))
x 2 '

A +o00
lim e sin(t)dt = / e 'sin(t)dt

A—+o00 J, -

puisque l'intégrale converge. Et comme A — sin(A) 4 cos(A) est bornée (par 2 et —2 par exemple), on

a:
. —Ay _
ALHEOO e “(sin(A) + cos(A)) = 0.
Donc :
+o0 e 7
/ e sin(t)dt = T(Sin(az) + cos(z)).
Donc :

Ulsin)(z) = emg(sin(az) +cos(z)) = W

que l'on peut encore écrire :

sin + cos

U(sin) = 5
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On calcule de méme :

Ulcos) = —sin+cos
2
(b) Montrons que P est stable par U. Soit h € P. Il existe donc A, 1 € R tels que h = Asin +p cos. Montrons
que U(h) € P.
On a :
U(h) = U(Asin+4pucos) = AU (sin) + pU/(cos) (linéarité de U)
A _
= §(sin—i—cos) + %(— sin + cos) = A 5 K sin—l-)\ ; E cos.

Et donc U(h) € P.

De plus, P est engendré par sin et cos donc clairement (sin,cos) est une famille génératrice de P. Il
reste & prouver qu’elle est libre pour vérifier que (sin, cos) en est une base.

Soient A, u € R tels que Asin+pcos = 0. En évaluant le terme de gauche en x = 0, on trouve :
Asin(0) + pcos(0) = p.

Donc . Puis en évaluant en 3, on trouve :

Asin (g) + pcos (g) =\

Donc . Donc la famille est libre et forme ainsi une base de P.

Puisque : . i
U(Sin)zw et U(COS)ZM,
9 2
on a :
1 _1 1 /1 -1
Mat(sin,cos)(U‘P) = (z %2) - 5 <1 1 )
Calculons :
11 -1\ 11 -1\ _1/0 =2\ 1/0 —1
2 _ 1 - = - Y
M_2<1 1>X2<1 1) 4<2 0> 2<1 0>'
On a ensuite :
1/0 -1\ _ 1/1 -1\ _1/-1 -1
3 2 == = =1
M° =M ><M—2<1 0>X2<1 1) 4(1 1>'
Et on a enfin?! :
1/-1 -1\ _1/1 -1\ 1/-2 0 1
4 _ 2s3 — = ) T
MA=M ><M4<1 _1>X2<1 1) 8<0 —2> 412.

Soit n € N. On note n = 4k + r la division euclidienne de n par 4 avec k € N et r € [0,3]. On a :

1

Mn — M4k+7‘ — M4 k‘MT‘ —

M.

Comme les coefficients dans M" son bornées (c’est une liste finie), la limite des coefficients de M™ est
donnée par la limite de —=, c’est-a-dire 0.

=0F

5. Une autre famille de fonctions
(a) Soit n € N*. Calculons v,. Pour x € I, on a :
400

n(z) = Ulpn) () = & /

x

1. On peut aussi faire M* = (M?)%.
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Le but est d’obtenir une expression fonction de 1,1 c’est-a-dire avec une puissance plus faible pour ¢.
Cela pousse a faire une intégration par partie.

Pour A€, on a:

A
A - A -
at1)t n B e—(at+1)t . B e—(at1)t -
e th dt = |——=t ——nt" " dt
o )~ ) e S~
u/ (t) v(t) —— (1) —— V(1)
u(t) . u(t)
_ — A
_ _e (a+1)A An + e (a+1)m $TL + n / e_(a+1)ttn_1dt
a+1 a+1 a+1/,
ef(a+1)A e ax A .
- _ A" “%on_1(t)dt.
a+1 +a+1(’0"(x)+a+1/z ¢ Tn-1(t)
Par croissance comparée, on a :
e—(a+1)A

lim —A" =0.
A—s4o00 a+1

Comme les deux intégrales convergent, on a donc :

+00 e—ax n +oo
/ e~ (et gy — - on(z) + / e o, 1 (t)dt.
€T €T

+1 a+1
Ainsi :
e n Feo on(x) n
axr —at n
= _— _1(t)dt ) = — .
inle) = (S pnta)+ 1 [ o) = 204 By
Et donc :
1 n
Y = m‘ﬂn + mwn—l-

(b) Pour tout p € N, posons :
H, : «Fy,..., F, sont stables par U et admettent pour bases (¢o), ..., (¢0, @1, --,©p). »
Montrons H), pour tout p € N par récurrence.

e Initialisation : Pour p = 0, g étant non nul, la famille (¢g) est libre et étant génératrice de Fyp,
elle est bien une base.

De plus, on a pour x € I :
+00 +oo
U(po)(x) = ea"’“"/ e etdt = e“z/ e~ (attgy
xT x

_ ety (_ e(a+1)x> _ e vo(z)

—(a+1) at+l a+1

Donc U(pg) = a%rlgoo € Fy et la propriété est bien initialisée.
e Hérédité : Soit p € N. On suppose H), vraie. Montrons H, 1.

Il suffit de se concentrer sur la stabilité de Fj41 et de montrer que (o, ..., @p+1) en est une base.
Montrons d’abord que Fj; est stable par U. Soit h € F),41 et montrons que U(h) € Fji1.
I existe ainsi Ao, A1,..., A\p+1 € R tels que :

h = Xowo + A1+ -+ Apr10py1-

U(h) = UXowo+ Aip1 + -+ Apr19p+1)
= XU(po) + MU (p1) + -+ App1U(pp+1)

1 P
= MU(po) + MU (p1) + -+ + Apt1 <a+190p + MU(%)) :
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Or par hypothése de récurrence on a U(y;) € F; pour tout i € [0, p]. Comme F; C Fp41, on a donc
U(p;) € Fpy1. D'ou :

U(h) S Fp+1.

Montrons désormais que (o, ..., @p+1) est une base de Fj,1 1. Cest clairement une famille généra-
trice. Il suffit donc d’en montrer le caractére libre.

Soit (po, f1, - - - pipt1) € RPT2 tel que :

popo + pipr + -+ ppr1oprr = 0.

Pour tout x € I, on a donc : pge™ + e ™ *x + ... + up+1e*xxp+1 = 0.
On en déduit en multipliant par e* que pour tout x € I :

H0+/L133+...—|—,up+156p+1=0.

o + 11X + -+ pp1 XPTL est done le polynome nul et donc :

HO = 1= = fipi

Ainsi la famille est libre et est donc une base de Fj41.
D’ot Hp41 est donc vraie.

Ainsi F), est stable pour tout p par U et (o, ..., pp) en est une base.

On a déja calculé que :

1
U = .
(po) = %0
De plus, on a :
1 1 1 1
U = = = . .
($1) =1 a+1901+a+1¢0 a+1s01+(a+1)2900
Et enfin :
1 2 1 2 1 2 2
U == = = 7U frnd
(p2) =wo = Tmgpe g = et U = et CESIAARN P AL
On en déduit que :
11 2
1+a (1+1a)2 (1+2a)3
L=10 1% G
0 0 =
1 2
O trap ey
Pour calculer les puissances de 15, on remarque que 15 = ﬁ[g +NouN=1]0 0 ﬁ qui
0 0 0
est nilpotente (N3 = 0). Or 'identité commute avec toutes les matrices, donc en particulier I3 et N

commutent. On peut donc appliquer le binéme de Newton. Pour n > 2, on a :

™" = 1I+ann:” 1In_ka
2 - 1+a° = k 1+a®

=0
n
1
I
a 3> +n<1+a

> (1) () = (3
n(n + 1)N2> |

(car N¥ =0si k> 3)
a+1 2

1 1 n
- I N
(1+ a2 <<1+a>2 3t *

n—1 n—2
+1 1
13> N+ ”("2 ) (1 - aI?’) N?
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0 1 2
(1+a)?  (14a)®
Comme N = |0 0 (Hza)Q , on calcule :
0 0 0
1 2 2
, [0 mer mae 0 0 gy
N =10 0 a2 | = (0 0 0
0 0 0 0 0 0
D’ou
1 2 2
T 1 1 (1) (1) 8 L_n 8 (IB‘L)Q (14a)° n(n+1) 8 8 (IJE)W
2 = n—2 2 (1+a)?
(1+a) (1+a) 00 1 a+1 0 0 0 2 0 0 0
1 n n(n+1)
(I+a)®  (1+a)**t  (14a)n*2
— 0 1 2n
(1+a)? (1+al)"+1
0 0 TTa"
On traite encore les cas n € [0,1] :
1 1 2
T+a (1+a)? (1+a)?
TO=1I, et Ty =Tp=]| 0 [

1+a (14+a)?
0 0 =

On remarque que la formule précédente s’applique encore et donc pour tout n € N :

1 n n(n+1)
(1+a)”  (14+a)7tl  (14a)nt+2
™ — 0 1 2n
2 (I+a)™ (14a)nt!
0 0 1

(14a)"

Et donc encore une fois les coefficients de 13" tendent tous vers 0.

6. Une autre expression de U(f).
On sait déja que pour fe Eetz €1,0on a:

+oo
U(f)(x) = e / e~ f ()t

Pour z € I fixé, procédons au changement de variable t = x+wu. On a alors u = t—x et dt = du. L’application
t ++t — x est bien C! (elle est affine), strictement mononotone (en I'occurence croissante) et on a :

limt—2z=0 et lim ¢t —x = +oo.
t—x t——+o0

Donc les intégrales :

+oo +o00
/ e Y f(t)dt et / e @) £ 4 u)du
x 0

ont méme nature. En l'occurence, elles sont toutes deux convergentes (puisqu’on sait que la premiére l'est).
Et donc on a I’égalité :

+00 +oo
/ e U f(t)dt = / e~ @+ £ (2 4 u)du.
T 0

On replace cette expression dans U(f)(z) :

“+o0 +oo +00
U(f)(x) = e / e~ @) £ (1 4 u)du = e / e eT " f(x +u)du = e"Pe” ¥ / e “f(xr+u)du
0 0 0

+o0o
= / e f(z + t)dt. | (changement de nom pour la variable d’intégration)
0
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7. Positivité de U.

(a) Soit f € E. Comme f est bornée, |f| aussi. Et comme f est continue, |f| aussi (car  — |z| est continue).
Donc |f| € E. Donc U(|f]|) est bien défini.

On a de plus pour x € I :

+oo
UE = || e+ na
+00
g/ e f(x+t)|dt
0
(inégalité triangulaire pour l'intégrale)
+0o0
< / e~ f( + 1)|dt
0
+00
< [ e+t
0
< U(|fD(=).

(b) Soit ¢ une fonction de E positive. Soit z € I. On a :
e x0<e Uf(x+t).

Donc par croissance de l'intégrale :

+oo +oo
/ e x 0dt < / e U f(x +t)dt
0 0

ol les deux intégrales existent puisque f € E et la fonction nulle appartient & E aussi. Or :
+oo
/ e ™ x 0dt = 0.
0

Donc :

+o0o
/ e flz+t)dt >0
0

c’est-a-dire que 1) est a valeurs positives.
(c) Soit x € I. Calculons at)(z) pour ¢ décroissante :

ap(z) = aU(p)(z)
+oo
= ae‘w/ e %op(t)dt.

Comme ¢ est décroissante, on a pour tout ¢t € [z, +00] :

Par croissance d’intégrale (et puisque ae®® > 0), on a :

a(x) = ae“x/Jrooe_atgo(t)dt

+o0
< ae“””go(x)/ e dt
efaw
< ax
< aep(z)—
< p()

Onadonc:.
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Montrons désormais que ¢ est décroissante. ¥ est dérivable comme produit de fonctions dérivables. On
apour x €1 :

—+o00
W(z) = ae™ / e p(t)dt — e~ p(z)

= ay(z) —¢(x)

< 0. (d’apres l'inégalité précédente)

Donc v est bien décroissante sur l'intervalle 1.
8. Commutation de U avec la dérivation.

(a) Soit f € E1. Onapour z €1 :

+0o0
aU(f)(x) = a/o e U f(x +t)dt.

On va procéder par intégration par partie pour faire apparaitre f’. Soit A € I. On a :

A
A e—at A e—at
et = | g - / Fla+1)dt
~ —A ~—— —Q ~——
D owl 0 = () 00
u(t) 0 u(t)
—aA 1 A
- ¢ f(:v—i—a)—l—f(x)—i-/ e f!(x + t)dt.
a a a Jo
Comme f est bornée, on a :
—aA
lim — =0.
A—lg-loo a f(x * a) 0
Et comme f’ est bornée, on a :
A
lim e f!(x +t)dt = U(f')(z).
A——+oo 0

Donc :

w(n@=a(1 4 2v()@) = 1@+ Ui

a

(b) Soit f € Ey. Soit z € I. On a :
+oo
U@ = [ et
Donc U(f) est dérivable comme produit et :
+oo

U(f)(z) = aem/ e f(t)dt — e*Te " f(x) = aU(f)(z) — f(=).

T

D’ou :

D(U(f)) =aU(f) — f = f+U(f) = £ = U(D(})).

(¢) Comme f € Eq, on a D(U(f)) = U(D(f)) c’est-a-dire U(f)" = U(f’). Or f est décroissante donc f’
est négative. D’ou U(f) = —D(—f') avec —f’ positive. D’aprés une question précédente, on a alors
D(—f") > 0 c’est-a-dire U(f)" < 0. Donc U(f) est décroissante.
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