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CORRECTION DS 2 APPRO

Exercice 1 - EDHEC ECS 2001

1.

3.

Surtout, on ne vérifie pas les 8 axiomes de la définition d’espaces vectoriels. Comme d’habitude, on vérifie si
E est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel. L’énoncé nous donne toutes les clefs : on nous dit que
C%(R,R) est un espace vectoriel. C’est sans doute de 1a qu’il faut partir.

Vérifions que E est un sous-espace vectoriel de C?(R,R) :
e On a bien E C C(R,R) par définition.

e F est non vide, puisque la fonction nulle est dedans. Fn effet, posons :

fr{RaR.

z — 0

Pour z € R, on a f"(z) =0 et (1 + 2?)f(x) = 0 donc f vérifie bien (x). Donc f € E.

e Soient désormais f et g dans E. Soit A € R. Vérifions que Af + g € E. Comme C?(R,R) est un espace
vectoriel, on a déja Af + g € C2(R,R). Il reste & vérifier que \f + g vérifie la relation (x).
Soit x € R. On a :

Af+9)(x) = Af"(z)+¢"(z) (formule de dérivation)
= M1+2H)f(x)+ (14 2%)g(x) (car f et g vérifient (%))
= 1L+ +9)(x).
Donc A\f +g € E.

Donc E est un sous-espace vectoriel de C2(R,R). C’est donc bien un espace vectoriel.

. Soient u et v deux éléments de E. Vérifions que u'v — uv’ est une constante.

Comme u et v sont C?, u'v — uv’ est C! et donc en particulier dérivable. On a, pour € R :

(w'v—w')(x) = u"(z)v(
(z)

Donc uv'v — uv’ est bien constante sur R.

(a) f est bien C? (elle est méme C*) par opérations usuelles (ici composition). Il reste a vérifier que f
satisfait bien la relation ().

Pour x € R, calculons :

22

f(@) = T

puis :

2 22

() =1x eé +rxzer =(1+22)er = (1+22)f(2).
Donc on a bien f € FE.
(b) f ne s’annule pas (c’est une exponentielle), ainsi ¢ ﬁ est bien définie pour tout ¢t € R et est méme
C'. La fonction = — fox (f?# est la primitive de ¢ — ﬁ qui s’annule en 0. Elle est donc C2. Ainsi g
est bien C? comme produit de fonctions C2.

Il reste a vérifier que g satisfait la relation (). Soit € R. On calcule :

! = /l’ xi €T #
70 =16 [ e+ e
Puis :
" 1" rod / 1 , 1 9
@) = 1'0) [ @ g 0 % G+ 10 % g
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On simplifie :

7 _ //x ‘ dt 2]”(33)—2]0/(1‘) el T * dt
=1 [ GEt g =@,

Puis, comme f vérifie (x), on a :

(@) = (14 ) ) | ’

Donc g vérifie bien (%) et donc g € E.

4. (a) Soit h € E. On sait que f € E. D’apreés le résultat de la question 2, la fonction h'f — hf’ est donc
constante. Notons cette constante A.
On a donc pour tout x € R :

W (@) (@) — h(@)f'(2) = A

Le premier terme ressemble a la dérivée d’une fraction. Essayons de le faire apparaitre. Comme f ne
s’annule jamais, on a pour tout x € R :

W(x)f(z) = hz)f'(x) A

(f())? (f(x))*

(?) ) =GP

En intégrant, on obtient pour tout x € R :

h(z) /I Adt
=t
0

On peut réécrire cela sous la forme :

f(z) (f@®))?
ol p est une constante réelle indépendante de z. En passant, le dénominateur de 'autre c6té, on trouve
finalement : -
ha) = (a) + M (@) [ oy = wfa) + dg().
o (f(1))

Ainsi h est bien une combinaison linéaire de f et g.

(b) D’aprés la question précédente, (f,g) est une famille génératrice de E. Il reste a vérifier que la famille
est libre (on ne peut malheureusement pas passer par les dimensions puisque la dimension de E est
inconnue).

Soient A et u deux réels tels que :
Af+pg=0.

Montrons que A = u = 0.

On a pour tout x € R :
Af (@) + pg(x) = 0.

Donc en particulier pour x = 0, on a :

Af(0) + pg(0) = 0.

2
Or f(0) =e= = Let g(0) = f(0) Jy 7 = 0. Donc :

Af(0)+pug(0) =AXx14+pux0=A

Do [A=0]

On a donc pg = 0. 11 suffit d’évaluer & un point ou g est non nulle (par exemple x = 1) et on trouve

=

Donc (f, g) est bien libre. Et donc (f,g) est une base de E.
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Exercice 2 - EDHEC ECS 2011

1. (a) Tj est le rang du premier succés de « tirer deux boules avec le méme numéro ».

Pour un unique tirage, notons Ay ’événement : « le numéro de la premiére boule est k ». Et notons By,
I’événement : « le numéro de la seconde boule est k ». Si on note le succés S, on a :

P(S) = P(U(AkmBk)>

k=1

= > P(Ay)Pa,(By)
k=1
(formule des probabilités totales avec (Ag)r comme s.c.e.)

"1 1 1
= E — X = .
n 2n-—1 2n —1
k=1

Donc T} suit une loi géométrique de paramétre Tl—l Formellement :

1
Tl(_>g<2n—1>'

1 \*! 1
* et e —
VkEN,P(Tl_k)_<1 2n—1) X o

On a donc :

(b) On a donc :

EX]H):: 1 =2n — 1.
2n—1

2. (a) rd.randint(2xn) simule le tirage d’une variable aléatoire suivant la loi U([0,2n — 1]). Il y a donc 2n
valeurs différentes correspondant au nombre de boules dans I'urne. Ainsi les boules sont représentées
par un numéro de 0 & 2n — 1. Le but de la boucle est de simuler le second tirage qui ne suit pas une
remise. Il faut donc que b soit différent de a. Et donc on boucle tant que c’est égal (ce qui explique
'initialisation de b a la valeur de a).

1 |def tirage(n):
a = rd.randint (2xn)

b = a
while b == a:
5 b = rd.randint (2xn)

return a,b

(b) Le code utilise I'instruction % qui calcule le reste de la division euclidienne. Ainsi nl et n2 sont des
entiers entre 0 et n — 1. A un décalage prét, cela représente le numéro sur la boule. On tire donc tant
que les numéros sont différents.

1 |def T1(n):
nl =0
n2 =1
t =0
5 while nl1 != n2:

a,b = tirage(n)
nl = a %n

n2 =b % n

t =t + 1

10 return t
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(c) Le sujet attendant visiblement la condition a != b. Dans ce cas, a représente le numéro sur la premiére
boule et b le numéro sur la seconde boule et on regarde quand on obtient la premiére paire.

Les valeurs possibles pour a et b sont bonnes. En revanche, leurs probabilités sont mauvaises. Lors du
tirage de la premiére boule, le numéro suit bien une loi uniforme. Mais puisqu’il n’y a pas de remise

avant la seconde boule, le numéro de la seconde boule ne suit pas une telle loi.
la premiére boule est légérement moins probable. C’est ¢a I'erreur de 1’énoncé.

En effet, le numéro de

(a) ‘XZ- est le nombre de tirages supplémentaires nécessaires pour constituer la ¢°™°

paire.

(b) Soit i € [1,n].

1

e Si¢ =1, alors X; = X; =T} qui |suit une loi géométrique de paramétre

2n—1

et

qui ‘a pour espérance 2n — 1.

e Sii#1,alors X; =T; —T;_1. On peut raisonner comme dans la premiére question : X; est le rang

du premier succés (& partir de la i™¢

paire constituée) avec une probabilité de succés

1
2n—(i—1))—1

(raisonnement identique a la question 1 mais seul n — (¢ — 1) numéros sont encore dans 'urne).

Donc :

1

X.
Z<_>g<2n—2i+1

) et E(X;)=2n-—2i+1.

On remarque que la formule donnée dans le second cas s’applique également au

(c) On a:

T

n

> (T —Tpa) +Th.
k=2

Par linéarité de ’espérance, | T;, admet une espérance‘ et :

premier cas.

(Tn —Th1) + (Tn-1 —Th2)+ -+ (L —T)+ T}

E(Tn):i(Qn—Qi—i-l)—i-Zn—l:(2n+1)(n—1)—2
k=2

(n—1)(n+2)
2

+2n—1=n?

obtenir la premiére paire. Formellement :

(a) On constituent 0 paires au bout de n tirages si et seulement si il faut strictement plus de n tirages pour

[[S0 = 0] = [T1 > n].|
Donc :
P(S,=0) = P(I1>n)=PT1 2n+1)
+oo
= Y P(Ti=k)
k=n+1
+o00 ( 1 >k—1 1
- 3 (- x
2n —1 2n —1
k=n+1
1 1 " 1
= w1 T % |
1_<1_2n—1)
_ (4 1 " 2n—2\"
B 2n—1) | \2n—-1) °
(b) On a:
2n —2\" 2n — 2
P(S,=0)= (Zn—l) = exp <nln2n_1>.
2n—2 1y 202 2n—2 _ -~ 1 o _ L
Comme 57— P L,ona:Ing—= . = 1n—>+oo T, o o
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Ainsi :

N|=

2n —2 _
P(S, =0) =exp (nln2n_1> — e

(c) Notons A, I'événement : « une paire a été constituée au k°™° tirage ». On a alors :
[Sn:n] =ANAnN---NA,.

D’aprés la formule des probabilités composées, on a :

P(Sp = n) = P(A1) X Py (A2) X Pajna,(As) X+ X Paynna, o ( H
H,l_/ \“,1_/ \—,1_/ ~ n - - 1
T2n—1 T 2(n-1)—1 T 2m—2)—1 :m

Commengons par le changement d’indice : ¢ = n — k. On obtient :

1

n
1=

Le produit ne contient que des termes impaires. Rajoutons les termes paires et compensons-les au
numeérateur :

=l - (1) (1) &5

k=1

5. Dans cette fonction, le nombre d’itérations de la boucle est fixé (& n). On simule donc n tirages successifs.
La variable m est celle passée & tirage et diminue a chaque fois que nl et n2 sont égaux. Elle représente
donc le nombre de numéros distincts restant dans I'urne. La variable z part de 0 et augmente quand nl et n2
sont égaux. Il s’agit donc du nombre de paires constituées. C’est aussi la valeur renvoyée. Donc la fonction
renvoie une simulation du nombre de paires constitues sur n tirages. ’ Il s’agit donc d’une simulation de S,,.

[ Exercice 3 - ECRICOME ECS 2016

1. (a) Ona:
n(l+e)=c-S+ o @) et |———1-s+a?+ o (a?)
. = 2 xgl)x ¢ 1+z v xgox '
(b) On a donc :
n+11 n 1
Wpt1 — Wy = E—ln(n—i—l)— E—i—ln(n)
k=1 k=1
1 n+1
= —In
n+1 n

Et donc, on a bien :

Wptl — Wy, ~ ——5.
nt nx—)O 2n2
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(c) Par comparaison de séries a termes de signe constant au voisinage de +o0o (ici négatif), puisque la série

> (—#) converge (critére de Riemann), ‘la série > (wp41 — wy) converge également. ‘

De plus, pour N > 2, on a :
N-1

Z (Wnt1 —wn) = wy — wr.

n=1

~
converge quand N—4o00

puisque c’est une somme télescopique. Donc ‘la suite (wy )y converge également‘ (vers 3725 (wpy1 —

wyp) + wi1). On peut noter v sa limite réelle.

2. La fonction ¢ : t — h‘Tt définie sur R% est dérivable (comme quotient). On a de plus pour t € RY :

1 Int 1
¢'(t) = 2 2" (1 —1Int)
~—~
>0
Donc les variations de ¢ sont données par le signe de 1 — In .
De plus, on a :
Int Int
im - = —co et limn—:()
t—0+t ¢t t—+oo ¢
ou la seconde limite est obtenue par croissance comparée.
On en déduit le tableau de variation suivant :
t 0 e 400
1—1Int 0 —
' (t) 0 -

ple) = 3
0 / \
—00 0

3. (a) Montrons que (S2,) et (S2,+1) sont adjacentes :

e Déroissance de (Sa;,) : Soit n > 2. On a :

) ok & Ink
Samen) =S = D (1= =Y (D)
k=1 k=1
(— )22 In(2n + 2) b (1) In(2n +1)
2n 42 2n+1
~ In(2n+2) In(2n+1)
 2n+2 2n+1

olt on a utilisé la décroissance de ¢ — 2% sur Je, +-00[. Donc ‘ (S2n) est décroissante.

e Croissance de (S2,+1) : Soit n > 2. De maniére similaire, on a :

In(2n+3) In(2n+ 2)

>0
2n + 3 2n + 2

So(nt1)+1) — S2nt1 = —

Donc ’ (Son+1) est croissante. ‘

e Limite de S5, — S2,41 : On a:

ont10(2n 4 1) _ In(2n +1)
2n+1 2n+1 n—=+oo

Son — Sont1 = —(—1)
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‘Les suites sont donc bien adjacentes. ‘

(b) Comme (S2y,) et (Sap+1) sont adjacentes, elles ont une limite réelle commune. Comme, de plus, il s’agit
des termes pairs et impairs de la suite des sommes partielles, la suite des sommes partielles a, & son
tour, cette méme limite.

‘Ainsi la série > u, converge. ‘

‘La convergence n’est pas absolue‘ puisque pour tout n > 3 :

Inn
— 2
n

S|

et que la série > % est la série harmonique divergente.

4. (a) La fonction ¢ est décroissante sur Je, +oo[. Donc pour n > 3 et t € [n,n+ 1], on a p(t) = ¢(n+1). Par
croissance de l'intégrale, on obtient :

n+1 n+1
/ p(t)dt > / e(n+1)dt

n

—p(n+1)

Et donc :

—=dt.
n+1 t

In(n +1) o /"‘H In(t)

(b) Soit n > 3. On a:

nily o (In(n+1))*> Kk | (In(n)?

NE

N & e
k=1 k=1

_ In(n+1) n (In(n))? — (In(n + 1))?
n+1 2
nln ¢ (In(n))? — (In(n + 1))?

< /n Tdt + 9
(Int)27"""  (In(n))? — (In(n + 1))2

< 0.

Donc la suite (vy,) est décroissante (pour n > 3). ‘

Il faut ensuite minorer v,, (pour obtenir une convergence monotone). Pour cela, il faut compléter I’en-
cadrement de la question précédente :

In(n +1) o /”Jrl In(t)

dt < In(n)
n+1

t n
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ce qui se fait de la méme maniére. Pour n > 3, on peut alors affirmer :

Ink (ln(n))2

Un =

ko 2
k=1
~ In(2) Ink (ln(n))2
2 +k7 Tk 2
In(2) < [*1int (In(n))?
> = +k223/k =
In(2) nln ¢ (In(n))?
b e, (i
> hl;?) 4 (n(n+ 1)); — (In(3))* _ (111(;1))2
. In(2) - (n@3)*  (n(n+1))* - (In(n))*
- 2 2
>0
_ ) - (n(3)?

Donc ’ (vp,) est minorée. ‘

D’apres le théoréme de la limite monotone, ‘ (vn) est convergente. ‘

5. Pourn >1,o0n a:

" o~ In(k) N~ k) [ In(2k +Zln (2k + 1)
k 2%k 2%k 2k +1
k=1 k=1 k=1 k=1
termes paires et impaires séparés
& In(2k) _"z_:lln(%—i—l)
2k 2k +1
& (1) k —
— A — I2n-
k=1
Or:
" n(2k) e ln(k) =2 +In(k) <= In(k)
2 2%k ko Z k _Z k
k=1 k=1 k=1 k=1
n n 2n
1 In k In(k)
L) MM R I
k=1 k=1 k=1
B "1 (In(n))? (In(2n))?
= W(2)) o +ont— Vo 5
k=1
"1 1 2 _ (In(2) —1 2
_ ID(Q)Z%JW” U2n+(n(n)) (I;() n(n))
k=1
"1 1 21 1 —21In(2)1
_ ln(2)Zk+vn vzn+(n(n)) n(2) +2n() n(2) In(n)
k=1
"1 In(2
k=1
On a donc :
"1 In(2))2
Son =1n(2) Y 7 + v — v20 — (H(Q)) —In(2) In(n).
k=1
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6.

On peut réécrire 1’égalité précédente sous la forme :

Son = In(2) ( % - ln(n)> v, — gy — 011(22))2

k=1

=Wn

Comme (vy,) converge, on a v, — Vo, m 0. Et comme w, — vy, 0n a:

Sop — vIn(2) — M

n—-+oo 2

Or, comme () converge, elle converge vers la méme limite que (S2;,) qui en est une suite extraite. Donc,
on a bien :

, pnn) (In(2))?
> () =y In(2) -

Probléme 4 - EDHEC ECS 2015

Partie I

1.

2.

Il y a une petite difficulté ici : la formule habituelle des coeflicients binomiaux ((Z) = (nfik'),k,) n’est valable

que si k € [0,n]. Mais ici, on ne connait pas a priori 'ordre entre r et n.

Cependant, comme s’intéresse a ce qui se passe lorsque n est au voisinage de +o0o et que r est fixé, pour
n suffisamment grand, on aura r € [0,n]. On peut donc partir de la formule habituelle. Soient n € N et

refo.n]. Ona: <> ! (n— 1)(n — 2)( D
n n! nin = =2)n =7+
:( )

r n—r)lr! - r!

Le numérateur est un simple polynéme en n (de degré r). Le numérateur est donc équivalent (quand n — +00)

n n"
r) n—too !’

(a) Toute suite de la forme n® est négligeable de vant ¢" si |¢| < 1. Ici, on a donc :

a son terme de plus haut degré a savoir n".
On a donc, pour r € N fixé :

lim n" 22" = 0.
n—-+4o0o

(b) On a donc, pour z €]0,1[ et r € N :

Or d’apreés la question précédente, on a :

Donc :

(-3

Comme on a des termes positifs, on peut appliquer les critéres de comparaison. La série des

1
-z est
n .

> "™ Dest aussi.

k

convergente donc la série des <
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3. (a) Explicitons ce qu’on nous demande. On a, pour z €]0, 1] :

o E ()

n=0

La série des 2™ est bien connue! et pour x €] — 1,1[, on a :

—+o00
n=0 -7

Et donc :

(b) Pour z €]0,1] et r € N, calculons :

(1-2)S1| = (1-2) f (Tﬁl)x”

n=r+1
= n = n
— n _ n+1
= > (5)m- 2 ()
n=r+1 n=r+1
= n = m—1
— n __ - m
= > ()2 ()
n=r+1 m=r-+2

(changement d’indice m =n + 1)
+o0
_(r+ 1\ n _(n—1Y\ ,
N <r+1>x * Z r+1 r+1)"
n=r-+2

= n—1
_ r+1 - n
ISy ( ) >x
n=r+2
(formule de Pascal)

+oo
m
_ {L’r+1+ Z < >$m+1
T

m=r+1
(changement d’indice m =n — 1)

+o00
= $<xr+ Z (n)x">
n=r+1 r
+o0
-2 ()
= |x5,.

(c) On peut réécrire la formule précédente pour x €]0,1[ et 7 € N :

X
1—

Syi1 = S,.
X

(Sr) est donc une suite géométrique de raison 17— et de premier terme Sy = —_ Donc :

11—z
T " z"
ST_SO(I—Q:) (1 =)t

1. On peut la retrouver comme la somme d’une géométrique si on 1’a oublié.
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(d)

Partie II
4. (a)

On a:
“+o00 “+00
r z’ r " (1 — x)r+1 (1 — x)r+1'
n=r n=r

Trouver la loi de X, c’est trouver les probabilités P([X = k|) pour tout k € N (puisque X est a valeurs
dans N). Essayons de formuler I’événement [X = k| pour k£ € N fixé. On peut par exemple écrire :

[X =kl =D1NDyN...N DN Dy,
c’est-a-dire que pour que le joueur joue exactement k manches, il faut qu’il joue & la premiére, puis a la
deuxiéme, etc, jusqu’a la k™€ puis qu’il ne joue pas a la (k + 1)%™me.
Appliquons désormais la formule des probabilités composées. On a :
P(D; N DyN...N DgN Dyyy)
P(Dl)PE(DQ) . Pﬁlﬂﬁgﬂﬂﬁ(Dk)Pﬁlﬂﬁgﬂﬂm(Dk+l)

On adéjaP(Dy) =1—a.

De méme, d’aprés I’énoncé, on a :

Pﬁmﬁzm..nﬁi(m) =l-«a

c’est-a-dire que la probabilité de jouer a la manche ¢ + 1 sachant qu’on a joué la manche ¢ est 1 — a.
Et enfin, on a :

Pﬁlmﬁgn...mﬁk(Dk+l) =
En effet, la probabilité d’étre disqualifié au début d’une manche - ce qui est exactement le cas lorsqu’on
a joué jusqu’a k et qu’on ne joue pas a la k+ 1 - est a.

Donc :

P([X = k]) = (1 — a)ka.

La loi de T est donnée par, pour k € N* :

P(T=k)=P((X+1=k)=P([X =k—-1)=(1-a)la

Donc T suit une loi géométrique de paramétre .

Donc E(T) = 1. Et par linéarité de l'espérance, on a :

1 l-«
EX)=ET-1)=—-1= .
(X)=E(T - 1) =~ -
De maniére similaire, on a :
1 —
V) = V(T =1) = V() = —5~

Lorsque X = n, on répéte une expérience de Bernoulli n fois avec une probabilité de succés p. Le nombre
de succes est donc décrit par une loi binomiale B(n,p). On a donc :

Prx—n([Y = k]) = @pk“‘m” si ke [0.n]

0 si k>n
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(b) Le systéme d’événements {[X = n|,n € N} forme un systéme complet d’événement. Appliquons la
formule des probabilités totales afin de trouver la loi de Y. Pour £ € N, on a :

P(Y = k)| = Y P(X =n)Px—n([Y = k)
n=0

= Y (=) aPx_p([Y = k])
n=~k

(on enléve les premiers termes car Px—p,([Y = k]) = 0 si n < k)

= Y- a)a (’;) (1 )k

n=~k
+oo
= (ot Y () a- et
n==k

(on sort tout ce qui ne dépend pas de n)
1

(1= (1 —a)(1—p)r

(formule de la premiére partie)
(1— ) apt

(o +p—ap)htt’

— (1—a)tap*

6. On essaie d’interpréter la loi de Y.
En effet, essayons de réécrire la loi de Y :

P(Y = k) = (1 — a)kapk B « (1—a)p k
7 (a+p—ap)ktl  ad+p—ap\at+p—ap)

On remarque ici que toute la dépendance & k se trouve dans la puissance. Cela fait songer & une loi géomé-
trique. On est donc poussé a poser :

(1-a)p

1l—g=——"2
T o p—ap

1 — g est alors tout ce qui est dans la parenthése et est ce qui devrait jouer le role de la probabilité d’échec.
1 — g est bien inférieur a 1 (le dénominateur est plus grand que le numérateur) et mérite donc le nom de
probabilité. Calculons alors ¢ :

(A—a)p
a+p—ap
at+tp—ap—p—ap
a+p—ap
o
a+p—ap

qg = 1-

Cette quantité est exactement celle qui apprait en facteur dans la loi de Y. On a en effet :

P([Y = k]) = q(1 — ¢)*.

Ce n’est pas tout a fait une loi géométrique, mais on peut reconnaitre exactement la méme loi que celle de
X en substituant « par ¢. Il suffit alors d’appliquer les formules déja trouvées pour X :

1—g¢q

q
_ (6]

1 a+p—ap
__«
a-+p—ap

a+p—ap—a«

o

p(l—a)

E(Y)| =
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De méme :

1—g¢q
VY)l = 7

_ o
1 atp—ap

2
a
<a+p7ap)

(a+p—ap—a)la+p—ap)
a2

p(1 —a)(a+p—ap)

o? '

7. (a) Le nombre de manches jouées est X, le nombre de manches gagnées est Y et donc le nombre de manches
perdues est X —Y. Comme on gagne un euro a chaque manche gagnée et on en perd un a chaque manche
perdue, on a :

(G=1xY+(-1)x (X -Y)=2V — X |

(b) Par linéarité de ’expérance, on a :

E(G) = B@y — x)=2P01 =% 1-a _ @p-1l-a)

(6 (6] o

(c) Cette question est un délicate car il nous manque la notion de covariance qui permet de la traiter plus
efficacement. On peut tout de méme la faire, mais ¢a prend quelques étapes en plus. On a :
V(G) = V(Y - X)
— E(2Y - X)2) - (BQ2Y - X))’
(Formule de Huygens)

= E@AY? 4 X? —4XY) — 2E(Y) — E(X))?

= 4E(Y?) +E(X?) —4E(XY) — 4E(Y)? — E(X)? + 4E(X)E(Y)

= 4V(Y)+ V(X) —4(EXY) -EX)E(Y)).
On connait déja les deux premiéres variances. La derniére quantité entre parenthéses est la covariance
de X et de Y que nous verons dans un chapitre ultérieur. Calculons :

(1—a)(2—a)p_1—axp(1—a)

E(XY) — E(X)E(Y) :

_ pl-a)2-a—-(1-a)
a2
_ -9
o
On reprend donc :
V(G)| = 4V(Y)+V(X) - 4(E(XY) - E(X)E(Y))
_4U= O‘)p(ijo‘ —op) | 1;2@ B 4p(1a—2 )
= 1;72@(4p(p+a—ap)+1—4p)
= 1;7204(4p(p+a—ap—1)+1)
11—«

= a7 (—4p(1 —p)(1 —a)+1)

(1-a)d-4p(1 —p)1 - a))

a?

8. (a) Comme on l'a vu, on peut construitre X a partir d’une loi géométrique. On s’en sert ici en utilisant
le générateur numpy.random.poisson. Une fois X connu, Y suit une loi conditionnelle binomiale de
paramétres X et p.
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1 |def simulation(alpha,p):

X = rd.poisson(alpha)—1
Y = rd.binomial (X,p)
return X, Y

1 |def simulation(alpha,p):

X = rd.poisson(Calpha)—1
Y = rd.binomial (X,p)

G = 2xY — X

5 return X, Y, G
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