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1 Suites

3

Soit (up)n>1 une suite telle que w3 > 0 et pour tout
n € N*, upi11 = uy (1 - 2%,)

[ Exercice 1

1. Montrer que pour tout n € N*, u,, > 0.

2. En déduire que (uy,,) est convergente.

Exercice 2

-

Déterminer les limites des suites suivantes :

1 "
un:L, vn=""" avec 0< a<b,
vnd —2n+1 a™ + bn

B n?(In(n +1) — ln(n)).

w pr
" n?+4+1

[ Exercice 3

Déterminer les limites des suites suivantes :
nsinn

2"+ (1) .
S g e T T U Y

+2
Ty = n-1 ' Yn = n’ cosl—cos 1
n+1 ’ n n+1)’

1\
zn:<cosn> ,

Exercice 4

. 3n? + (—1)"
" VR2+2+In(n)

|

Soit k£ € N. Déterminer un équivalent, lorsque n tend

vers +oo de <Z>
-

[ Exercice 5

On définit la suite (uy,) par ugp =1 et :

Unp,
n+1

Up+1 =1+

1. Montrer que pour tout entier n, 1 < u, < 2.

2. En déduire que u, tend vers 1 lorsque n tend vers
+00.

Exercice 6 Hok
On pose :
u = 2,
uy = 07
Uz = 77
Vn €N, upts 3Un41 — 2uy
On note :
0 1 0
M=10 01
-2 30

et on pose pour tout n € N :

Up,
Xn = Un4-1

Un+2

1. Pour tout entier naturel n, que vaut le produit
MX,,? En déduire X, en fonction de M et Xj.

2. Montrer que pour tout entier naturel n, la premiére
ligne de M™ est :

(%((72)” —6n+8) L((=2)"T14+3n42) L((=2)" +3n-— 1)) .
3. En déduire pour tout n entier naturel, I’expression

de u,, en fonction de n.

Exercice 7 *k

Soit (up) une suite définie par u; > 0 et pour tout n
entier naturel non nul, up11 = Y p_; .

1. Montrer que pour tout n € N*, wu,, > u;.

2. En déduire que pour tout n > 2, u, > ( Z;ll %) Ug.
3. Déterminer la limite de (uy,).
Exercice 8 * % %

Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :

1—
un:exp< ﬁ)—l, v =Vn2+1—nd3—n

1+n

. T n
wy, = sin (cos (— — —)) .
2 2n
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Exercice 9 * ok Kk ] Exercice 13 *ok
Soit (u,) une suite & termes positifs vérifiant que : Déterminer la nature des séries suivantes :
Un = Op—s+o00(y/N). On pose alors : too g oo .
u n o _ 4, 3 1> N )
U":(Urfn) e e S U e S A
Déterminer un équivalent de In(v,) puis en déduire la f <lnn)2 +Z°° (1 1 >”‘/ﬁ
limite de (vy,). n ) N ’
(vn) —\n — ny/n
E . +o00 1 +o00
xercice 10 * % % Z o In(2 — el/n)'
n=1T" " n=1
Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(x) = = +
In(x).
1. Prouver que f est une bijection strictement crois- Exercice 14 - Série-intégrale *x

sante de |0, +oo[ sur R.
On s’intéresse a la nature de la série de terme général

* 92 .
2. (a) Pour tout n de N* montrer que I’équation klzll’lk‘ pour k > 2.

z + Inx = n admet une unique solution que

I’on notera z,,. 1. Montrer que pour tout k > 2 :

(b) Calculer z;. Etudier la monotonie et la conver- k+1 1
dt < .
gence de (7). /k i S Tk
3. (a) Pour tout n de N*, comparer f(n) et n. En
déduire que z,, < n. 2. En déduire que pour tout n > 2 :
(b) Montrer que pour tout n de N*, n—Inn < x,,. nooy
(c) Déterminer limy, o0 %2 Tk > In(In(n + 1)) — In(In(2)).
=
2 Séries 3. Conclure.

4. Montrer que :
Exercice 11 * ]

n

1
~ In(In(n)).
Déterminer si les séries suivantes sont convergentes et le P klnk n—+oo (In(n))
cas échéant, calculer leurs sommes : B
+oo 32n+1 +oo +oo (_1)n
A= — B= ZnQ”_l, C= Z — Exercice 15 - Une série alternée **
n! n!
n=0 n=0 n=0
Too 1o Pour tout n € N*, on pose u, = D" On pose S, la
D= Z i et E = Z M somme partielle de la série de termeﬁénéral U
- n4n+1 - on+1 ° g n
n=0 n=0 1. La série de terme général u, est-elle absolument
convergente 7
Exercice 12 e ] 2. Montrer que les suites (S2;,)n>1 €t (S2n+1)n>0 sont
adjacentes.
Pour n € N, on pose un = gy 3. En déduire que Y u,, converge.
1. Montrer que la série Z:i% up converge.
2. Déterminer deux réels a et b tels que pour tout Exercice 16 *k
n€N: b
a 1
- 4~ _ (=nntin
un_n!+(n+1)! Pour n > 1, ON POSe Up = 53—
. oo 1. Déterminer deux réels a et b tels que pour tout
et en déduire la valeur de )~ uy. E>1 -
3. Montrer que la série de terme général (n? — 1)u, ; b
converge et calculer sa somme. __“ + )
4k2 -1 2k+1  2k-—1



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies TD1 - SUITES ET SERIES

2. En déduire que la série de terme général u,, converge 3. Pour n € N, on note :
et calculer sa somme.
“+o0o
Ry = Z (_1)kuk
[ Exercice 17 ok ] k=n+1
le reste de la série. En considérant séparément le
Pour tout entier k > 1, on pose uy, = In (1 4+ 2= ). i i i
= l,onp k k(k+3) cas n pair et le cas n impair, montrer que pour
1. Montrer que la série de terme général u; converge. tout n entier naturel :
2. En factorisant k(k + 3) + 2, déterminer une suite 0 < |Rn| < tuns1.

(Uk:)k:21 telle que ug = vgr1 — V.

3. En déduire la valeur de la série des uy.

Exercice 21 - Formule de Stirling x x %

Exercice 18 * % % ]

On veut montrer qu’il existe o € R% tel que n! ~
n—-+00

Soit o € R. Déterminer la nature des séries suivantes en vn ( )
fonction de « :

. Pour cela, on pose :

U :M et v :ln<un+1>
Zexp In(n Z\/ " n! " Up,

1. Montrer que v,

1
n—-+oo 12n2"

. En déduire que la série des v,, converge. Que peut-

2
Q 9
Exercice 19 - Constante d’Euler * kK ] on en déduire sur la suite (uy,)?

Pour n > 2, on pose : 3. Conclure.

1 n—1 s
u, = — +1In < ) : 3 Séries doubles
n n
1. Montrer que la série de terme général u,, converge, Exercice 22 ok
puis déterminer les sommes partielles de cette sé-
1 _1\n+mom
e La série double > -, ..~ (QT,Q converge-t-elle ?

2. En déduire qu’il existe une constante -y telle que :

Exercice 23 * * K

Z L +7+0n—>+oo(1)
Les séries doubles suivantes convergent-elles 7 Si oui, cal-
culer leurs sommes.

1 (—1)mnm
Z om+nm |’ Z mln ’

Donner un équivalent de > 7, %

Exercice 20 - Séries alternées * Kk x ] m>0,n>0 m>0,n>0

. . ) . n+m-—1
Soit (u,) une suite de réels positifs. On suppose que la E T
suite (u,) est décroissante et converge vers 0. On sou- m>1,n>0

haite montrer que la série 3120 (—1)"u,, converge.
Pour n € N, on note :

Exercice 24 * * K

n

B k
Sp = Z(—l) Uk Pour quelles valeurs de o la série double 0 <~y m
k=0 converge-t-elle 7

la somme partielle de la série.

1. Montrer que les suites (S2,) et (S2n41) sont adja-
centes.

2. En déduire que la série Y9 (—1)"u,, converge.
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4 Exercices de concours

[ Exercice 25 - QSP HEC 2008 * K hx ]

Répresenter dans le plan I’ensemble des points de coor-
données (a, b) tels que a > 0, b > 0 et la série de terme
général :

aTL

1407

Up —

soit convergente.

[ Exercice 26 - Oral ESCP 2018 * K Kok

On considére une suite (u,,) définie par :

ug > 0,
w2
YneN, upy1 = i
In(un)

Pour n € N, on pose v, =

2n
1. Montrer que pour tout n € N*, v,, est bien définie.

2. (a) Montrer que la série de terme général lng
converge.

(b) On pose donc :

+o0

Ink

7= —ZQT-
k=1

Montrer que la suite (v,,) converge. Exprimer
sa limite en fonction de ug et de o.

3. On suppose dans cette question que ug # e~ . Etu-
dier le comportement de (uy) lorsque n tend vers
+o00.

g

4. On suppose dans cette question que ug = e~ 7.

(a) Vérifier que pour tout n € N, on a :

“+o00

Ink
we- Yk

k=n+1

(b) En déduire, si elle existe, la limite de la suite
(up) quand n tend vers +o0.

[ Exercice 27 - QSP HEC 2014 * K *ok ]

Pour tout entier n > 1, on pose :
up =In(n) +aln(n + 1) + bln(n + 2).

1. Déterminer les réels a et b tels que la série de terme
général u,, soit convergente.

2. Calculer la somme de cette série.

Exercice 28 - QSP ESCP 2006 % * x *

1. Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique

yn € R% tel que In(y,) + yn = L

n
2. Montrer que la suite (yn)nen+ converge et si on
note £ sa limite, déterminer un équivalent de y,, —¥¢.

Exercice 29 - Oral HEC 2012 * % Kk Kk K

Soit (un)nen la suite réelle définie par ug =
tout n entier :

1 et pour

2n+ 2
U = ———Up.
ntl n+5 "

1. Ecrire une fonction Python ayant pour argument
un entier n et renvoyant » . _ uy.

2. Soit @ € R. On pose pour tout n € N* :

_ (n+1)%unt1

n
nuy,

Rappeler le développement limité a l’ordre
deux au voisinage de 0 de z — In(1 + z).

Montrer que :

1 5)
lnvn:(a+l)ln<1+> —ln(l—l—).
n 2n

Pour quelle valeur ap du réel « la série de
terme général Inv,, est-elle convergente ?

On considérera désormais le cas o = ay.

Expliciter ) ;_; In(vg) et en déduire qu’il existe
un réel strictement positif C' tel que :

C

Up ~ o
n—+oo N0

Qu’en déduit-on pour la série Y up ?
Justifier I'existence d’un réel strictement po-
sitif D (indépendant de n) tel que pour tout
neN:

n
k=0

3. (a) Etablir pour tout entier naturel n, la relation :

n+1 n+1 n

ZZkuk+3Zuk = QZkuk-l-Qiuk.
k=1 k=1 k=0 k=0

—+00

En déduire la valeur de ) '~ uy,.



