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TD1 - SUITES ET SERIES - CORRECTION

1 Suites

Exercice 1 *

1. Montrons par récurrence que pour tout n € N*, u, > 0.
On note pour tout n € N* :
H, : «up>0».
e Initialisation : Pour n =1, on a bien uw; > 0 par hypothése, donc H; est vérifiée.
e Hérédité : Soit n € N*. On suppose H,, vraie. Montrons H,,11.
Comme n > 1, n! > 1 et donc :

D’aprés 'hypothése de récurrence, u, > 0. Et donc :

1
Up+1 = Up X (1 — '> > 0.
~— 2n!
>0 ——_———

Donc H,, 41 est bien vérifiée.
‘Ainsi, pour tout n € N*, u, > 0. ‘

2. La suite (uy,) est donc minorée (par 0). Si on peut montrer que (u,) est décroissante, d’aprés le théoréme de
la limite monotone, on aura (u,) convergente.

Or, comme n > 1, on a :
1
0<1l-——<1

2n!
Or, (uy) étant strictement positive, on a “2£2 =1 — -1, Donc (u,,) est bien décroissante.

‘Et ainsi (uy,) converge. ‘

Exercice 2 *

1.Ona:n+1 ~ netvn3—2n+1 ~ ns. Donc, par quotient d’équivalents :

n—-+00 n—-+o00
1
" s teo \/’ﬁ
Comme L e 0, on a également :
\/ﬁ n—-+o0o
Uy — 0.
n—-+00

2. On a : "
() -)

Comme 0 < a < b, on a (%)n —— 0. Et donc :

n—+4o0o
a®—=b" ~  =b".
n—-4o00
De méme :
a®+b o~ b
n—-+o0o
Et donc :
_pn

—1.

n ~Y —_—
n—+oo bH" n—+oco
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3. On a : ) 1
ln(n—l—l)—ln(n)zln(l—}— — ) ~ =
n n—+00 N
~—
—0
n—-+oo
Puisque, vn?+1 ~ n, on adonc :
n—-+o00
2 1
n° x =
Wy, o~ oo~ 1.
n——+oo n n—-+oo
Et ainsi :
w, — 1
n——+oo
Exercice 3 *x
Attention ! Correction rapide. Ce n’est pas un modéle de rédaction.
1. Ona (-1)"= o (2") donc 2"+ (-1)" ~ 2" De méme, 3n+ (—1)""! ~ 3n. Donc u, ~ 2. Par
n——+o00 n—+00 n—+o0o n
croissance comparée,
2. —1 <sinn <1 Donc : —HLQ <, < H% Donc
3. wy, = Yn= nw = = exp (ln") Par croissance comparée, ln" — 0 donc
_ (=12 _ 2 2(n+2)
4wy = (g = exp (n—i—?)lnn—_H =exp((n+2)In|l—351). Or (n+2)In|1— nT—l ~ =S
—2. Donc |z, — €2
1 I 1 1 2 1 ) 1 1
5. cosﬁ =1- tho(—g). Comme S = 2(A—1/n)? 5.2 (1—1—7—1-0(7)), on a:cos g = l—52—
%—l— ( )Donc:cosl—cosn%_l—ng—i— ( )PUISyN’I’L2X — 0.
2
6. zp, = (cos%)n = eXp( 21ncos L ) Comme cosf — 1, lncos.l ~ cosf -1~ —5 L. Donc n%ncos% ~—1
et |z, — ﬁ
7. (=1)" = 0(3n?) donc 3n% + (—=1)" ~ 3n% Vn?2 +2 ~ n or In(n) = o(n). Donc vVn2 + 2 + In(n) ~ n. D’ou

3n

bn ~

~ 3n — +o0.

Exercice 4

*k

Avec k € N fixé, lorsque n — 400, pour n suffisamment grand, on a n
n J—
L) =

nin—1)(n—2) x

n!

kl(n — k)

Remarquons que cela peut s’écrire :

> k. On a donc, pour n suffisamment grand :

x(n—k:+1)'

()

- k!

Le terme du dénominateur est une constante. Le terme du numérateur est un polynéme en n de degré k. Il est

donc équivalent & son terme de plus haut degré lorsque n — +o0.

Ainsi :
n nk
k n—-+oo ﬁ ’

[ Exercice 5
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1. On procéde par récurrence.

e Initialisation : pour n = 0, on a ug = 1 qui est bien compris entre 1 et 2.
e Hérédité : Soit n € N. On suppose 1 < u, < 2. Montrons que 1 < upyq < 2.

Comme u, > 2,o0n a : n’j’;l > 0. D'ou :

Un
n+1
>0

un+1:1+ 21

Pour la seconde inégalité, distinguons deux cas :

(a) n>0.Sin>0,onan>1etdoncn+12>22>wu, Donc:

Et donc, |on a bien uy41 < 2.

(b) n = 0. L’argument précédent ne marche pas si n = 0 mais il suffit de vérifier ce cas a la main. On

a:
uo 1
U1 + 0+ 1 + 1
qui | est bien entre 1 et 2. ‘
Donc, la propriété est bien héréditaire.
2. (uy) est donc bornée. Ainsi :
Un o,
n+1 notoo
Et donc :
w1 =14 2T ot
~——
n—-+4oo 0

Les limites de (uy) et de (up+1) sont les mémes donc ‘ (uy) converge bien vers 1.

Exercice 6 *k

1. Soit n € N. On a :

0 1 0 Unp,
MX, = 0 0 1 Up+1
-2 3 0 Un+2
Un+1 Un+1
= Un 42 = | uns2 | | = Xny1.
—2Uyp, + 3Upi1 Un+3

On en déduit par une récurrence immédiate : | X,, = M" Xj.

2. Réfléchissons avant de nous lancer. On veut calculer la premiére ligne de M™. A priori, on va procéder par

récurrence (on va calculer M™H! & partir de M™). Il faudrait donc un moyen de calculer la premiére ligne de
M™! en connaissant uniquement la premiére de M™.
On peut penser a deux méthodes : soit on calcule M+t = M x M™, soit on calcule M™+! = M"™ x M. Dans
le premier cas, il va falloir connaitre la premiére ligne de M et toutes les colonnes de M™. Dans le second, en
revanche, on va avoir besoin de la premiére ligne de M™ et des colonnes de M. La deuxiéme méthode semble
meilleure.
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. Donc la premiére ligne est (1 0 O).

O = O
= O O

1
e Initialisation : pour n =0, ona M° = [0
0

Calculons par ailleurs :

(3((=2)"—6n+8) +((-2)""'+3n+2) $((-2)"+3n—1))
= (5((-2°-=6x04+8) (-2 +3x0+2) $((-2)°+3x0-1))
(1 0 0).

Donc la premiére ligne de MY est bien donnée par I’expression de I’énoncé.

e Hérédité : Soit n € N. On suppose que la premiére ligne de M™ est donnée par :

(5((=2)"—6n+8) ((-2)""'+3n+2) F(-2)"+3n-1)).

Montrons que la méme expression est valable pour la premiére ligne de M ntl
Pour cela remarquons que la premiére ligne de M™*! est la premiére ligne du produit M™ x M. Or cette
ligne est donnée par :
0
1
0
= (Z((-2)"+3n—1) §(-2)"—6n+8)+2((-2)"+3n—1) F((-2)"" +3n+2))
(=2 (=2)Bn—1)) §( 4 x(—=2"—6n+9n+8—-3) F((-2)"*!'+3n+2)
= —— ~~
=—6n+2 =(-2)? =3n+5
= (((=2" —6(n+1)+8) F((-2)"V 1 +3(n+1)+2) (2" +3(n+1)-1)).

0 1
(3((=2)"—6n+8) F((-2)""'+3n+2) $((-2)"+3n—-1))[ 0 0
3

Donc la propriété est bien héréditaire.

3. On remarque que u, est donnée par la premiére ligne de X,. Et X, est donnée par la premiére ligne de

M"™Xg. Donc :
ug
up = (§((=2)"=6n+8) $((-2)""+3n+2) H(-2)"+3n-1)) |u
Uz
2 n 1 n+1 7 n
= §((—2) —6n+8)+0x §((—2) +3n+2)+§((—2) +3n—1)
—12+421 16 -7
= (ot — e 2o S a1
9 9
Attention, on a ict identifié les matrices 1 X 1 et les réels.
[ Exercice 7 *k

1. Procédons par récurrence forte.

e Initialisation : Pour n = 1, on a bien m
e Hérédité : Soit n € N*. On suppose que pour tout k € [1,n], ug = u;. Montrons que u, 41 > uy.
Soit k € [1,n]. Comme uy > u; et comme u; > 0, on a ug > 0. Donc :

n

n
Ug Uq
un+1:E 7:U1+E 7>U1.

i=1 =2 "~
>0

La propriété est donc vérifié (au sens large pour uq, strictement & partir de us).
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2. Soitn>2.0na:

Zuy
n—1 n—1 n—1
U Ul 1
Uy = 7]6 = ? = ( k‘) Uuj.-
k=1 k=1 k=1
3. On a:
n—1
lim = +o00.
n—-+o0o

puisque c’est la somme partielle de la série harmonique.
Comme u1 > 0, on a donc :

Uy, — +00.
n—-+o0o

Exercice 8

* ) %
Attention ! Correction rapide. Ce n’est pas un modéle de rédaction.
1. Onal—/n~/netl+n~n.Donc 11_+\7/f~—ﬁ—>0. Or exp(zn) — 1 ~ 2y si z, — 0. Donc UnN—i~
2. Onavn2—1~mnet vVn3—n~n®2 Orn=o(n*?). Donc |v, ~ —n3/2.
3. On a cos (g — 2%) = sin . Par croissance comparée, 5 — 0, donc sin 55 ~ 57 — 0 et donc |wy, ~ 5
[ Exercice 9 * K K
On a: y
In(v,) =nln (1 + l) — Up,.
n
_ Un .
Comme u,, = n—>0+oo(\/ﬁ)’ ona & ——— 0. Donc :
nln(1+ui>= ﬁfl{un]ZwL 0 {u—nr :un*ﬁJr 0 u—% .
n 2Lln n—-+o0 n 2n  n—too \ n
D’ou :
2
u
In(v,) ~ —=2.
(vn) 2n
Comme u,, = THOJFOO(\/E), on a:
1
In(v,) = o — ] ——0.
n—+00 2] n—+oo
Ainsi :
v, = exp( In(v,) ) —— 1.
—— n—-+00
n—-+oo
[ Exercice 10 * K K

1. f est dérivable sur R*} comme somme de fonctions dérivables. On

) =14 &
f(:n)—1+x>0.

Donc ’ f est strictement croissante sur son domaine. ‘

De plus :
lim f(z) = —o0.

z—0t

a pour tout xz € RY :
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et :
|
lim f(z)= lim =z |1+ n(z) = +o0.
r——+00 x——+00 x€X
N——
—0

Avec ces limites, comme f est continue et strictement monotone, d’aprés le théoréme de la bijection,
‘ f est une bijection de R dans R. ‘

2. (a) Soit n € N*. On a donc n € R.

Comme f est une bijection de R* dans R, ‘ n admet un unique antécédent dans R* par f ‘ que l'on peut

noter x,.

(b) On résout :
z+1In(z) = 1.

On remarque que x = 1 est solution. Comme la solution est unique, on a :
Remarquons que x,, = f~1(n). Or f est bijection strictement croissante. Donc f~!, étant de méme mono-

tonie, est également strictement croissante. Ainsi|x,11 > =, ,c’est—a—dire‘ (z,) est strictement croissante.

De méme, comme z,, = f~!(n), on peut calculer :

lim z, = lim f!(n)=+oc.
n—+00 n—+00

3. (a) Soit n € N*. Calculons :
f(n) —n=n+1In(n) —n=In(n).

Comme n > 1, on a In(n) > 0 et donc M

Procédons par équivalence :

fin) = m
< fHf(n) = f'(n) (car f~! est une bijection croissante)
S

(b) Procédons par équivalence. Soit n € N*. On a :

n—Inn < z,
< f(n—Ilnn) < z,
< n—1In(n)+In(n —In(n)) < n
< In(n —1In(n)) < In(n)

La derniére inégalité est vraie par croissance du logarithme et positivité de In(n). Donc, on a bien :

‘n—ln(n) < :nn‘

(¢) On a donc I'encadrement n —Inn < x,, < n. En divisant par n, on obtient :

Inn T
1- — <=2 <L1L
n n

~—

—0

n—-+oo

Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes :

. T
lim =% =1

n—+oo N

Dit autrement, [z, ~ n.
n—-4o00
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2 Séries

[ Exercice 11 *

Attention ! Correction rapide. Ce n’est pas un modéle de rédaction.

A 2n-+1 32 n
1. Sous réserve de convergence, >, %9 3 T =3 e ( n,)

et [ A = 50"

. Série géométrique dérivée mais de raison supérieure a 1. n2"~ oo donc | grossiérement divergente.
2. S t d d 1.n2" 1 5 400 d t d t

qui est la série exponentielle. Donc la série converge

3.|C =el.
. n n—1 L . . L L .
4. Sous réserve de convergence, D = :i% n 43 T = 1% :{S n (%) . Série géométrique dérivée de raison
entre —1 et 1 (strictement). Donc |D = & x —L = 3.
(1-3)
. -1 n—2 .
5. Sous réserve de convergence, E = > %0 % =313 n(n—1)(3)" " qui converge.
Et donc E:éx 213:2.
-3
(1-2)
Exercice 12 *x

1. Pourn > 1, 0on a:

n 1 " 1 < 1
Up, = = :
m+1)! n+1 (-1 (n—1)!
——
<1

Par comparaison de séries a termes positifs, |la série > u,, converge.

2. Calculons pour a,b € R :

L b aln+1)+0b
n!l  (n+1)! (n+1)
Doncsia=1letb=—1":
1 ~1 (n+1)—1 n

AT D) el (el

On en déduit :

n=0 n=0
SIS I
- nl (n+1)!
—nl = (n+1)
(car les deux sommes convergent)
+oo 1
- or Z (n")!
n/=1
R T

3. On a:
9 n 0 sin=0oun=1

-1 = Hn—-1)——— = .

(n )un (n+ )(n )(n+1>! { ﬁ sin>2
Donc, la convergence est évidente et :

“+o0o +0o0 1 [e¢) 1

(n? — 1)u, = —_— = =e.
2= S w —




Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies TD1 - SUITES ET SERIES - CORRECTION

Exercice 13 *k

Attention ! Correction rapide. Ce n’est pas un modéle de rédaction.

1. % ~ Z—Z ~ l. Par équivalence de série a termes positifs, |la série ;tioo m diverge.
2. n3 +n1+2 ‘ = g;fl 2. Par équivalence de séries a termes positifs, la série des valeurs absolues converge

et donc :{2% % converge absolument donc converge.

2
3. n3 (lnT”) = (lf/@ — 0 donc (ln”) est négligeable devant —5 qui est le terme général d’une série convergente.
n?
Par négligeabilité, :3 (th”)Q converge absolument donc converge.
nn 1 1 1 1
4. (1_W) exp(n\f n{l—TD Or ny/n n[l—\—r} = ny/n —n—\/ﬁ—l—n_g_oo(m) = -1+
s £ . . 1 nyn -1

n%(jroo(l) — —1. Par composition avec une fonction continue, (1 — m) —e " #0.

Donc ’ la série diverge grossiérement. ‘
5. nx 1w — _ln(n) 1D 11t d scival de séries & t stif

S MX i =nTn =exp - - Done —r ~ o et donc par équivalence de séries & termes positifs,
——
—0
oo 1
n=1 I diverge
6. n(2—e/") =In(1+ (1 —e/™) ~ 1 —el/m ~ —1._ Par équivalence de séries a termes de signes constants,
N——
—0

la série > In(2 — e/™) diverge.
Exercice 14 - Série-intégrale ok
1. La fonction ¢ — 7 est décroissante. Donc pour k > 2 fixé, et pour tout t € [k, k + 1], on a :

1 < 1
S klnk’
Par croissance de 'intégrale, on obtient :
k1 g k+1 1
—dt < dt = .
/k tint \/k klnk klnk

2. On somme l'inégalité précédente :

—dt < —_
2 k th’lt 2 k’ In k’
Avec la relation de Chasles, on obtient :

n

k‘+1 1 n+1 1
S = [ e
r tint 9 tint

k=2

De plus, une primitive de ¢ — L~ est ¢ — In(In(t)) (on reconnait la forme % o u est la fonction logarithme).

Donc :

n+1
/ —dt In(In(n + 1)) — In(In(2)).
2

tint

Et ainsi, on a bien :

In(In(n + 1)) — In(In(2)) < ]{3111/{7'

k=2
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3. Comme :

In(In(n 4+ 1)) — In(In(2)) —— +o0

par comparaison, la suite des sommes partielles Y, _, kl—ik tend vers +o00. Donc

n—-+o00

L. 1 .
la série des 77— diverge.

4. Pour trouver un équivalent, il nous faudrait un encadrement. Comme précédemment, on montre :

Puis :

On a donc ’encadrement :

I | 1
dt > )
1 tint klnk

1

= klnk

< In(In(n)) — In(In(2)).

On a commencé la somme a 3 pour éviter In(In(1)) qui n’est pas défini

In(In(n + 1)) —In(In(2)) <

k1
k=2

=}
o

On divise tout par In(In(n)) :

(e +1)  W(n(@) _ Sis gy

— ln(ln(Q)) + 215(2)

In(In(n))
constante
In(In(n))

In(In(n + 1))
In(In(n))

Les termes de la forme

- 1+

<14+

In(ln(n)) = In(In(n)) In(In(n))
g =0

tendent clairement vers 0. Il reste a traiter le terme suviant :

(In(n(1+1/n))) _ In(ln(n) + In(1 4+ 1/n))
In(In(n)) In(In(n))
(In(n)(1 +In(1 4+ 1/n)/In(n)))
In(In(n))
In(1+In(1+1/n)/In(n))
In(In(n))

In
In

Ouf! Comme on ne peut pas composer avec des équivalents, on cherche ici a factoriser systématiquement
par le terme dominant et utiliser la propriété de morphisme du logarithme pour le faire sortir. On peut

maintenant conclure.

Onal+1/n— 1doncIn(l+1/n)— 0. Donc :

D’ou :

D’aprés le théoréme des gendarmes, on a donc limy, 4

lim 1+1In(1+1/n)/In(n) = 1.

n——+00
In(In(n +1)) 1
n~+oo  In(In(n))
S EE

W =1lc est-a—dlre .

~ In(In(n)).

n—+oo

"1
gklnk

Exercice 15 - Une série alternée

1. Non (critére de Riemann).

2. Montrons que (Sa,) et (S2n+1) sont adjacentes :
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e Décroissance de (S2;,) : Soit n > 1. On a :

2(n+1)

So(ny1) — Son = Z
k=1
(_1)2n+2 ( 1)2n+1

Van+2  V2n+1
1 1
— <
V2n+2 V2n+1

(—1)*

Donc ’ (San) est (strictement) décroissante. ‘

e Croissance de (S2,+1) : Soit n > 1. De maniére similaire, on a :

1 1
Sain -5 =— + > 0.
2t Tl T e 3 V2t 2

Donc ’ (San+1) est (strictement) croissante. ‘

e Limite de Sgn — SQTH_l :Omn a:

(_1)2n+1 _ 1

S2n = Sz+1 = = V2n+1  2nf1 notoo 0

Les suites sont donc bien adjacentes.

3. Comme (S2,) et (S2,+1) sont adjacentes, elles ont une limite réelle commune. Comme, de plus, il s’agit des
termes pairs et impairs de la suite des sommes partielles, la suite des sommes partielles a, & son tour, cette
méme limite.

Donc | 3% w,, converge.
Exercice 16 Hx

1. Pour k£ > 1 et a,b € R, on calcule :

o b a(k—1)+b2k+1) 2k(a+b)+(b—a)
2k+1 2k—1  (2k+1)(2k—-1) 4k — 1 ‘

1l suffit donc de prendre a + b = % et b—a =0, c’est-a-dire a = b = i pour avoir :

k
T ARz

| N

1
4
2k +1 2k:

2. On a donc, sous réserve de convergence :
too (_1)n+1

+00 n
;U“’ = 2 heod

B Ji:’o(l)n—kl 1 N 1
- 4 n+1 2n—1

i
B (_1)(n+1)+1 (_1)n+1
- nzl <_4(2(n +1)—1) * 4(2n — 1)) ‘

C’est une somme télescopique. En passant aux sommes partielles, on a :

(n+1)+ (_1)n+1 1 ( N+2
2:: n+1) D aen-n T 12 4 ((N+1)—1)

_ 1 (=N

N 12 8N +4

——
—0

1
N—~+oc0 E

10
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Donc la série converge et :

=
= 12
[ Exercice 17 *x
1. On a:
2 2 2

i+ —2 | ~ . 2
U =T T 3) | e B 1 3) koo K2
—_———

k—+oo

La série Zz;xi % converge (critére de Riemann) et par équivalence de séries a termes positifs,

>335 uy converge également.

2. Comme k = —1 est une racine évidente du polynoéme suivant, on a pour tout k > 1 :

k(k+3)+2=k+3k+2=(k+1)(k+2).

- 1n<1+k(;+3)> Zln<w>

n(Mats ) i) (),

~~

=Vk+41 =V

On calcule alors :

3. Calculons les sommes partielles. Pour n > 1, on a :

n n 2 n
;’U,k = 1n<1+k<k+3)>:2(vk+l—vk)

k=1 =1
| n+1 | 1
= Upy1— V1 =1n —In—
il ! n+3 3
3n+3
= In
n+3
Et donc, puisque la série converge :
+oo
3 3
Zuk— lim In nt =1In3
n—-+oo n
k=1
[ Exercice 18 * Kk x

1. 3219 exp(—1In(n)®).
Commengons par remarquer que pour « = 1, on a :

+0oo +oo 1
Y exp(=In(n)) = > -
n=1 n=1

qui est clairement divergente. Cela peut suggérer que @ = 1 est un point de bascule. Par tons de cette
intuition :

11
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e Cas a > 1. Montrons que la série converge.

On a :
n? exp(~In(n)?) = exp (2In(n) — In(n)*) = exp | In(n) {2~ I(n)* ! | [ ——0.
N—_—— n—+400
n—+oo oo
n—-+oo -
D’ou :

exp(~In(m)") = o (;) |

Et donc par négligeabilité, ‘la série est absolument convergente (donc convergente) ‘ pour o > 1.

e Cas a = 1. Déja traité. | La série diverge. ‘

e Cas a < 1. Dans ce cas, calculons :

1
exp(—nw = exp (—In(n) +In(n)*) = exp | In(n) |In(n)*! -1 — 0.

n—-+oo

D’ou : )

— = -1 ).

Lo o (ep(- ()
Donc si la série convergeait, par négligeabilité, la série harmonique convergerait aussi. Or ce n’est pas
le cas. Donc ‘ la série diverge‘ pour o < 1.

2. Yre Ven™ — 1.

e Cas a > 0. Commencons par remarquer que pour « > 0, on a e —1 —+> 400 et donc
n—-+0o0o

‘la série diverge (trés) grossiérement. ‘

e Cas a = 0. De maniére similaire, /e"” — 1 = /e — 1 # 0 et donc ‘la série diverge grossiérement.
e Cas a<0.0Ona:

" —1=14n"+ o (n%—1.

n—-+oo

« . . -
Donc € —1 ~ n® On peut alors passer a la racine, en ne la considérant non pas comme une

n—-+oo
fonction, mais comme 1’élévation & la puissance

N=

. On a donc :

[N]})

e —1 ~ n
n—-+oo

Les termes sont positifs. On peut donc distinguer deux cas.

(a) ‘Si a < —2; alors la série converge. ‘

(b) ‘Sinon, la série diverge.

Les deux cas se déduisent du critére du Riemann.

Exercice 19 - Constante d’Euler * * *

12
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1. Faisons un développement limité de u,, pour n — +oc :

1 <n—1>
U, = —+In
n n

1

Ainsi |u, ~ 5=.|Par équivalence de séries a termes positifs, ‘la série des uy, converge‘ (critére de Rie-

n—+0o 2n?

mann).
De plus, pour N > 2, on a :

N N N

N
Zun = Z % + Z(ln(n —1)—In(n)) = Z

n=2 n=2 n=2

+1In(1) — In(N).
=

S|

2. Comme la série des u, converge, on en déduit qu’il existe une constante o € R telle que :

N

E Uy ——— .
2 N—+o00

n—

Avec ce qui précéde, on peut écrire :

1
)R 1) S —
n N—+o00
n=2
que 'on peut encore écrire :
N
Y ——I(N)-a=_o (1).
2 n N—+4o00

n

1
Zf =In(n)+a+1+ o (1)
=1 k R:,—/v n—+00

En divisant par In(n), on obtient :

>t v
=R =14+ —— 1/1 —1
In(n) + In(n) +n—>qi-oo( /In(n)) n—+o00

c’est-a-dire :

=1
Z Tl In(n).
k=1

Exercice 20 - Séries alternées

* Kk ok

1. Vérifions les trois points de la définition d’adjacence :

e Décroissance de (S2,). Pour tout n € N, on a :

So(ng1) — So2n = Z (—1)Fup — Z(_l)kuk
k=0 k=0

— (_1)2n+1u2n+1+(_1)2n+2u2n+2

= Ugpt+2 — U2nt1 < O (décroissance de (uy,))

Donc ’ (Sop,) est décroissante.

13
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e Croissance de (S2,+1). De méme, pour tout n € N, on a :

2(n+1)+1 2n+1
So(nt1)41 — Son1 = Z (—1)Fuy, — Z (—1)Fuy,
k=0 k=0

= (=) ugy o + (1) Bug, i3

= Ugpt2 — Uap+3 = 0 (décroissance de (uy,))

Donc ’ (Son+1) est croissante.

e Limite de Sy,+1 — S2;,. On a pour tout n € N :

2n+1 2n
Sonir =S = Y (=DFup = (=1)Fux
k=0 k=0
_ (_1)2n+1u2n+1 :_H__oo> 0.

Donc S2n+1 — Sgn —— 0.
n—-+oo

‘Les suites (S2,) et (S2,,41) sont bien adjacentes. ‘

2. Comme (S2,) et (S2,+1) sont adjacentes, elles ont une limite réelle commune. Comme, de plus, il s’agit des
termes pairs et impairs de la suite des sommes partielles, la suite des sommes partielles a, & son tour, cette
méme limite.

Donc | la série 7% (—1)"u,, converge.

3. Soit n € N. La série R, est bien convergente, puisque c’est le reste d’une série convergente.
e Cas n impair.
L, . . . N k
Comme la série R, converge, la suite des sommes partielles (};_, . ;(—1)"ux)n converge (vers R;).

Notons cette suite (vy)y. En particulier, la sous-suite des termes pairs (von )y converge également vers
R,,. Etudions cette sous-suite.

On a:
2N 2N
VaN = Z (—D)Fup = (1" i + Z (—1)*u.
k=n+1 -1 k=n+2

En regroupant les termes deux & deux dans la derniére somme, on obtient :

N
VaN = Upt1 + E (ugp — gk —1) < Ugy1-
N————
K=ng2 <0
Par passage a la limite, on obtient :
Ry < upqq.

Si on étudie la suite (vony1), et si on rassemble les termes deux a deux, on obtient plutot :

N
VaN41 = § (ugr — ugp41) = 0.
————
k/:nz»l 20

En passant & la limite, on obtient :
R, 2 0.

Et donc on a bien :

‘0 <Ryl < un—i—l-‘

e Cas n pair.
On procéde de méme en faisant attention aux signes qui font apparaitre la valeur absolue.

Exercice 21 - Formule de Stirling * K Kk

14
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1. Commencons par calculer un peu, avec n € N fixé :

VarI(nE )t

U?’L+1> —In w

n!

(
_ IDE n! mxmﬂ)nﬂ e”)

X X
(n+1)! vn nn entl

1 1 1\" 1
XA\[l+—=x(n+1)x14+—] xe
n+1 n n
1\""2 1 1
= In <1—|—> x e ! :<n—|—)ln<1+>—1.
n 2 n

On y voit plus clair. Comme on a une différence, les équivalents ne semblent pas adaptés. Faisons donc un

développement limité. Pour voir apparaitre du %, il faut au moins aller a l'ordre 3 (& cause du n devant).

C’est parti :

+ 1 1 1+ 1 1 + ! L L + 1 + ! 1
n+=|ln — -1 = (n+=)[-—-—+—7 0 =] -
2 n 2 n  2n?2  3nd3  notoo \ nd

1 1 1 1
R T e (m) e T e <nQ>

et cela prouve bien le résultat attendu.

2. Par comparaison de séries de terme général positif (au voisinage de +00), la série des v, est de la méme

ﬁ qui est convergente par critére de Riemann.

Maintenant, remarquons que pour N € N fixé :

nature que la série des

N N
> vn=> (In(unt1) — In(un)) = In(uny1) — In(uo).
n=0 n=0
que 'on peut réécrire :
N-1
In(uy) = Y vn + In(up).
n=0

Ainsi si la série des v, converge, alors la suite (In(uy))yen converge également.

Et par composition par une fonction continue (exp), ‘la suite (uy) converge également.

3. On vient de montrer qu’il existe 5 € R tel que :

n! n—+o0o

%, on aura le résultat attendu.

Il suffit de montrer que 8 > 0. Alors, en posant o =
On a déja montré que (In(uy,)) converge. Il existe donc ~ tel que In(uy,) — Par composition par une
fonction continue, on a :

uy, = exp(In(uy,)) — exp(y) > 0.
Donc, par unicité de la limite, 8 > 0 et on a bien la conclusion attendue, a savoir :

il exi R% tel I~ n)",
il existe a € R% tel que n et ay/n (2)

3 Séries doubles

Exercice 22 *k

La seule notion de convergence que nous avons vu pour une série double est la notion de famille sommable qui est
I’équivalent de la convergence absolue.
On se pose donc la question suivante :

15
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=3 2% converge ? »
- n>1,m>0 nxm! ge !

Utilisons le théoréme de Fubini. TI faut et il suffit que >

+oo +oo 2m
n=1 m=0 nxm!

On a clairement :

« La série double 3, ;<

(_1)n+m2m
nxm!

0 nx ; converge absolument pour tout n puis que

; converge a son tour.

X gm 1,
E = —e”.
nxm! n

m=0

En revanche, la série harmonique ne converge pas et donc ‘la série double ne converge pas|non plus.

Exercice 23 * K %

Attention ! Correction rapide. Ce n’est pas un modéle de rédaction.

“+o00
m=0 Qmm' -

1. :ﬁ% 2% = _#% = 2 (absolument convergente). — %3 (absolument convergente). En appliquant

1

. - 1
le théoréme de Fubini, la série double converge et | > < <o W = 2e2.

2. Sk (_l,r)nﬂ = ™" (absolument convergente). En revanche, 00 S+ ’ = 0, e diverge.

Donc ’ la série double n’est pas sommable. ‘

3. Sommons avec les paquets n +m = k. On a Zn 0 2;1 = kél; 2) (termes positifs). Et Zz“{ kélz 21 est une
série géométrique dérivée convergente. Donc la série double converge et [ Y~ ~q ;‘T‘,fffl,% = i 21)3 = 16.
- - —§
Exercice 24 * kK

On va appliquer le théoréme de Fubini de sommations par paquets. On va, pour simplifier les calculs, utiliser les
paquets m 4+ n = k. Dit autrement, au lieu de sommer sur m et sur n séparément, on va sommer sur toutes les k
possibles puis on va sommer sur toutes les possibilités de m et n qui donnent m + n = k.

Concrétement, on commence par regarder pour k fixé :

-1
Z (m_|_n Z koc: ko

m-+n=~k m+n=~k

Les termes étant tous positifs, la convergence absolue et la convergence sont équivalentes. Et il y a tout simplement
un nombre finie de possibilités pour met n:den=1ak—1avecm=k—14a 1.
Maintenant considérons :
“+00
k—1
ko

k=2

Les termes sont encore une fois positifs donc pas la peine de s’inquiéter de la convergence absolue. On a : kkal ~ kal—l .

Par équivalence de séries a termes positifs, la série converge si et seulement si & — 1 > 1 (critére de Riemann)
c-est-a-dire si et seulement si o > 2.

Donc d’aprés le théoréme de Fubini, | la série double Zmzl,nzl W

est sommable si et seulement si o > 2.

4 Exercices de concours

[ Exercice 25 - QSP HEC 2008 * %k ok ]

Il est naturel de chercher un équivalent wu,,. L’équivalent va d’abord dépendre de I'importance relative entre 1 et
b" et donc de la position relative de 1 et b. On distingue donc trois cas :

16
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e Cas b>1.Danscecas 1+ b" ~ b" et donc :
a” a\”™
o (O
n—+oo P n—4oco \ b

La série de terme général (%)n est une série géométrique. Elle est donc convergente si et seulement si
—1 < 3 <1 et donc, comme a >0 et b> 0, si et seulement si a < b.

e Cas b= 1. Dans ce cas :

a
(up) est une suite géométrique. Sa somme converge si et seulement si a < 1 (puisque a > 0).
e Cas b < 1. Dans ce cas :
an
n

a .

n Iav) —_— ~Y
n—+oco 1 n—+4oo

La série de terme général a' est une série géométrique. Elle est donc convergente si et seulement si —1 < a < 1

et donc, comme a > 0, si et seulement si a < 1.

Dans le plan, cela donne :

11!’

La partie hachurée correspond a la zone de convergence et les limites en pointillés sont exclues.

* K kK

Exercice 26 - Oral ESCP 2018

1. (uyp) est clairement bien définie par récurrence. Pour (v,,), il faut s’assurer que u, > 0 pour tout n € N.

e Initialisation : On a bien ug > 0 par hypothése.
e Hérédité : Soit n € N. On suppose u, > 0. On a :

2
Un

> 0.
n—+1

Up4+1 =

Donc ’ la suite (v,,) est bien définie. ‘

2. (a) Ona:

mk_lk 1 (1
28R ke | (2R
0
—>

Or la série de terme général —; est une série (positive) géométrique convergente. Donc par négligeabilité,

la série 3127 lg—kk converge | (et méme absolument).

(b) Soit k€ N. On a :

CIn(upn) WMoy In(w) (a4 1) In(n + 1)
Ukl = "okt T 9k+l . ok okl Uk T Toky1

17
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In(n+1)

Ainsi vy —vp = — ohr1- €t en sommant :
n n
In(k+1)
Unp1— w0 = (kg1 —vg) = — YEs
In(ug) k=0 k=0
i
qui donne finalement pour n € N* :
n
In(k)
vp, = In(ug) — ok
k=1

En faisant tendre n vers +o00, on obtient la convergence de (v,) (comme somme) et :

ngrfoo vy, = In(ug) + 0.

3. On a:
n
uy = €2 U,

Donc si ug # e~ 7, alors v, # 0. On se retrouve uniquement avec des formes déterminées.

° Siu0>e_0alorsvn—>€>Oet
e Siug<e® alorsvn—>€’<Oet

4. (a) e Initialisation : On suppose ici que uy = e~ 7. Ainsi :

X Ink
Vo = ln(uo) = —0 = Z 27
k=1
Donc la propriété est vérifiée pour n = 0.
e Hérédité : Soit n € N. On suppose que v, Z,LOZH lng On a alors, avec les calculs déja fait

précédemment :

In(n+1) <X Ik In+1) X Ink
Uil =V m e = D SR T gt = X b
k=n+1 k=n+2

Par récurrence, la propriété est vérifiée pour tout n € N.
(b) On a:

X Ik
QnUn - 27’1 Z 27

k=n-+2

& Ik

- Z 2k—n
k=n+2

=X In(K + n)
Z oK’

k'=2

Attention! On ne peut pas prendre la limite & ce stade car il y a du n dans le terme général de la
série. Cherchons & le faire sortir. On a, sous réserve de convergence :

k/
D Xh(e[1+f])
e D D
k'=2 k'=2
t ;. txn (1 i %)
- w0 Y g Y
k=2 k=2

18
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La premiére série est géométrique et donc converge. La seconde converge nécessairement comme diffé-
rence des deux autres. Remarquons seulement que :

+oo Ip (1—1—%)

2]4;’ > 0.
k'=2
Ainsi :
+00
n
>
2"v, = In(n) Z D A +o0

D’ou finalement :

Exercice 27 - QSP HEC 2014 * K Kk

1. On a:

u, = In(n)+aln(n+1)+bdln(n+2)

e an (o (14 2)) +om (o (1+2))

1 2
(1+a—|—b)ln(n)—|—aln<1+n> +bln<1—|—n>

1 1 1 2 22 1
= “*“*bﬂn(n”“(n‘w*nﬁw <n2>> “’(n‘w*nﬁw <nz>)
a+2b a+4b (1)

= (I14+a+0b)In(n)+

o

n 2n2 n—+oo \ n2

Donc si 1 4+ a+ b # 0, la série de terme général u,, diverge grossiérement. Si 1 +a 4+ b = 0, alors il y a deux
possibilités :

e a+ 2b # 0. Dans ce cas, u, ~ ‘”;L% qui est de signe constant et le terme général d’une série divergente
(harmonique).

e o+ 2b = 0. Dans ce cas, u, ~ “;:éb

avec la résolution qui suit) qui est de signe constant et le terme général d’une série convergente (critére

de Riemann).

(a condition que a + 4b # 0 ce qu’on peut facilement vérifier que

Ainsi ) uy, est convergente si et seulement si 1 +a+b =0 et a 4+ 2b = 0. On résout :

l+a+b = 0 o 1-2b+b = 0 o b =1
a+2 = 0 a = —2b a = —2

Donc ’ la série converge uniquement pour (a,b) = (—2,1). ‘

2. Dans ce cas, on a :

“+oo

+00
Zun = Z (In(n) —2In(n + 1) + In(n + 2))
n=1

n=1
N n—l—l

= n n—+1
= Z In —1In .
n+1 n+ 2

n=1

C’est une série télescopique. En passant aux sommes partielles, on a :

n n+1 1 N+1 N+2
- ~1 —In-—In ~In ~In2.
Z“” Z( n+1 nn—|—2) BTN T2 T M aN 12 Mo

n=1

19
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Donc :

+oo
Z Up = — In 2.
n=1

Exercice 28 - QSP ESCP 2006 * Kk kK X

1. La fonction f:x — In(x) 4+ = est dérivable sur R%. On a pour z € R :

1
fll)==+1>0.

x
Donc f est strictement croissante sur R*.
De plus, f(z) P +oo et f(z) — —00. Comme f est continue sur R% (car dérivable) et strictement

T—+00 z—0

croissante, avec les limites précédentes et d’aprés le théoréme de la bijection, f est une bijection strictement
croissante de R’ sur R.

: 1 1 . - . .
Soit donc n € N*. Comme - € R, ~ admet un unique antécédent par f. Il y a donc bien un unique y, € R*
tel que :

1
ln(yn) +Yn = —
n

2. La suite des y,, est une suite de réels (strictement) positifs. Elle est donc minorée. Pour montrer la convergence
de cette suite, il est donc naturel d’étudier les variations de cette suite.
D’aprés ce qui précéde, y, = f! (%) Or f=! a les mémes variations que f, donc f~! est (strictement)
croissante. Ainsi :

1 1 1 1
< le->— o 2> — ) ey, > .

Comme n < n+ 1, on a bien ¥, > y,+1 et donc ‘ (yn) est décroissante. ‘

Comme (y,,) est décroissante et minorée (par 0), ‘la suite (y,) converge vers une limite réelle, | notons-la ¢.

Remarquons également que :

lim gy, = lim f! <1> = lim f~Y(z) = f"10)

n—4o00 n—-+00 n z—0t
puisque f~! est continue (d’aprés le théoréme de la bijection). On a donc :
t=f710)
et donc en appliquant f, f(¢) = 0, c’est-a-dire :
In(¢) + ¢ = 0.

On a désormais une expression algébrique manipulable pour .

On en déduit : )
In(yn) + yn — In(l) — £ = e

Donc :

1 n 1 n -
yn—gz—lny:—h’l<1+y f £>

n l n
Or, on sait que y, — £, on peut donc faire un développement limité. On a :

1 y, =/

o
n 14 n—+00

Et aprés quelques opérations algébriques :

¢
m—yn—f‘?nﬁaw(yn—@-

20
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C’est dans le sens inverse par rapport & d’habitude, mais ¢a se lit bien :

¢
(14 0)n n—+toc

yn_f-

Exercice 29 - Oral HEC 2012 * % Kk Kk k

1.
1 |def somme(n):
u-=1

in range(0,n):

(2%i+2)/(2%xi+5)*u
S =S +u

return S

w0
1
(T T =

La boucle va de 0 inclus a n exclu. En effet, on rajoute uniquement les n — 1 derniers termes apres

Uinitialisation. Et il est naturel de compter o partir de O car la formule de calcul de un11 utilise le terme
précédent.

2. (a) On a:

(b) Soit n € N*. On a :
1)%u, 1 .
Inv, = hl<(n—+(3u+1> =:a1n_<n"+ >_+1n_(u +1>
nuy, n Up,
= aln<1+1>+1n<2n+2>
n 2n+5
1 1 2n+5
= DIn{14+—)—-In{1+—-) -1
crim{ieg) n(te) (o)
(2n+5)(n+1)
= 1
o+ )n( > < 2nn+1 )
1
= (a—l—l)ln(l > ln<n+5> (a—l—l)ln( >—ln<1+25>_
n
Faisons un développement limité :
1 1 1 5 25 1
Iva) = (a+1) <n BT (nz» - (zn “ 8 Tl (M))
(e B L (B ey (L
N “ 2 n 8 2 n2 nﬁo+oo n2
N A U I B Y
- @ 2 n 8 n2 n—gl—oo n2 )

3
. a—3 P . . .
Donc si a — % # 0 alors In(v,) ~ —2 est donc la série diverge. Si au contraire, o — % = 0, alors

In(vy,) ~ 218;;10‘ (puisque le numérateur est alors non nul) et la série converge.

Donc la série converge pour la valeur |ag = %

(c) On a:

n

Z In(vg) = Z(ln((k + 1) %upy1) — In(k“ug))
k=1

k=1

:1mm+n%wg—mMyﬂmm+n%Mg—m%
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Pour a = «ay, la série des In(vg) converge. Notons :

+oo
Zln(vk) =/.
k=1

On a donc : 5
In(n*uy) —In - —— 4.
5 n—+4oo
Décaler lindice de 1 ne change pas la limite.
Et donc :

2
n*u, — exp <£ + In > ,
n——4o00 5

ce qui peut se réécrire :

C
n——+oo N0

avec | C' = %eﬁ.

Par équivalence de séries a termes positifs et critére de Riemann (ag = %), > uy, converge.

(d) D’aprés ce qui précede, (k®uy) converge et donc est bornée. On en déduit en particulier qu’il existe
M € R tel que :

vk € N*, kuy, <

Ainsi :

k=0 k=1 k=1
Pour majorer la somme des ﬁ faisons une comparaison série-intégrale.

La fonction ¢ — % est décroissante. Donc pour t € [k — 1,k[, on a :

Ainsi par croissance de l'intégrale :
[ Lo
1Vt VE

n n

ndt /k 1 1
— = —dt=) —.
/1 Vit ; k—1 V't =k

2yn—2>

En sommant :

et donc, aprés intégration :

3

==

ol

=2

On rajoute le premier terme manquant (qui avait été enlevé pour éviter une division par 0) :

1
2vn—12> —.
P

On a finalement :

avec | D = 2M.|
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3. (a) D’aprés la relation de récurrence de (uy), on a : (2k 4+ 5)ug+1 = (2k + 2)uy. Ainsi :

n+1 n+1 n+1 n
2 Z kuy, + 3 Z up = 2(2]6 + 3)uk = Z (2](3, + 5)uk/+1
k=1 k=1 k=1 k=0
n n n
= ) @K +2Qup| =2 kup +2> u.
k'=0 k=0 k=0

(b) Reprenons la relation précédente :

n+1 n+1 n n
2Zkuk+32uk = 2Zkuk+22uk
k=1 k=1 k=0 k=0
n+1 n+1 n

@QZkuk+3Zuk—22kuk—2iuk = 0
k=1 k=1 k=0 k=0

n
<:>2(n+1)un+1—2><0><u0+2uk+3un+1—2 upg = 0
k=1 -1

n
& @2n+5un1 —2+ > u = 0
k=1

54 Zuk = 2- (2n+ 5)un+1

> u = 3—(2n+5)unt1.

Or u, ~ 5 Donc (2n + 5)un41 — 0. Dot :

n?2
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