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TD2 - VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES - CORRECTION

1 Séries doubles

Exercice 1 *k

Appliquons le théoréme de Fubini. Il suffit que :

2’ 400 1

e pour tout 7 > j=2 77 converge et

o« 1% <Z+°° %) converge.

On n’a pas besoin des valeurs absolues puisque tous les termes sont positifs.

On a pouri > 2 :
i 211 i —1)

=2

puisque 0 < % < 1. Et on reconnait le terme général d’une série télescopique puisque, pour N > 2

N o= Yoo S AN | 1
2 il :Zi(i—l)zz(i—1i>:1

: : : : N
=2 \ j=2 =2 =2 ~—~
N—+oco
D’oi | la série double converge‘ et :
“+o0o +0o0
1
)D)IET
2J
i=2 j=2
2 Lois usuelles et formalisme
Exercice 2 *

1. Pour N € N* on a:

w3 =S (k) =1
" ot (n+1) —\n n+l N+1 Notoo

-‘r ot +o00

Donc la série _] Up converge n_q Un = 1.

2. X admet une espérance si et seulement si Z;:g nlP(X = n) converge absolument. On a :

—+00 —+00

=2 n 1 =
DPX =m =) e = S T
n=1 n=1 n=1 n’'=2

qui est la série harmonique divergente. Donc ‘X n’admet pas d’espérance. ‘

‘ A fortiori, X n’admet pas de variance. ‘

Pour v X, on applique le théoréme de transfert. v X admet une espérance si et seulement si : :i’i VnP(X =
n) converge absolument. Or :

+oo +oo \f
D VAR(X =) =3 eh me)
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Or m ~ # La série # converge (critére de Riemann). Par équivalence de séries a termes
n—-+0oo
il P +o0 1 . \/> A
positifs, la série ) '~ JniniT) converge également. Donc |V X admet une espérance.

En revanche, v X admet une variance si et seulement si v/ X admet un moment d’ordre 2, c’est-a-dire si et

seulement si X admet une espérance. Donc | v X n’admet pas une variance.

Exercice 3 *

Puisque (P(X = n)),>1 est une suite géométrique, notons ¢ sa raison. On a alors pour tout n > 1 :

Or, on a nécessairement :
+oo
Y P(X=n)=1
n=1
puisque les événements [X = n] n>1 forment un systéme complet d’événements. On a calcule :

+oo +00 +oo
YPX=n)=) PX=1)¢""'=PX=1)> ¢"".
n=1 n=1 n=1

La série converge nécessairement d’aprés ce qu’on vient de dire, donc |q| < 1 et :

400 400 o 1

;P(X =n)=P(X = 1)nzlq =P(X = 1)1—_(1.
Puisque Y7 P(X =n) = 1, on en déduit :

PX=1)=1-gq.
D’ou pour tout n > 1 :
P(X=n)=(1-qq" "
Il s’agit bien d’une loi géométrique de paramétre 1 — q. ‘
Exercice 4 *®

On sait que X suit une loi géométrique de parameétre p. Pour tout n > 1, on a :

P(Y = ~)=P(X =n) =p(l—p)" .
n
Y admet une espérance si et seulement si la série 5% LP(X = n) converge absolument (théoréme de transfert).

Calculons cette série :

+

o0

X1 1
Y -P(X=n)=> —p1—-p)" "
n n
n=1 n=1
Pour évaluer la convergence de cette série, comparons-la & une série géométrique. Comme n > 1, on a % < 1. Ainsi,

pour chaque terme de la série :
1 _ _
—p(1—p)" ' <p(1-p)"

Lasérie Y. p(1—p)™~! est une série géométrique de raison 1—p (qui est strictement inférieure & 1), donc elle converge.

Par comparaison de séries & termes positifs, on en déduit que la série Z:{g %IP’(X = n) converge également.

’ Ainsi, la variable aléatoire Y admet une espérance. ‘

[ Exercice 5 *x
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1. Pour p € N et a > 0, par croissance comparée, on a :

xp
— — 0.

e r—+oo
En particulier, il existe K € R tel que pour tout x > K, on a e% < 1, c’est-a-dire :
P < e*”,

2. X admet un moment d’ordre p € N si et seulement si X? admet une espérance.

« étant fixe, il existe K tel que trouvé a la question précédente. En appliquant I'inégalité a |z| (si |z| > K),

on trouve :
2P < 12!,

Pour lever la condition |z| > K, on peut remarquer que :
0 < |zP < max(e®! | K|P) < el 4| K.
En particulier, on trouve la méme relation pour les variables aléatoires :
0< |XPP <Xl 4 |KP.

Le terme de droite admet une espérance (par hypothése et car la seconde variable est certaine) donc par

domination, ‘ |X|P admet une espérance. ‘

Dit autrement, ‘X admet des moments & tout ordre.

Exercice 6 *k

Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p €0, 1[.
1. On commence par calculer les probabilités demandées. Pour tout n € N*, on a :

400 +o0o
P(X>n)= > PX=k= ) (1—p)k_1p—p(1—p)n1_(i_p)—(1—10)"-
k=n+1 k=n+1

De méme, pour la probabilité conditionnelle, on a :

P([X >m+n]N[X >m|)
P(X >m)
P(X >m+n)
P(X > m)
(car [X >m+n] C [X >m))
(1—pmn
(1—p)m
=(1-p"

me>mﬂ)(:>ﬂl+‘n)=:

Dot | Pixspm (X >m +n) =P(X >n).

2. L’interprétation de ce résultat est en lien avec la propriété "sans mémoire" de la loi géométrique. Ce que cela
signifie est que si on sait que I’événement n’est pas encore survenu aprés m essais, la probabilité qu’il ne se
produise pas lors des n essais suivants est la méme que s’il n’était pas survenu au début. En d’autres termes,
peu importe combien d’essais ont déja été faits, la probabilité que I’événement survienne reste la méme pour
les essais futurs.

Exercice 7 Sk

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson P(\).
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On souhaite vérifier que 'espérance de la variable Y = XLH existe. En appliquant le théoréme de transfert, il suffit

. kg—X o .
pour cela de vérifier que E,jj‘g k—il . % converge absolument. Comme Y prend des valeurs positives, il suffit en

fiat de montrer la convergence usuelle.
Pour une loi de Poisson de paramétre A, la probabilité que X prenne la valeur k est :

A=A

pour tout k£ € N.
Ainsi, on a sous réserve de convergence :

e & 1 M
X+1) E+1 k!

et la convergence est prouvée puisque c’est une série exponentielle.

Exercice 8 *k

On considére une variable aléatoire X a valeurs dans N* qui posséde une espérance. Pour montrer que la variable
Y = In(X) posséde une espérance, nous allons utiliser une inégalité bien connue.
On sait que pour tout > 0, on a :

In(z) <z -—1.

En effet, cette inégalité provient de la convexité de la fonction — In sur R} .
En appliquant cette inégalité a la variable aléatoire X, on obtient :

Y =In(X)< X - 1.

De plus X (£2) € N*. Donc X > 1, ce qui donne Y > 0. Donc par domination, | Y admet aussi une espérance.

Exercice 9 *x

Pour une variable aléatoire X & valeurs dans N, la fonction génératrice est donnée par :
+o0
Gx(z) = P(X =k)z".
k=0

1. Pour montrer que G'x est définie sur [—1, 1], remarquons que pour tout k dans N, |2*| < 1 lorsque = € [—1,1].
Ainsi, chaque terme de la somme est borné par P(X = k) sur cet intervalle, ce qui garantit la convergence

de la série sur [—1, 1] car la somme des probabilités est égale & 1. ‘Donc, Gx est bien définie sur [—1,1]. ‘

2. Pour X < G(p), la probabilité de [X = k] est donnée par (1 — p)*~!p pour k > 1. La fonction génératrice

devient :
—+00 » —+00 P 1
x(z) g—l( P prt = 5 H(( p)E)" =1 1—pz PO 2] < 17— 5
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3. Pour X < P(\),onaP(X =k) = )\szx. La fonction génératrice devient :

+oo —
G (l‘) _ )‘k A e e M — e/\(a:—l)
x(z) = kg g k' = = .
=0

4. Pour X < B(n,p), on a P(X = k) = (})p*(1 — p)"~*. La fonction génératrice devient :

— i < > — p)n Rk kizo <Z> (p2)F(1 —p)"* = (pz + (1 — p))".

=0

[ Exercice 10 * K *

On considére une variable aléatoire réelle discréte X a valeurs dans N admettant une espérance.
On veut étudier la convergence de Zj) P(X > k). Commengons par remarquer que :

P(X > k) ZP

j=k+1
Ainsi, on cherche & montrer la convergence de la série double : ;08 joz 1 P(X =3j).
Pour cela, on va étudier sa convergence absolue, en apphquant le théoréme de Fubini, avec les deux sommes
échangées. On va donc étudier la convergence de > 127 >7— P(X = j).

La somme Z?C;B P(X =j), a termes positifs, converge (meme absolument) car elle est finie. On a :

Puis : ‘
+0o0 -
=1 k=

1 400 +o00
P(X =j)=) jP(X=j)=) jP(X =j)=E(X)
0 j=1 7=0

et donc converge par hypothése. Donc ’ la série de terme général P(X > k) converge‘ et :

+oo
= P(X > k).
k=1

Exercice 11 * K K

Soit X < P()). Nous cherchons & comparer les probabilités : P(X est pair) = > 420 P(X = 2k) et P(X est impair) =
S 20 P(X = 2k + 1). Nous avons pour une loi de Poisson de paramétre A :
Mee=A

P(X =k) ="

La série des X pairs est :
+o00o
)\le A

P(X est pair) = kZ:D k)

et la série des X impairs est :
T \2k+1o—A

P(X est impair) = —_—.
|
— (2k+1)!
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Calculons la différence :

P(X est pair) — P(X est impair)

+00 A2ka—A
prd (2k)! Pt (2k + 1)!

+00 (_/\)lef,\

—+o00 _
)\2k:+1e A

% I

>

+oo (_)\)2k+1ef)\

RN R
— (2k)! — (2k +1)!
T k=X
_ (=A)"e™ [ Tox
k=0
On a bien ’IP’(X est pair) > P(X est impair). ‘
[ Exercice 12 - Variables indicatrices * * Kk
1. (a) Pour Iy =1 — 14, on distingue deux cas :
e Siwe A, alors Ilg(w) =0 et I 4(w) = 1. Donc on a bien Iy(w) =1 — M 4(w)
e Siwe A, alors Ig(w) =1 et L4(w) = 0. Donc on a bien Ig(w) =1 — L4(w)

On a donc bien

(b) Pour 1 g4np = 41 g, distinguons quatre cas :

e Siw e Aetw € B, alors I1anp(w) =1,

1a(w)lp(w).

e Siwe Aetw ¢ B, alors 1anp(w) =0,

1a(w)lp(w).

e Siw ¢ Aetw € B, alors 1gnp(w) =0,

1ao(w)lp(w).

e Siwé¢ Aetw ¢ B, alors lynp(w) = 0,

1a(w)lp(w).

On a donc bien ‘ L1ang = ]1,4]13.‘

]lA(uJ) — 1 et ﬂB(w) = 1. Donc on a bien ]lAmB(w)

Ta(w) =1et Ip(w) = 0. Donc on a bien Iynp(w) =

L1a(w) =0 et Ip(w) = 1. Donc on a bien I 4np(w) =

Ta(w) =0 et Ig(w) = 0. Donc on a bien I gqp(w) =

(c) Pour I aup = 14+ 1lg — 41l g, remarquons que AU B = AN B. On a donc :

Taus

1555
1 =155
1— 141y

1—(1-14)(1-1p)

ce qui donne bien ‘ Nlaup=1a+1p— ]lA]lB.‘

2. Pour un événement A :

E(14) =0 x P(A) + 1 x P(A) = P(A).

3. La variable Y ,_; 14, compte le nombre d’événements Ay qui se sont réalisés.

4. Application :

(a) Pour i € [1, N], remarquons que A; est ’événement « aucune personne ne choisit I’étage i ». Comme
les choix sont indépendants, on a :

P(Ai)zl—P(Ai)ﬂ—(l—;[)k.

(b) La variable aléatoire X peut s’exprimer comme :

X

N

=> g,

=1
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En utilisant la linéarité de ’espérance :

N N 1 k
MX)zEZEm&):§:PMﬁ:JVx(1—<L—N)).

[ Exercice 13 - Cauchy-Schwarz * % K

1. Considérons les réels x et y. En développant (|z| — |y|)?, nous obtenons :
(l] = 1y)* = 2 = 2Jz[ly| + y* > 0.

Ceci implique que :
2lz|ly| < 2* + 4~

Et comme |zy| = |z||y|, on obtient :

1
|zy| < 5(962 + 7).

2. Les espérances E(X?) et E(Y?) existent puisque X et Y admettent une variance. De plus,

IXY| < =(X2+7Y?).

N =

Donc par domination, ‘E(|XY|) existe. ‘

3. Pour tout t € R, considérons ’expression quadratique :

Q(t)

E(X?)t? + 2E(XY) + E(Y?)
E(#*X? +2tXY +Y?)
E((tX +Y)?).

Comme le carré d’une variable aléatoire est toujours positif, son espérance ’est aussi, et donc Q(t) > 0 pour
tout t € R, c’est-a-dire :

E(X?)t? + 2E(XY) +E(Y?) > 0.

4. Si E(X?) =0, alors X = 0 presque stirement, et donc XY = 0 presque stirement. Cela donne :

E(XY)? =0 < E(XH)E(Y?).

Si E(X?) # 0, Q est un polynéme de degré deux. Comme il est positif, il a au plus une racine et donc son
discriminant est négatif (ou nul). Cela donne :

A0
& 4(E(XY))? - 4E(XHE(Y?) <0
et on a donc bien :
(E(XY))* < E(X?*)E(Y?)
Exercice 14 - Sommes de variables * % Kk Kk K

C’est un exercice plus théorique qui s’approche plus de 'esprit de certains sujets d’HEC ou de Maths 2.
Considérons x € R. Pour montrer que X est une variable aléatoire sur (2, A), nous devons prouver que l’ensemble
[X < x] est un événement, c’est-a-dire que c’est un élément de A.

Comme on le disait, c’est un exercice théorique et donc il va falloir revenir aux définitions fondamentales. Que
peut-on faire ?
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1l faut se rappeler que l’ensemble des événements A est défini par ses propriétés de stabilité par union et intersection.
Le but va donc étre de partir d’événements connus et de les combiner pour former [X < z].

Quels sont les événements que l’on connait ? Et bien, il faut prendre le probléme dans l'autre sens : puisque les
X, sont des variables aléatoires, on sait déja que les ensembles [X,, < xy] (ot les x,, désignent des réels) sont des
événements. Le but est donc de se ramener a ces événements.

Mais, il y a une difficulté technique : l’expression de X dépend de N (qui est une variable aléatoire). Pour manipuler
les sommes, il serait pratique que le nombre de termes soie fize. On va donc décomposer sur le systéme complet
d’événements {[N = n]}nenr.

On a, sans présupposer la nature de 'ensemble [X < z] :

(X <z]= [OJ <[N:n]ﬂ [Zn:ngx]>
n=1 i=1

Pour n € N* fixé, [Y ;" ; X; < z] est un événement puisque » . ; X; est une variable aléatoire (somme finie de
variables aléatoires). De méme, [N = n| est un événement.

Par stabilité de A par intersection, [N =n] N[> | X; < ] est également un événement.

Et enfin, par stabilité de A par union dénombrable, (Jo2; ([N =n] N[>, X; < z]) est un événement, ¢’est-a-dire
[X < ] est un événement.

Donc ‘X est bien une variable aléatoire sur (£2,.4). ‘

3 Modélisation

[ Exercice 15 *

On peut considérer que chaque lancer des deux dés est une épreuve de Bernoulli, avec un succés (les deux dés
donnent le méme nombre) et un échec (les deux dés donnent des nombres différents). En conséquence, X est le
rang du premier succés, X suit une loi géométrique.

Pour calculer le paramétre de la loi, on peut noter D; et Do les résultats des deux dés lancés simultanément. Les
deux valeurs sont indépendantes. La probabilité que les deux dés donnent le méme nombre lors d’un seul lancer
est donc :

6 6 1 2 1
P(Dy=Dy) =) P(Dy=ilN[Dy=i]) =Y P(Dy =i)P(Dy=1i) =6 x () =z

i=1 i=1 6
Donc :
X =g E
)

On en déduite :

1 1-14

E(X)=1=6| et |V(X)=-——73 =30
6 (6)
Exercice 16 *k

1. Commengons par le plus simple : P(R;).

Notons P 'événement « la piéce tombe sur pile » et F I’événement « la piéce tombe sur face ». On a F = P.
D’aprés la formule des probabilités totales, on a :

1 4 2 2 4
Pour P(R3), I'idée est la méme :
1 4 2 2 4
P =P(P)P P(F)P ==X -4 =X == -
(R2) = B(P)Pp(R2) + P(F)PF(Re) = g X o+ o X o= &
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Pour P(R; N Ry), on remarque que si on ne sait pas si R et Ry sont indépendants, ils le sont en revanche
pour les lois Pr et Pp. On a donc :

P(R1 N Ry) = P(P)Pp(Ry N Rz) + P(F)Pp(R1 N Ry) = % X

(SN
X
|~
+
Wl
(S )
)
©

Comme P(R; N Rg) # P(R1)P(R2), ‘Rl et Ry ne sont pas indépendants. ‘

2. On commence par calculer :

1 /a\* 2 /2\* 10
P(RlﬂRgﬂRg)ZP(P)PP(leRzﬁRg)—i—P(F)PF(RlﬂRgﬂRg):g>< () + =X () 28—1.

Puis :

P(RiNRyNR 15
Pring, (Rs) = SRR 3):821:9'
9

P(Rl N RQ)

3. De méme, pour n € N* :

1 4\" 2 2\" 2" 42
P(RiNR2N---NRy,) = P(P)Pp(RiNR2N- - -NRy,)+P(F)Pr(RiNR2N- - -NRy,) = §>< (6) +§>< <6> = STL

Puis en appliquant le théoréme de Bayes :

b (P) = P(P)Pp(RiNReN---NRy) _ 3(5)"_ 2"
e N P(RyNRoN---NRy) T2 42

[ Exercice 17 *x

1. Notons X7 a X les variables aléatoires représentant les numéros de chacun des N jetons tirés. On a donc
X =max(Xy,...,Xn).
Puis, pour x € R, on a :

Fx(x) = P(X <z)
= P(max(Xy,...,Xn) < 2)

= H P(X; < z)

indépendance

Les X; suivent tous une loi uniforme sur [1,n], on peut donc formuelr leurs fonctions de répartitions ainsi :

0 siz <1
Fx,(z) = LniJ stz € [1,n]
1 sixz>n

puisque | x| donne le nombre de nuémros entre 1 et n inférieurs a x.

Ainsi :
0 sixz <1
Fx(z) = (LL)N sz eln]
n M
1 six>n
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2. Puisque X (Q2) C [1,n], il suffit de trouver P(X = k) pour k € [1,n] pour caractériser entiérement la loi de

X.
Soit k € [1,n]. On a :

pac}
S
I
=
I
paci
.
A

k) —P(X <k-1)= <z>N—<k;1>N.

3. X(Q) est fini donc X admet nécessairement une espérance. On a :

E(X) = Y kP(X =k)

Ainsi :

Le second terme est une somme de Riemann qui tend vers :

1=\ [ty 1
lim — L) = Ndt=——.

Ainsi :
. E(X) 1 N
lim =1- = .
n—+o0 N N+1 N +1
D’ou :
niN
E(X ~ .
( n—+oo N + 1
. Ona

A n fixé, lorsque N tend vers 400, le nombre de termes dans cette expression est fixé. On peut donc faire la
limite terme a terme.
. N\ N
Comme j € [0,n — 1], ona 0 < Z < 1. Ainsi : (%) — 0.
N—+o0
Puis :

lim E(X)=n.
N—+o00

C’est attendu puisque plus il y a d’urnes dans lesquelles on tire, plus il y a de chances de tirer, au moins une
fois, un grand nombre. Pour N — +00, on est méme quasi-certain de tirer au moins une fois le jeton n.

Comme on regarde le maximum obtenu, il est naturel que son espérance tende vers n lorsque N — +o00.

10



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies TD2 - VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES - CORRECTION

Exercice 18 *k

X est le rang du premier succés, ou le succés est « faire face ». X suit donc une loi géométrique G(1 — p).
On a donc :

P(X pair) = +i:.OIP’(X = 2k)
k=0

“+o00

Comme p < 1 (si p =1, la piéce ne tombe jamais sur face presque siirement), cela donne :

1—p 1 1

P(X pair) = X 1—p2:1+p'

Exercice 19 *k

1. On sait qu’il y a j clients. Dans ce cas, X représente le nombre de succés (pour le voleur en tout cas) dans une

répétition de j épreuves de Bernoulli de paramétre p. ‘ Sachant [V = j], X suit donc une loi binomiale B(j, p). ‘

2. L’ensemble {[N = j]}jen est un systéme complet d’événements.
On a X(2) C N. On va chercher a calculer P(X = k) pour tout ¥ € N. On a :

“+o0o
P(X=k) = Y P(N=jPy_j(X =k)
=0

4!
j=0 S L
=0 si j<k
k +oo
. p ! A
= e —_ Z (1 - p)
(1—19) ;(k')(J—k)' J!( )
_ (2 LR A p)yh
1-p 'j/:o g
o p Yo _p))ke)\(l—p) _ )F
1-—p k! k!
Donc X suit une loi de Poisson de paramétre Ap.
Ainsi on a aussi ‘E(X) = )\p‘ et ’ V(X) = Ap. ‘
Exercice 20 Hok

1. Notons X le numéro du sac choisi. Notons Y la variable qui vaut 1 si le jeton est gagnant et 0 sinon.

La loi de X est une loi uniforme sur [1,n]. La loi de Y sachant [X = i] est une loi de Bernoulli de paramétre
n+1°

Ainsi, comme {[X = i]}ic[1 ) est un systéme complet d’événements, on a :

n

1 1 1 1
P(Y=1)= — X = | = —.
( ) gn n+1 nn+1) ;Z 2
~—~—
— (D)

11
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Cela pouvait se présentir en constatant qu’il y a autant de jetons gagnants dans le sac © que de perdants
dans le sacn —1+ 1.

2. Soit k € [1,n]. Appliquons le théoréme de Bayes :

P(X = k)Ppx_y(Y =1)
P(Y = 1)

X 2k

S nm+1)

1 _k_
n n+1

Py (X =k) =

1
2

[ Exercice 21 - Le concierge alcoolique

1. Distinguons les deux cas :

e Avec remise : chaque tirage de clef est indépendant. X est le rang de premier succés dans une répétition

(b)

1

d’épreuves de Bernoulli de paramétre 5. Donc

1
X <G (55)-
Sans remise : sans remise, les tirages s’influencent (puisque les le résultat précédent détermine les clefs
restantes). En revanche, on sait que nécessairement X (€2) C [1, 10].

Ona: .
PX<1)=—
( ) 10
Puis pour i € [1,9], on a :
P(X<i+1) = P(X<i)+P(X =i+1)
P(X <) +P(X > i)Pjxon(X =i+ 1)
= PX <)+ (1-P(X <i)——

10 —4
On peut résoudre explicitement mais il suffit de constater que :

) )
10+<1_10>

1
10 —1

e
10

Donc pour tout ¢ € [1,10], on a :

Donc ’ X suit une loi uniforme sur [1,10]. ‘

On aurait pu le voir en constatant qu’il n’y a pas de raisons particuliére que la bonne clef soit la
premiére ou la derniére essayée.

On connait la loi de X sachant que le concierge est ivre et la loi de X sachant que le concierge est sobre.
Chacune de ces lois admet une espérance. On peut donc utiliser la formule de I’espérance totale.

Comme X > 0, il suffit de vérifier la convergence simple, qui sera immédiate puisque la somme est finie.
On a :

E(X) = P(ivre)E(X|ivre) + P(sobre)E(X |sobre)
1 2 141
= X104 x =7
Appliquons la théoréme de Bayes :
. P(lvre)P[ivre} (X - 6)
1 1 1\6-1
_ 3 %16 (1~ 1)
1 1 1\6-1 | 2 1
i¥w(l-%) +3x1
95
= | ——— ~0,228.
95 +2 x 10° ’

12
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(c) On a clairement

P[X:ll] (ivre) =1

puisque I'univers image de X sachant que le concierge est sobre est

[1,10].

[ Exercice 22

* ok ok

1. On a clairement

X6 (3).

2. De méme, sachant [X = k],

la loi de Y est une loi géométrique (premier rang de succés) G <ki+1>

3. Y admet une espérance conditionnelle sachant [X

Puisque Y =

E(Y)

ZP
+001

25
k=1

2

( 1
1_
5 k—1 +o0 5 14
;) 1;)(6)

————

= k| pour tout k € N* puisque c’est une loi géométrique.

Y|, la série suivante est 'espérance de Y pour peu qu’elle converge :

E(Y|X = k)

6>k_1 (k+1)

k'=k—1

convergent car géométriques et géométriques dérivées de raison < 1)

1

(
1
6

4. Sans remise, la loi de Y sachant [X =

a donc de maniére similaire :

ZP
i:”;(l

k=1

E(Y)

12

k] devient une loi uniforme sur [1, % + 1] (voir exercice précédent). On

E(Y|X = k)

1

>’“‘1 1+ (k+1)

6 2

400 5 k—1 400 5 14

Sr(5) +22(3)

k=1 k=0
—_——

k'=k—1

(convergent car géométriques et géométriques dérivées de raison < 1)

1 1

2

12

(1~

6

)2

5

_|_
1_6

]

Exercice 23

* Kk ok

1. Commengons par remarquer que X;(Q) C [1,n].

Cherchons donc a calculer pour tout k € [1,n] la quantité P(X; = k).

Notons pour cela, A I'événement « la boule de numéro maximum est obtenue au k™ tirage ». On a :

(X1 = k]

=ANAyN---NA_ N A

13
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Avec la formule des probabilités composées, on obtient :

P(X1=k) = P(E)P/TI(E) P a s (A )P e 1 (Ax)
B n—lxn—ZX Xn—(k—Z)—lx 1 1
n n—1 n— (k—2) n—(k—-1) n’

X suit donc une loi uniforme U([1, n]). ‘ On a donc :

n+1 n%—1

E(X1) = —; et |V(X1)=—

2. Pour cette question, on peut aller plus vite. Si on a [X; = i], cela veut dire qu'il reste a la fin de la premiére
expérience n — i boules dans I'urne, a4 condition tout de méme que n — ¢ # 0. Avec exactement le méme

raisonnement qu’a la question précédente, ‘Xz suit, dans ce cas, une loi uniforme U([1,n —i]). ‘

Sii=mn alors X9 = 0 d’aprés ’énoncé, ‘c’est une variable certaine. ‘

3. Toutes les variables sont finis, donc il n’y a aucun probléme de convergence.

Avec le systéme complet d’événements {[X1 = i]}ic[1,,], en appliquant la formule de I'espérance totale, on
a:

E(X2) = Y P(X;=i)E(Ya]Xy =)
=1 M

=0 si i=n
=S
- L 2
=1
~ A+n)(n-1) 1 Z":Z _(n=1)(n+2)
- 2n 2n P - 4n
~——
_(n=1)n
2

Et de maniére similaire, pour k € [1,n — 1] :

n

P(Xy=k) = Y P(X;=i)Px,—q(Ya=Fk)
—_——

=1 =0 si k+i>n
—k 1
- vnoyon j=k J

Pour k=0, on a :

Exercice 24 * * %

1. On note P; I'événement « le i*™€ lancer donne pile » et F; I’événement contraire.
Ona X(2) cN\{0,1}. Pour n > 2, on a :

n—1
[X:M:LﬂﬂﬂmﬂﬂqﬂHﬂEHDWHQAH&)
=1

14
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I'union étant disjointe. Donc :

n—1
P(X =n) = Y P(FN---NF NP NFiN-NF1NP)
=1

indépendance

= Z(l —p) " p(1 —p)"ip = (n — 1)p*(1 - p)" 2

2. Sachant [X = n|, Y suit une loi binomiale B(n,1 — p). Donc E(Y|[X = n]) =n(1 —p).
On va appliquer la formule de 'espérance totale. Comme Y > 0, la convergence usuelle (plutot que absolue)
suffit. On a, sous réserve de convergence :

+oo
E(Y) =) PX =n)EY|X =n])
n=2

400
= > (n=1)p’(1—p)" * xn(l-p)
n=2
+oo
2(1 —
= P-p) Y nn - D= 2L
n=2
5
T (1-(1-p))3
4 Exercices de concours
[ Exercice 25 - ESCP (modifié) *x

D’aprés le théoréme de transfert, o admet une espérance si :
“+o0o
Z a"P(X =n)
n=0

converge absolument. Comme « € [0, 1], on a |a”| < 1 pour tout n. Donc :
0< |a"P(X =n)| <P(X =n).

Or la série des P(X = n) converge (vers 1). Par comparaison de séries a termes positifs, la série des |a"P(X = n)]
converge et donc la série Z:{i% a"P(X = n) converge absolument.

Ainsi | o admet une espérance.

Exercice 26 - Oral ESCP 1999 * K ok

1. N est le rang du succés « le jeu s’arréte » qui a une probabilité % Donc|N — G (%) c’est-a-dire :

1 92 n—1
VneN\, P(N=n)==(= i
v=m=3(3)
2. Si N = n, le joueur a tiré n — 1 fois des coeurs. Notons Y le nombre de roi qu’il a tiré. Il s’agit du compte du
nombre du succés « tirer un roi » qui, sachant qu’un coeur est tiré & chaque fois, a une probabilité % Donc
Y suit une loi binomiale B(n —1,1/2).
Or X =2Y+(N—-1-Y)=Y + (N — 1) puisque 2 euros sont gagnés pour chaque roi et 1 euro est gagné
pour chaque as (qui sont les N — 1 — Y cartes restantes).

15
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Pour N=n,ona X =Y + (n—1) et donc la loi de X est une loi binomiale translatée :

Vke[n—1,2n—1], Pyon(X =k) = Py_p(Y =k —n+1)

B n—1 1 k—n+1 1 n—1—(k—n+1)
~ \k-n+1)\2 2

. n—1 1
[ \k—n+1) 2n-1"

3. Il faut que le colit d’entrer soit supérieur & I’espérance des gains. Ainsi le prix minimum pour étre rentable
est E(X). Comme tout est positif, sous réserve de convergence usuelle (plutét que absolue), on a :

+oo
E(X) = > P(N=n)EXIN=n)
n=1

- ! <§>R_IE(Y+N— 1IN = n)

_n—1
—nT+TL71

EETEO)]

[ Exercice 27 - QSP HEC ECE 2014 * ok

Notons X la variable aléatoire qui vaut ¢ si la boule bleue est dans I'urne numéro 1.

Notons R I’événement « la premiére boule tirée dans 'urne Uj est rouge ». Et notons R : « la seconde boule tirée
dans 'urne U; est rouge ».

On cherche donc a calculer Pg, g, (X = 2).

Il est a priori plus simple de calculer les probabilités si on sait ot se trouve la boule bleue. Cela pousse a utiliser
le théoréme de Bayes :

B ]PX:Q(Rl N RQ)IP’(X = 2)

N P(Rl N Rg) '

On a clairement Py_o(R; N Ry) = 1 puisque si la boule bleue est dans I'urne Uy, toutes les boules tirées de Uy
seront rouges.

L’énoncé n’est pas trés clair sur la distribution de probabilités pour le placement de la boule bleue, mais il est
raisonnable de le modéliser par P(X = 2) = 1 (avec une loi uniforme sur [1,n] pour X).

Il nous reste & traiter le dénominateur. On utilise le fait que {[X = i]};c[1 ] est un systéme complet d’événement
et la formule des probabilités totales :

IP)R1032 (X - 2)

P(Ri1NRy) = Z]P(X =1) P[X:i] (R1 N Ry)
i=1

=1 si i#l
= P(X =1)Px_y(RiNR)+> P(X =1i).

1
n

n

Et on peut utiliser la formule des probabilités composées pour :

1
Ppo=y(R1 N R2) = Prx—)(R1) Ppe—yng, (1N ) = 2.

Wl
[N

16
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La formule des probabilités composées ne s’appliquent pas a priori pour des probabilités conditionnelles, en tout
cas telle que formulée dans le programme. Mais, il faut se souvenir que les probabilités conditionnelles sont des
probabilités et donc tous les théoréemes sur les probabilités s’appliquent.

Dit autrement, la formule précédente est une application des probabilités composées dans [’espace probabilisé

(QvA) P[X:l])
Donc : ) .
/”L p—
P(RiNRy) = g+ —
puis :
1
= 3 3
P X=2)= n = = .
R ) Lol 143(n—1) 3n-2
Exercice 28 - QSP HEC 2016 * Kk kK K

1.OnaV(X)>0.0r V(X)=E(X?) —E(X)?=1-a% Donc 1 —«a > 0, ce qui est équivalent & |a € [-1,1].
2. On a V(X?) = E(X*) —E(X?)? =1-12 = 0. Donc X? est une variable certaine. Comme E(X?) =1, on a

donc X? = 1 presque siirement.
Ainsi X (Q) C {-1,1}.
Notons p=P(X =1). Onadonc P(X =—-1)=1—p. On a:

a=EX)=p—(1-p) =2p—1.

Donc la loi de X est donnée par :
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