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TD3 - COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE - CORRECTION

1 Espaces et sous-espaces vectoriels

Exercice 1 *

1. (e1, ez, e3) est une famille génératrice de R3 de cardinal 3. Par égalité des dimensions, elle est également libre.

Toute sous-famille d’une famille libre est libre, donc ‘ (e1,e3) est libre. ‘

2. Ainsi, u = (1,0), v = (0,1) et w = (1,1) tous pris dans R? forment un contre-exemple.
3. Oui. Vérifions-le rapidement.
Soient A1, A2, Az € R tels que Aje; + Aa(e2 + e1) + As(ez + e3) = 0. On a alors :

()\1 + )\2)61 + (/\2 + )\3)62 + Age3 = 0.

Comme (eq, €9, e3) est libre, on a donc :

AM+X =0
A+A3 = 0
A3 = 0.

La résolution est immédiate et on trouve bien \; = Ay = A3 = 0 donc ‘ (e1,e1 + e2,e2 + e3) est libre. ‘

Le méme raisonnement (avec des calculs encore plus simples) permet de montrer que ‘ (e1,e2,2e3) est libre. ‘

Exercice 2 *

o E=kerp avec ¢ : (z,y,2) — x + 2y. En effet pour tout (z,y, z) et tout (2/,y’,2’) et tout A, on a :

@+ 2"y + M 2+ 2) = (2 + X)) +2(y + \Y) = (2 + 2y) + Ma' +2y) = p(x,y, 2) + Ap(2,, 2)).

Donc ¢ est bien linéaire et ‘son noyau est un sous-espace vectoriel de R3. ‘

De plus, pour tout (z,y,2) € R3 on a :

(r,y,2) EEsr+2y=0&2=-2y< (v,y,2) = (—2y,y,2) = y(—2,1,0) + 2(0,0, 1).

Donc ’ ((—2,1,0),(0,0,1)) ‘ est une famille génératrice de E. Elle est échelonnée donc libre. C’est donc une
base de E. Et ‘ainsi dim F = 2. ‘

e Ona:
o FCR3,;
o (0,0,0) € F;
e soient (z,y,z) € Fet (2/,y,2') € Fetsoit \€ R.On a:

(x+X") +5(y+ M) —3(z+A) = (x + 5y — 32) + X (' + 5y — 32') = 0.

/

=0 =0
De méme :

—(@+ A7) =4y + Ay) +2(z + A) = (2 — 4y + 22) +A (=2’ — 4y’ +227) = 0.
=0 =0

Donc (z + Ae’,y + Ay, 2+ X2/) € F;
Donc F est stable par combinaison linéaire.
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Donc | F' est un sous-espace vectoriel de R3.

De plus, pour tout (z,y,2) € R3 on a :

(x,y,2) € F &

Lo<Lo+14 y—z = 0
r = -2z
=
y = z
= (x,y,2) = 2(—=2,1,1)

Donc | ((—2,1,1)) | est une famille génératrice de F, qui est clairement libre. C’est donc une base de F. Et

e L’application ¢ : P+ (X — 1)P’ — X P” — 2P est linéaire par linéarité des opérations (multiplications par
un polynome fixé et sommes) et par linéarité de la dérivation.

Donc ’ son noyau, qui est G, est un sous-espace vectoriel de Ro[X] ‘ (son domaine de définition).

Soit P € Ro[X]. On peut écrire P = aX? + bX + ¢ avec (a,b,c) € R3. On a :

PeG & (X-1)P —XP'=2P
& (X —1)(2aX +b) —2aX =2(aX?*+bX +¢)
& 2aX? 40X —b=2aX?+2bX + 2¢
& bX —b=2bX + 2c
<~

b = 2b
-b = 2¢c
- b = 0
¢c = 0
& P=aX>

Donc| (X?) |est une famille, clairement libre, génératrice de G. Donc c’est une base de G. Et donc

e On connait la chanson : £ : M — M N — NM est bien une application linéaire. Comme H = Ker&, on a bien
que ‘ H est un sous-espace vectoriel de Ma(R). ‘

Soit M € Ma(R). Notons M = (i Z) avec a,b,c,d € R. On a :

MeH & MN=NM
PN a b )\1 0 o )\1 0 a b
c d 0 )\2 o 0 )\2 c d
o )\1@ )\Qb o )\1& )\lb
Ac ded)  \Dac Aod

- Ab = A\b
)\10 = )\QC )

On en vient & distinguer deux cas :
1. Si A\ = A9, la condition est toujours vérifiée. Dans ce cas, H = Ma(R) et dim H = 4.
2. Si A1 # A9, la condition est équivalente & b = ¢ = 0, c’est-a-dire H est ’ensemble des matrices diagonales.

Une base de H est alors <<(1) 8) , <8 (1)>> et on a

Exercice 3 *

Montrons d’abord que F' et GG sont en somme directe.
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Soit (z,y, z,t) € FNG. Puisque (z,y,2,t) € F,on a z+y+ 2z —t =0 et puisque (x,y, z,t) € G, on peut écrire
(z,y,2,t) = A(1,1,1,1) avec A € R.
En réinjectant, on trouve donc ’équation suivante sur A :

AFA+F220 - A=032 =0 )1=0.

Et donc nécessairement (z,vy, z,t) = (0,0,0,0). Ceci prouve que F NG C {0}. L’inclusion réciproque est toujours

vraie et donc F NG = {0}. Ainsi, | F et G sont en somme directe.

De plus, F' = ker ¢ avec ¢ : (z,y, 2,t) — +y+2z—t qui est une forme linéaire non nulle. Ainsi F' est un hyperplan
de R* et est donc de dimension 3. G est clairement de dimension 1 (on en connait une famille génératrice qui est
clairement libre). On a donc :

[dim F + dim G = 4 = dim R*. |

Par égalité sur les dimensions, ‘F et G sont donc supplémentaires dans R*. ‘

[ Exercice 4 Sk

1. Montrons rapidement que F' et G sont en somme directe.
Soit (z,y,2,t) € FNG. On a donc :

z+y+z+t = 0
r—2y+3z—5t = 0

et il existe (), u) € R? tel que :
(.7), Y, z, t) = )‘(17 _27 Oa 2) + M(()) 07 17 3)

On en déduit :
A+ (=20 +p+ 2 +3u) = 0
A—2(—=2\) +3u—5(2 \+3u) = 0
que l'on peut réécrire :
A+4p = 0
—5A—12u = 0
Le dét i tde A= 1 4 £
e déterminant de A= { ", | est:

det A=1x (—12) — (—=5) x 4 = —12+ 20 = 8 # 0.

Donc la matrice A est inversible et donc I'unique solution du systéme est (A, ) = (0,0). On en déduit que

r=y=z=t=0. ‘Donc F et G sont bien en somme directe. ‘

Essayons de montrer par un argument dimensionnel que F et G sont supplémentaires dans R*. La famille
((1,-2,0,2),(0,0,1,3)) est génératrice pour G et est libre car échelonnée. Donc c’est une base de G et ainsi
Pour F'; on pourrait chercher une base, mais on prendrait alors de 'avance sur la question suivante. C’est
possible, mais je vous propose un autre argument.
Notons Fy = {(x,y,2,t) € R* | x+y+z+t =0} et Fr = {(x,9,2,t) € R* | x — 2y + 32— 5t = 0}. Clairement
F = FiNF Or Fy et Fy sont tous les deux des noyaux de formes linéaires non nulles. Ce sont donc des
hyperplans de R* et on a : dim F} = dim F, =4 — 1 = 3.
On applique maintenant la formule de Grassmann :

dim F' = dim(F) N Fy) = dim F; + dim Fy, — dim(F; + F5) >34+3 -4 > 2.

—_——
<4

Une nouvelle application de la formule de Grassmann donne :
dim(F & G) = dim(F) +dim(G) —dim(F N G) > 4.
>2 =2 =0

Or F @ G c R* Donc dim(F @ G) = 4. D’ou, par égalité des dimensions :

FoG =R



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies TD3 - COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE - CORRECTION

Ce raisonnement, un peu compliqué a rédiger, traduit une idée trés simple : a chaque équation qui définit F,
on perd au plus une dimension. Donc F est au moins de dimension 2. Comme la somme est directe, on
recouvre nécessairement "au moins” les 4 dimensions de R*.

2. Comme F' et (G sont en somme directe, la concaténation de deux familles libres, une de F' et une de G restera
libre. Avec le bon cardinal, on aura automatiquement une base.

On a une base naturelle de G : ‘63 =(1,-2,0,2) et e4 = (0,0,1,3). ‘ Il reste a trouver une telle base pour F.

Pour cela, soit (x,y,2,t) € R*. On a :

z+y+z+t = 0
gzl < {x—2y+32—5t -0
r+y+z+t = 0
Lo<+—— L2+L1 3y 2Z+6t =0
N T —fz+t
y = 3z—2t
& (z,y,z,t) = ( 5,2,3,0) +¢(1,-2,0,1).

Donc ((—5,2,3,0),(1,—2,0,1)) est une famille génératrice de F. Elle est également libre (on peut le voire
parce qu’elle est échelonnée ou par égalité des dimensions). C’est une base de F'.

En posant ‘61 =(-5,2,3,0) et ea = (1,-2,0,1) ‘, on a une famille libre de F'. Concaténée avec la famille

(e3,e4) libre de G, on obtient une famille libre de R* car F et G sont en somme directe.

(e1,e9,€3,€4) est donc libre et par égalité des dimensions, ‘C’est bien une base de R*. ‘

3. Soit (z,y, z,t) € R On résout le systéme suivant d’inconnues (a, b, ¢, d) € R?* :

(z,y,2,t) = a(—5,2,3,0) + b(1,—2,0,1) + ¢(1,—2,0,2) + d(0,0,1,3)

(¢ = —ba+b+c
o Yy = 2a—2b—2c
z = 3a+d
t = b+2c+3d
z = 3a+d
- r = —-Ha+b+ec
L1+ L3 y = 2a—2b—2c
T = b+2c+3d
( z = 3a+d
r = —-Ha+b+c
<~
Ly« L4—3L4 Yy = 2a — 2b — 2c
t—3z = —9a+b+2¢c
z = 3a+d
r = —-ba+b+ec
=
Ls <+ L3+2L> y+2$ = —8a
Ly « Li—2L, \(t—32—-2x = a-—>
a = —x(2z+y)
b = L(ldz —y+ 24z —8t)
& §
c = 5(—4r—y—06z+2t)
d = 3z(6z+3y+8z)
Exercice 5 ok

1. On a bien F C C!(R) par définition. De plus :
e Soit f:x+ 0. f est le vecteur nul de C*(Ry). On a f(0) = 0 et f/(0) = 0. Donc f € F. Donc
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e Soient f,ge Fet \€ R.On a:

et de maniére similaire :

‘Donc (f—i—)\g)eF.‘

F est donc bien un sous-espace vectoriel de C!(R.).

De maniére similaire, | G’ est bien un sous-espace vectoriel de C'(R ) | puisque la fonction nulle est une fonc-

tion affine et puisque une combinaison

2. Nous ne travaillons pas en dimension
F+ G =CRy), ce qui est en général
analyse-synthése.

linéaire de deux fonctions affines est afline.

finie. Il va donc falloir montrer s’une maniére ou d’une autre que
difficile a faire. C’est donc ’occasion de faire une démonstration par

On va montrer que pour tout ¢ € C'(Ry), il existe un unique couple (f,g) € F x G tel que ¢ = f + g.
L’existence prouve que F + G = C}(R,) (en fait uniquement une inclusion, mais l'autre est toujours vraie)

et I'unicité prouve que F' et G sont en
e Analyse : Soit ¢ € C(R). Soit

somme directe.
(f,9) € FxG tel que p = f +g.

Par définition, il existe (a,b) € R? tel que pour tout x € R, g(x) = ax + b.

On a donc :

Puis, en dérivant :

= p(z) — g(x) = ¢(x) — ¢'(0)z — (0).

On a trouvé des expressions pour
e Synthése : Soit ¢ € C}(R). On

f et g qui ne dépendent que de . Donc ‘l’analyse prouve 'unicité.

pose :

g:x— ¢ (0)x+ (0).

Clairement On pose également :

Vérifions que f € F'. On a :

et de maniére similaire :

Donc onabienfeF.‘

[z oa) = ¢ (0)z = ¢(0).

Vérifions enfin que f+ g = . Soit x € R. On a :

f(x) +g(x) = p(x) — &' (0)z — ©(0) + ¢"(0)z + ¢(0) = p(z).

Donc on a bien | f + g = ¢.

La synthése prouve 'existence. ‘
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Donc, par analyse-synthése, on a bien que | F et G sont supplémentaires dans C1(R ).

3. Techniquement f n’est pas dans C*(R, ). En revanche, son prolongement par continuité 'est. En effet :

In(1 4 2z) 2z

~ 2.

x z—=0t T x—0t

Donc en posant f(0) = 2, ‘la fonction ainsi prolongée est continue en 0. ‘

De plus, on a pour tout x € R :

, 2 In(1+2z) x—In(1+2x)
f (x) = - 2 = 2
x(1+ 2x) x x2(1 + 2x)
Or : )
x—ln(1+2x):2x—2w+@+ o (®*)=222+ o (2?)
2 z—0+ =0
Donc :
, 2

z—0t 1 + 22 z—o0+

Comme f est C! sur R%, comme f admet une limite finie en 0 et comme f’ admet une limite finie en 0,

d’apreés le théoréme de prolongement C', |le prolongement par continuité de f en 0 est C! sur R.

On a trouvé a la question précédente les expressions pour la décomposition d’une fonction. Il suffit de les
appliquer. On pose :

fl:len(l—i-Qa:)_ 5 5
T <~ <~
=£(0) =£(0)

€ —

et :

forxw— 2 x4+ 2 .
=1'(0) =f(0)

D’aprés la question précédente, on a f1 + fo = f et f1 € F et fo € G.

[ Exercice 6 Sk

1. Soit M € Ma(R). On a :

MeF & H(a,b)eRQ,M_<_b .

9 _ 1 2 0 1
& EI(a,b)G]R,M-a(O _1>+b<_1 0>
1 2 0 1
& MeVeet((O _1>,<_1 O>>

Donc | F' est bien un sous-espace Vectoriel‘ de M3 (R) et <<1 2 > ) ( 0 1>> en est une base.

0 —1 -1 0
A B 1 3 0 1
De méme G—Vect<<0 _2>,<_1 1>>

2. Soit M € FNG. On peut donc écrire :
M= ( a 2a+ b)
-b —a

_(d  3d+V
v= (% 50

avec a,b € Ret:
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avec a’,b' € R. On a :

On en déduit :

a = d ad = a
20+b = 3a +V ¥ = b
b = ¥ “ Y 2a+b = 3a+b
—a = —2d+V —a = —2a+b
(d = a
- ¥ = b
a = 0
b = 0

et donc : M = 0.
Donc |la somme F + G est directe.

Comme dim F' 4+ dim G = 2 + 2 = 4 = dim M3(R),

F et G sont bien supplémenatires dans Ma(R). ‘

Exercice 7 *k

1. e On a par définition | F' C R4[X].

e On a bien |Og,x] € .
e SiP,QeFet)elRalors:

(P+2Q)(0) = P(0) +AQ(0) =0.
=0 =0

et donc | P+ \Q € F.

Donc ’ F est bien un sous-espace vectoriel de R4[X]. ‘

On peut facilement vérifier que (X, X2, X?) est une famille libre de F. F est le noyau de v : P+ P(0) qui
est une forme linéaire non nulle. Donc F' est un hyperplan de R4[X] et donc de dimension 4 — 1 = 3. Par

égalité des dimensions, | (X, X2, X3) est une base de F.

2. e On a par définition | G C Ry[X].

e On a bien |Og,x] € G.
e SiP,QeGet\eRalors:

(P +AQ)(4) Zi(jll-i-)\&Z 0.
=0 =0

et donc | P + \Q € G.
Donc ’ G est bien un sous-espace vectoriel de R4[X]. ‘

On peut facilement vérifier que ((X —4), (X —4)2, (X —4)3) est une famille libre de G (clairement dans G et
échelonnée). G est le noyau de ¢ : P — P(4) qui est une forme linéaire non nulle. Donc G est un hyperplan
de Ry4[X] et donc de dimension 4 — 1 = 3.

Par égalité des dimensions, | (X —4), (X —4)2, (X — 4)3) est une base de G.

3. Procédons par double inclusion.
e Sens H D {X(X —4)Q | Q € Ro[X]} : soit @ € Ry[X]. On pose P = X(X —4)Q. On a :

P(0)=0x(0—-4) x Q(0) =0.

Donc P € F. Et :
P4)=4x(4—-4)xQ(4)=0.

Donc P € G. Donconabien‘PGFﬂG:H.‘

7



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies TD3 - COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE - CORRECTION

e Sens H C {X(X —4)Q | Q € Rp[X]} :s0it P € H. On a donc P € F. D’ou P(0) = 0. P est donc
divisible par X — 0 = X. On note : .
P=XxP

ot P € R3[X]. Ensuite, P € G. Donc P(4) = 0. D’ou :
0= P(4) =4 x P(4).

Donc P a 4 pour racine et donc est divisible par X — 4. Ainsi il existe bien Q € Ry[X] tel que :

P =X(X-4)Q|

On en déduit immédiatement que tout vecteur de H s’écrit :
X(X —4)(aX +b)

avec a,b € R. Donc (X2(X —4), X(X — 4)) est une famille génératrice de H (les vecteurs sont clairement
dans H). Comme c’est une famille de polynéme de degrés échelonnés, elle est également libre.

Ainsi | (X?(X —4), X(X —4)) est une base de H.

Exercice 8 * * *

1. e On a par définition | F C CY(R,R).

e On a bien |Ocog ) € F.
e Sif,ge FeteRalors:

(F+29)(0) = f(0) +A 9(0) = (F + Ag)(1).
=) =e(1)

et donc | f+ Ag € F.

Donc F' est un sous-espace vectoriel de C°(R, R). ’ C’est donc bien un espace vectoriel. ‘

2. Comme nous ne sommes pas en dimension finie, une démonstration par analyse-synthése est naturelle.

e Analyse : Soit ¢ € C°(R,R). Soit (f,\) € F x R tel que ¢ = f + Ag. On a donc :
(1) = p(0) = F(1) = A x 1= F(0) = A x 0= A
Donc nécessairement : ‘)\ = (1) — ¢(0). ‘ Puis pour tout x € R :

(@) = o@) — Mg(@) = p(@) — (p(1) — p(0))a]

On a trouvé des formules pour f et A qui ne dépendent que de .

L’analyse prouve donc 'unicité de la décomposition. ‘
e Synthése : Soit ¢ € C°(R,R). On pose :

A=p(1)—p0) et f:x— px)— .

On a clairement Vérifions que f € F.

On a bien f € C%(R,R) par opérations usuelles sur les fonctions continues. De plus :

f(0) = ¢(0) = A x 0= p(0)

et :

donc f(0) = f(1). On a donc bien

Enfin pour tout x € R, on a :

‘f(a:) + Az =p(z) — Ar+ Az = gp(x)‘

La synthése prouve ’existence de la décomposition. ‘

8



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies TD3 - COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE - CORRECTION

Ainsi F et G sont bien supplémentaires dans C°(R, R).

Exercice 9 * K Kok

1. Soit 7 € [0,n].

e On a par définition | F; C R, [X].

e On a bien | O, x] € F;.
e Si P,QQ € F; et A\ € R alors pour j # 4, on a :

(P+2AQ)(J) = P(j) +AQ(j) = 0.
——

et donc | P 4+ AQ € F;.

Donc ’ F; est bien un sous-espace vectoriel de R, [X]. ‘

Soit maintenant P € R,[X]. On a: P € F; & Vj € [0,n] \ {i}, P(j) = 0 donc P € F; & Vj € [0,n] \
{i}, X —j | Pouencore P € F; < [[7_o(X —j) | P. Par considération sur le degré, le facteur restant est
i

au plus de degré 0. Donc :

PeFieNeR P=X](X-

Jj=0
i

2. Soient (Py,...,P,) € Fy x -+ x F,, tel que Py + ---+ P, = 0. Montrons que Py =---= P, =0.
Soit i € [0,n]. On a :
Po(i) + -+ + Pim1(i) +Pi(i) + Pipa (i) + -+ -+ Pa(i) =0

=7 ana 0 =
et donc P;(i) = 0. Or il existe A € R tel que P; = A[[;_o(X — j). Donc :
) J#
MLEd)
T

D’ott A = 0, ce qui donne Donc ‘la somme Fy + --- + F), est bien directe.
3. Pour tout i € [0,n], (prodj_q(X — j)) est une base de F; d’aprés la premiére question. Donc dim F; = 1.
i
Ainsi, comme dim Fj + - - - +dim F}, = n + 1 = dim R, [X], par considération sur les dimensions, on a bien :

2 Applications linéaires

Exercice 10 *

e Méthode 1 : On vérifie les trois caractéristiques de sous-espaces vectoriels :

e Comme f(0g) =0 = A X OE,‘onabien 0 GE.‘
e Soient x,y € Ex(f) et p €R. On a:

flz+ py) s f@)+p fly) = Mo + py).
T),\;/ =y

Donc’on a bien x + uy € EA(f).‘
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Donc ’ E\(f) est bien un sous-espace vectoriel de E. ‘

e Méthode 2 : On pose : g : z +— f(x) — Az. On a vérifie que g est linéaire. Soient x,y € E et p € R. On a :

gx+py) = flx+py)-Ne+py) = fl@)+pfly) = Az —pry = (f(x) = Az) +u (f(y) — Ay) .

définition linéarité de f

=g(z) =g(y)

Donc ’ g est bien une application linéaire de E dans F. ‘

En conséquence, comme E)\(f) = Ker(g), on a bien ‘ E\(f) est un sous-espace vectoriel de E. ‘

Exercice 11 - Vrai ou faux *k

1.

2.

3.

4.

6.

Si (e1,...,ep) est libre alors (f(e1),. .., f(en)) est libre.
On a un contre exemple avec f : x — Op.
Si(f(e1),..., f(en)) est libre alors (eq,...,ey) est libre.
Soient eq,...,e, € E. On suppose que (f(e1),..., f(ey)) est libre. Soient maintenant Aj,..., A\, € R
tels que A\je; + -+ A\pe, = 0. Montrons que Ay = o =... = A, =0.
On a en effet :

f(/\161 + -+ )\nen) = f(OE) = 0p.
Mais on a également :

f()\lel + -+ /\nen) = )\1f(61) + -+ )\nf(en)

par linéarité de f. D’ou Ay f(e1)+- -+ f(en) = 0p. Or (f(e1),. .., f(en)) est libre. Donc on a nécessairement
Al=...= X\, =0.
Ainsi ‘ (e1,...,ep) est bien une famille libre de E. ‘

Si (eq,...,en) est génératrice alors (f(e1),..., f(en)) est génératrice.

On a un contre exemple avec f :x — Op.

Si(f(e1),..., f(en)) est génératrice alors (e, ..., e,) est génératrice.
On a un contre-exemple avec £ =R3 et F' = R? et :
R® — R?

1) -0
Y = y

z

1 0
On peut alors prendre la famillee; = [0 | eteo = |1 ]. ‘ (e1,€2) n'est pas génératrice‘ (il manque au moins
0 0

un vecteur) mais ‘ (f(e1), f(e2)) Dest. ‘

On peut faire une contre-exemple avec seulement E = R? et F = R. Il faut cependant bien avoir en téte que
R est bien un espace vectoriel (de dimension 1).

. SiIm(f) = F alors f est injective.

)

Faux. | L’application f : R? — R? définie a la question précédente est un contre-exemple. On a Ker(f) =

L
0

Vect (0 # {Ops}.
1

dim F = dim Im(f) + dim Ker(f).
————

=dim F

Donc dim Ker(f) = 0, donc ‘ f est bien injective. ‘

10
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C’est exactement la méme raison qui fait qu’un endomorphisme injectif ou surjectif est automatiquement
bijectif (en dimension finie).

7. Si g est une autre application linéaire de £ dans F' avec Im(f) = Im(g) et ker(f) = ker(g) alors f = g.

Par exemple, si on pose F' = E et f =1dg et g = 2Idg, on a bien Im(f) = Im(g) et ker(f) = ker(g)
mais f # g.

Exercice 12 - A savoir faire! *k

Procédons par double implication :
(=) On suppose go f = 0. Soit y € Im(f). Montrons que y € Ker(g).
Comme y € Im(f), il existe z € E tel que y = f(x). Calculons :

9(y) =9(f(y)) =go f(y) =0.

=0
Donc . Et ainsi ‘ Im(f) C Ker(g). ‘

(<) On suppose que Im(f) C Ker(g) Montrons que go f =0
Soit z € E. On calcule :

goflz)=9( flx) )=0c.

€lm(f)CKer(g)

On a donc bien m

[ Exercice 13 *k ]

Soit u ¢ Ker(¢). Commengons par montrer que la somme Ker(yp) 4+ Vect(u) est directe.
Soit x € ker(¢) N Vect(u). Il existe donc A € R tel que x = Au. De plus, on a :
0=p(z) = p(hu) = Ap(u) .

~—~—
#0

Donc nécessairement A = 0, ce qui donne

Montrons maintenant que Ker(y) et Vect(u) sont supplémentaires.
Remarquons que dim Vect(u) = 1 et dim Ker(p) = n — 1 puisque Kery est un hyperplan de E en tant que noyau
de forme linéaire non nulle. Donc :

dim Ker(¢) + dim Vect(u) =n = dim E.

Par égalité des dimensions, on a bien ‘ E = ker(p) ® Vect(u). ‘

Exercice 14 - Polynémes de Lagrange ok

1. Soient P,Q € R,[X] et A€ R. On a:

P(P+2Q) = ((P+2Q)(a0), -, (P+Q)(an)) = (P(ao) + A\Q(ao), -, Pan) + AQ(an))
= (P(ag)..... P(an)) + M(Q(a0).. ... Q(an))] = ¢(P) + Ap(Q). |

Donc | ¢ est bien une application lindaire de R,,[X] dans R™*1.

2. Montrons que ¢ est injectif. Soit P € Keryp. Montrons que P = Og,, [x]-

Puisque P € Keryp, on a :
P(ap) =...= P(a,) =0.

Comme les ag & a, sont distincts, P a n+ 1 racines. Le seul polynéme de degré au plus n ayant n+ 1 racines

est le polynome nul. Donc Ainsi | ¢ est injectif.
De plus, dimR,[X] = n + 1 = dimR"*!. Donc par égalité des dimensions, | ¢ est bijectif | c’est-a-dire

© est un isomorphisme. ‘

11
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3. (a) Soit k € [0,n]. Sii# k, On a :

n n
Al — aj ap — ag ap — aj
Lz(ak):” J = ><|I L =0.

L a; —a; G — Qe G — A
Jj=0 7=0
jot —
£k
Etsii=Fk:
- a; ﬁ ap — a;
Li(ax) =[] = = 1.
j_:(_) a; — aj j_:(_) ap — CL]'
Jj#i J#i ]
Ainsi :
(p(LZ) = (Lz(ao),,LZ(an)) = (0,...,0, 1 ,0,...,0)
i®me position
qui est le i (en comptant & partir de 0) vecteur de la base canonique de R™*1,

(b) La famille ((1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)) est la base canonique de R"*!. Son image réci-
proque par un isomorphisme est également une base.

Donc ’ (Lo, ..., Ly) est une base de R,[X]. ‘

Exercice 15 *k

1. Soit x € Ker(f). Montrons que g(z) € Ker(f).
On calcule :

flg(x)) = foglc)=go f(z)=g(f(z)) = 0.

Donc ’ker(f) est stable par g. ‘

2. Soit y € Im(f). Montrons que g(y) € Im(f).
Puisque y € Im(f), il existe € E tel que y = f(x). On a alors :

9(y) = g(f(@)) = go f(x) = f o g(a) = f(g(x)) € Tm(f).]

Donc ’Im(f) est stable par g. ‘

Exercice 16 *k

Prouver le résultat par analyse-synthése.

e Analyse : Soit u € E. Soit également (z,y,z) € Ker(f) x Ker(f — Idg) x Ker(f + Idg). On suppose
u=x+y+z.
Commencons par remarquer que f(x) =0, que f(y) =y et que f(z) = —z. On a donc :

y—z=flz+y+z)=[f(u.
En appliquant f une seconde fois, on trouve :
y+z=fly—2)=f(u).

En faisant la somme et la différence de ces deux équations, on trouve :

_ Pt
Yy L2
s £ (w)

En réinjectant dans = +y + z = u, on trouve |z = u — f2(u).

On a trouvé des formules pour x, y et z qui ne dépendent que de u. Ainsi ‘l’analyse prouve 'unicité | de la

décomposition de u et donc |le caractére directe de la somme d’espaces. ‘

12
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On pourra remarquer que Uhypothése f3 = f n’a pas servi. Cette propriété est donc vraie pour tout
endomorphisme a condition que la décomposition existe. En effet, tant que la synthése n’est pas faite,
on n’a pas prouvé l’existence et la synthése est donc bien indispensable pour conclure.

e Synthése : Soit u € E. On pose x = u — f2(u), y = w et z = M Vérifions les différents
point :
e On a:
2 2 _
I S UEY RN UL T
e On a:
fla) = flu—f2(w) = flu) = f>(u) =0
——
=f(u)
Donc on a |z € Ker(f).
e On a:
) s <f2<u>2+ 1) _ WOEYSONNOEY SO
Donc on a‘y € Ker(f — IdE).‘
e On a de maniére similaire :
= (PUL0) L) _ S P
Donc on a ‘ z € Ker(f +1dg). ‘
La synthése prouve ’existence de la décomposition. ‘
Ainsi, on a bien ‘ E =Ker(f) + Ker(f —Idg) + Ker(f + Idg). ‘
On a bien finalement : ‘E = ker(f) @ ker(f —Idg) @ ker(f + Idg). ‘
Exercice 17 - Symétries * K K

1. (a) Procédons par double inclusion.
(C) Soit y € Im(p). 1l existe donc x € E tel que y = p(x). Montrons que y € Ker(p — Idg).
On calcule :
(p—1dp)(y) = p(y) —y = p(p(z)) —p(x) = 0.
——

=p(x)

Donc on a bien I'inclusion ‘Im(p) C Ker(p — Idg. ‘

(D) Soit z € Ker(p — Idg). Montrons que z € Im(p).
On sait que (p —Idg)(z) = 0 donc :
x = p(x)

Or p(z) € Im(p) donc on a bien 'inclusion ‘ Im(p) D Ker(p — Idg. ‘

En conclusion, on a : ’Im(p) = Ker(p — Idg. ‘
(b) Calculons :

(2p —1dg)* = 4p® — 4p +1dg

puisque Idg commute avec p. Or p? = p. Donc :

(2p —1dg)? = Idg.

2p — Idg est bien une symétrie. ‘

13
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2. (a) Calculons :

(;(g +IdE)>2

1, 1 1
— %4 g+ -1d
19 Ta9 Tt de

puisque g et Idg commutent. Or g% = Idg. Donc :

2

Donc (g + Idg) est un projecteur.
2

2

(500 IdE>)2 ~ g+ 1ap)

(b) Comme % (g + Idg) est un projecteur, on sait que Keri(g + Idg) et Im3(g + Idg) sont supplémentaire
dans E.
Il faut maintenant au résultat suivant valable si f est un projecteur : Imf = ker(f — Idg). Dans notre
cas, on a donc : Im3 (g + Idg) = ker(3(g + Idg) — Idg) = ker 1(g — Idg).
Or pour tout endomorphisme f, ker f = ker 2f. Donc, on a bien :

| E = ker(g — Idp) & ker(g + Idp).

Exercice 18 - Projecteurs associés * K K
On a p+ g = Idg. On peut par exemple le réécrire ¢ = Idg — p.
On a donc :
ker ¢ = ker(Idg — p) = ker(p — Idg) = Im(p).
Comme ¢ est un projecteur, on a : ker(q) @ Im(q) = E. Et en substituant, on obtient bien :
‘E = Im(p) @ Im(q). ‘
[ Exercice 19 * K K

1. On a Imgo f C Img. Donc ‘rg(go < rg(g).‘

2. Soit y € Im(g o f). Il existe donc z € E tel que y = g o f(x).
Décomposons f(z) dans la base (e1,...,ep) : f(x) = Aier + -+ Apep.

On a

Donc

donc :

y=g(Ater + -+ Apep) = Aigler) + -+ Apglep).

(g(e1),. ..

,g(ep)) est bien une famille génératrice de Im(g o f).

On peut donc en extraire une base de cardinalité inférieure. Donc dim Im(go f) < p. Comme p = dimImf =
rgf, on en déduit :

re(go f) <rs(f):|

3. Tout est montré : rg(g o f) est plus petit que rg(g) et que rg(f), il est donc plus petit que le plus petit des
deux. Dit autrement :

[ra(g 0 f) < min(rg(g), re(f))- |

Exercice 20 * k x
1. Ona f2+ f —6ldg = 0. On a donc :
1
et de méme : 1
S(/+1dp)e f = ldp.
Donc’ f est inversible ‘ (c’est donc un isomorphisme puisque c’est déja un endomorphisme) et | f~! = %( f+1dg).

14
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2. Montrons l'existence de ces deux suites par récurrence.

e Initialisation : On a :

9 = 0xf+1xIdg
It 1xf+0xIdg
2 = (-1)xf+6xIdg

Donc il existe bien oy, et 3, au moins pour n € [0, 2].

e Hérédité : Soit n € N. On suppose qu’il existe o, et 5, des réels tels que :

fn = anf + 5nIdE~

On compose par f :

= fo(anf + Buldg) = anf? + Bnf = an(—f +61dg) + Buf = (Bn — an) f + 6ayldp.

Donc, en posant a1 = Brn — an et Bn41 = 6ay, on bien lexistence de tels coefficients pour n + 1.

La récurrence nous a méme donné des formules. Remarquons que pour tout n € N, avec les formules précé-
dentes, on a :

Qpt2 = 571—&—1 — Ony1 = 6cv,, — Qpt1.

C’est une formule de récurrence linéaire double. L’équation caractéristique est :
X?=6-X&eX*+X-6=0.
Son discriminant est : A =1—4 x 1 x (—6) = 25 = 52. Donc les racines sont :

—1-5 145
X = 5 =-3 et X;= 5 =

2.

On en déduit que pour tout n € N, on a :
ap = A(=3)" 4+ p x 2™

Or g =0 et @y = 1. Donc :
{ Adp = 0

—32+2u =1
qui se résout en \ = —% et = % On obtient donc :
1 1
=——(=3)" 4+ - x 2",
an 5( ) + e

Puis, en utilisant 3,11 = 6«,,, on obtient que pour tout n € N* :

6 _ 6 _
511:—5(—3)” 1_|_5X2n 1

Un calcul direct révéle que la formule est aussi valable pour n = 0. On a donc finalement pour tout n € N :

n _ (_9\n n—1 _ (_a9\n—1
2 5(> 3) f+6(2 5( )" g,
3. Onalu—v=f+3ldg — (f — 2Idp) = 5ldg. |
Soit x € E. On a :
z=ldp(z) = & . Y(z) = u(g) +v(—§).

——
€lmu  €lm(v)

On a donc l'inclusion ‘ E C Im(u) 4+ Im(v). ‘ L’inclusion réciproque étant toujours vraie, | I’égalité est vérifiée.

15
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4. On a :
uov:(f+31dE)O(f—2IdE):f2+f_6IdE

Et de maniére similaire :

vou=(f—2Idg)o (f+3ldg) = f2 + f — 6Idg = 0.

Soit maintenant y € Im(u). Il existe z € E tel que y = u(x). On a alors :

v(y) = v(u(z)) = po u(z) = 0.

=0

Donc ’Im(u) C Ker(v). ‘

La démonstration de ‘ Im(v) C Ker(u) ‘ se fait de méme en utilisant u o v = 0.

5. On a déja montré que E = Im(u) + Im(v). On obtient donc :

E = Im(u) + Im(v) C Ker(v) + Ker(u).
S~ =
CKer(v) CKer(u)

L’inclusion réciproque étant toujours vraie, on obtient ‘ E = Ker(u) + Ker(v). ‘

Il reste & montrer que la somme est directe.
Soit = € Ker(u) N Ker(v). On a :

1 1
z=Idg(x)=-(u—v)(z) == |u(z)—v(z) | =0
b O\~ —~~
=0 =0
Donc ’ Ker(u) et Ker(v) sont en somme directe. ‘
On a donc bien ‘ E = Ker(u) @ Ker(v). ‘
[ Exercice 21 * * Kk

Procédons par double implication.
(=) On suppose que p et f commutent. Montrons que Ker(p) et Im(p) sont stables par f.
Soit = € Ker(p). On calcule :

p(f(x)) =po f(z) = fop(z) = f(0) = 0.

Donc ‘ f(z) € Ker(p). ‘
Soit y € Im(p). Il existe donc z € F tel que y = p(z). On a :

Donc | f(y) € Im(p).

On n’a pas utilisé hypothése « p est un projecteur ». Et en effet, elle n’est pas utile pour cette implication. FElle
va donc probablement servir dans la réciproque.

(<) On suppose que Ker(p) et Im(p) sont stables par f. Montrons que f et p commutent.
Comme p est un projecteur, on a :
E = Ker(p) ® Im(p).

Soit z € E. On peut écrire x = y + z avec y € Ker(p) et z € Im(p). On a alors :
fp(@)) = flp(y +2)) = f(2)
et :
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Donc pour tout z € E, on a f(p(x)) = p(f(x)), c’est-a-dire ‘p et f commutent.

[ Exercice 22 * * K

Montrons que (z, f(z),..., f* 1(x)) est une famille libre.
Soit (Ao, .., An—1) € R™ tel que :

Aoz + M f(@) + 4 Aot 7 2) =0

Montrons que A\g = --- = A\,_1 = 0.
Appliquons f a I’égalité. On obtient :

)\Of(x) + /\1f2(‘7:) et )‘n—2fn71(x) + )‘n—l fn(x) =0
=0

A chaque application de f, on perd ainsi un terme. En appliquant f*~!, on trouve finalement :
Aofn_1($> = 0.
Et comme f?~1(x) # 0, on a \g = 0. On reprend alors I'équation en "2 :

\/\P_anfz(ﬂf) + A" (@) =0
=0

et comme f"~(x) # 0, on obtient A\; = 0. Et ainsi de proche en proche, on a bien : \g = --- = \,_1 = 0.

On peut le rédiger plus proprement avec une descente finie (c’est comme une récurrence mais avec un nombre fini

d’étapes).
Donc |la famille (z, f(z),..., f* (z)) est libre.
De plus, dim E = card((z, f(z),..., f* !(z))) et donc par égalité des dimensions,
la famille (z, f(x),..., f*~'(z)) est une base de E.
Exercice 23 * K K

Soit (z1,...,x,) € Im(py) X - -+ x Im(p,,) tel que 1 + --- + ,, = 0. Montrons que z; = --- =z, = 0.
Soit ¢ € [1,n]. Montrons que z; = 0.
On applique p; a la somme x1 + - -+ + x, = 0. On obtient :
pi(x1) + -+ pi(zi-1) + pi(®i) + pi(Tit1) + - + pi(xn) = 0.
Il existe (y1,...,yn) € E™ tel que z1 = p1(y1), ..., Tn = Pn(yn). On peut donc écrire :

pi(p1(y1)) + - + pi(Pi—1(Wi—1)) + pi(Pi(ys)) + Pi(Piv1(Yig1)) + -+ + Pi(Pn(yn)) = 0.

Or p; opj = 0si j # 7. On obtient donc :

Or p? = p;. Donc :

Ainsi, on a bien z; = 0 pour tout i € [1,n].

Et donc |la somme Im(p;) + ... + Im(p,) est directe. ‘

17
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3 Exercices de concours

Exercice 24 - HEC 2018 (modifié) *k

1. Soit u ¢ Ker(y). Montrons que la somme Ker(¢) 4+ Vect(u) est directe.
Soit = € Ker(¢) N Vect(u). On peut donc écrire x = Au avec A € R. On a de plus :

0=p(x) =p(Au) = Ap(u).
——
#0

On a donc nécessairement A = 0. Et donc

De plus dim Ker(¢) = n — 1 puisque ¢ est une forme linéaire non nulle et donc son noyau est un hyperplan

de E. Et dim Vect(u) = 1. Donc :
dim Ker(¢) + dim Vect(u) =n = dim E.

Donc, par considération sur les dimensions, on a ‘ E = Ker(p) ® Vect(u). ‘

2. (=) On suppose qu'il existe A € R* tel que ¥ = .
Soit x € E. Alors, on a :

z € Ker(p) © ¢(x) =0 Ap(z) =0 ¢Y(r) =0 < z € Ker(¢).

On peut en effet multiplier ou diviser par A qui est non nul. Donc ‘Ker(cp) = Ker(¢). ‘

(<) On suppose que Ker(p) = Ker(1)).
Soit x € E. On peut écrire x = y + Au avec y € Ker(p) et A€ R. On a :

px)=0( y +Au)=Ap(u).
~—
eKer(p)

On a également :
P(z) = h( y +Au) = Ap(u).

~~
eKer(p)=Ker())

Puisque Ker(y) = Ker(¢) et puisque u ¢ Ker(y), on a nécessairement 1(u) # 0. Donc, pour tout z € E, on

a:
_ N C P O]
olr) = Apw) = AE () = Fo)
Donc ¢ et ¥ sont proportionnelles. ‘
Exercice 25 - QSP ESCP 2004 * %k ok

Montrons le résultat par 'absurde. Supposons que Im f + Img n’est pas directe.
On a donc dimImf NImg > 1. Et donc dimImf + dim Img > n.
On applique le théoréme du rang et on obtient :

dimIm(f) + dimKer(f) = dimFE
dimIm(g) + dimKer(g) = dimFE °

On calcule alors :
dim Ker(f) + dimKer(g) = dim £ — dim Im(f) + dim E — dimIm(g) = 2n — (dim Imf 4+ dim Img) < n.

Or dim Ker f + dim Kerg > n puisque Kerf + Kerg = F.
Donc ‘la somme Imf + Img est directe. ‘

On montre de méme que ‘la somme Kerf + Kerg est directe. ‘

[ Exercice 26 - Oral ESCP 2012 * % Kk Kk K

18
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1. (a) Procédons par analyse-synthése.
e Analyse : Soit i € [1,n]. On suppose qu’il existe un polynéme L; € R,,_1[X] tel que pour tout
J € [1,n], on ait : L;i(a;) = 6; ;.
Donc pour tout j # 4, on a Li(aj) = 0. Donc les a; (tous distincts) sont des racines de L;. On en

déduit :
L, =@ H —aj)

J#z

ou () est un polynéme. Puis par considération sur les degrés, on a deg () < 0, puisque deg H;L:1(X —
i
aj) =n—1.

On peut donc écrire :
n

=AM I& -ay
k=1
k#1

avec A € R. De plus, on a L;(a;) = 1. En réinjectant, on obtient :

sn,’:]:

D’ou :
n
_ (X —ay
L,:“w R S
Co (e —ar) R e - a
k#i ki

‘L’analyse prouve 'unicité. ‘

e Synthése : Pour i € [1,n], on pose L; = [[}_, =%

=la;—ax’
k#i
Pour j € [1,n], on calcule :
n
a; — ag
J
Li(aj) = [T 2 —
ey k
kti

e Si j # 1, alors il existe un £ tel que a; — ar = 0 et alors :

Li(aj) =0.

e Si j =1, alors:

n
a; — ag
L. ) — =
) =TT 0=t = Hal_ak

k=1
k#1 k;éz

De plus ’degLi =n— 1.‘

‘ La synthése prouve l’existence. ‘

(b) Montrons que la famille (L;);e[y 5 est libre.
Soit (A1,...,An) € R™ tel que :
ML+ -+ N\ Ly, = 0.

Montrons que A\ = Ao =--- = A, = 0.
Soit i € [1,n]. Evaluons en a; :
M Li(ai) + - 4+ XNic1 Li—i(a;) i Li(a;) +Xig1 Ligi(a;) + - + Ay Lp(a;) = 0.
=0 =0 =1 =0 =0

Donc Donc |la famille des (L;);e[1,n) est libre.

Puis comme son cardinal est n et dimR,,_1[X] = n, ‘c’est une base de R,,_1[X]. ‘

19



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies TD3 - COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE - CORRECTION

2. (a) Soit P € R[X]. Pour k € [1,n], on a:

——
ik

m(P)(ak) =) _ Pla;) Li(ar) = Pax).
i=1

Donc :
n

m(m(P)) = Z?T(P)(ai) Li = n(P).

=1 Y
P(a;)

Dot [ om = m], c’est-a-dire ‘ m est un projecteur. ‘
(b) Soit P € Kerm. On a donc :

> P(a;)Li =0.
=1

Or les L; forment une base de R,,_;[X] et forment donc une famille libre. C’est donc équivalent & pour
tout i € [1,n], P(a;) = 0.
Dit autrement P € Kerr si et seulement si il peut s’écrire :

n

P=QJ[(X-a)

=1
Donc ou F est I’ensemble défini a la question suivante.
Ensuite, comme tous les L; sont dans R,,_1[X], on aIm(7) C R,,—1[X]. De plus 7(Ly) = > 4 (Lg)(a;) L; =
~—

Ok,
Ly.. Donc puisque les Ly engendrent R,,_1[X], on a aussi R,,—1[X]| C Im(7).

D’oit finalement ‘Im(ﬂ) =R,—1[X]. ‘

(¢) 7 est un projecteur donc ‘R[X} = Ker(m) ® Im(r) = F & R,,_1[X]. ‘
(d) Si P € R,—1[X], alors P € Im(x). Donc P = w(P).
On en déduit : P =37, P(a;)L;. Donc ‘ses coordonnées sont (P(aq),. .., P(ay)). ‘

3. (a) € est linéaire car 'évaluation des polynomes est linéaire.

e est bijective puisque c’est 'application qui a un polynéme de R,,_1[X] associe ses coordonnées dans
la base (Li)ic[i,n]-

‘e est donc bien un isomorphisme. ‘

(b) Celarevient a dire que (f(a1),..., f(a,)) admet un unique antécédent dans R,,_1[X] par e.

puisque € est bijective.

4. (a) L’énoncé n’est pas trés bien rédigé en termes de quantificateurs... Enfin bon. C’est l’exemple a ne pas
suivre.

Pour K € R, on a :

n

1)~ Ple) - K [[(@ - a;) = _ f@) = P@)
f(z) = P(x) K£[1< J=0eK=qr ey

Comme z est distinct des a;, le dénominateur est bien non nul et ’un tel K existe. ‘

(b) Quelle horreur a rédiger! L’idée est d’appliquer en série le théoréme de Rolle. En effet, on a plusieurs
points d’annulation de ¢ (en chacun des a; et en x). La dérivée s’annulle donc au moins une fois entre
les couples de points d’annulation consécutifs. Si ¢ s’annule k fois alors ¢’ s’annule (au moins) k — 1
fois. On réitére le raisonnement pour trouver que g0(2) a au moins k — 2 points d’annulations. Et on peut
de proche en proche conclure sur ™. Maintenant rédigeons-le.

On pose pour tout k € N :
Hy, : «sik < n alors o) admet au moins n — k 4 1 points d’annulation dans [a, b] ».

Montrons cette proposition par récurrence sur k :

20
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e Initialisation : pour k = 0, on a k < n. Et on a bien ¢(¥ = ¢ qui admet n — k +1 = n+ 1 points
d’annulation. En effet, on a déja x trouvé a la question précédente.
Et pour j € [1,n] :

n

o(a;) = f(a;) — P(a;) K [ [ (¢j — i) = 0.
— - N——

Ainsi | Hy est Vériﬁée.‘

e Hérédité : Soit k£ € N. On suppose Hj, vraie. Montrons Hy 1.
On distingue deux cas :
i. Si k> nalors k+1 > n et donc Hyy; est vérifiée.

ii. Si k < n alors k+ 1 < n. Il faut vérifier que p*+1) admet n — (k + 1) + 1 = n — k points
d’annulations.
Par hypothése de récurrence, gp(k) admet n—k-+1 points d’annulations. Notons les by, ..., by—g11
avec by < by < --- < bp_pt1-
Ainsi pour tout j € [1,n—k], on a p®)(b;) = ¥ (b;41) = 0. Comme ¢ est C" (comme sommes
et produits), p*) est au moins C' (pour k < n). Donc le théoréme de Rolle s’applique. Ainsi, il
existe ¢j €]bj,bj41[ tel que **+D(c;) = 0.

(k+1)

Ainsi| ¢ a bien (au moins) n —k + 1 — 1 =n — k points d’annulation distincts dans [a, b].

Ainsi en particulier H,, est vrai. Et donc |il existe ¢ € [a,b] tel que ™ (¢) = 0.

Rédaction alternative : j’ai fait exprés de rédiger avec une récurrence pour rester dans le programme.
Mais, la chose naturelle & faire est une descente finie. C’est la méme chose, sauf que l'on s’arréte a
un certain rang.

On pose pour tout k € [1,n] :
Hy, : « ®) admet au moins n — k + 1 points d’annulation dans [a, b] ».

Montrons cette proposition par descente finie pour tout k € [1,n] :

e Initialisation : pour k£ = 0, on a bien go(o) = qui admet n — k 4+ 1 = n + 1 points d’annulation.
En effet, [...]

e Hérédité : Soit k € [1,n — 1]. On suppose Hj, vraie. Montrons Hy .
1 faut vérifier que ¥+ admet n — (k + 1) + 1 = n — k points d’annulations. [...]

Ainsi en particulier H,, est vrai. Et donc |il existe ¢ € [a,b] tel que ™ (¢) = 0.

Je profite de cette question pour aborder des points de rédaction mais ¢a ne doit pas vous paniquer :
c’est un sujet d’oral de concours. Si vous étes capables d’expliquer clairement une idée avec des
expressions comme « de proche en proche », ce ne sera pas parfait, mais ¢a sera trés bien.

Avec les notations des questions précédentes, on a :

M) =M - P —nlK.
~—
=0 car PER,—1[X]

En ¢, on trouve :

F™(¢) - nlK = 0.

Donc | K = f(")(g‘).

n!

Toujours = avec le K correspondant :

(n) "
1)~ P@) = e+ K [T —a0|= T
] =1




Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies TD3 - COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE - CORRECTION

On peut alors majorer :

|f<x>—P<w>|<S”p[“”f H| —ail.

Mais « ici est (presque) quelconque. La seule hypothése était que x # a; pour chacun des a;.
Mais pour a;, on a f(a;) — P(a;) = 0 et donc 'inégalité est bien vérifiée.

Ainsi, pour tout = € [a,b], on a :

(@) — Play| < Ll =l gy oy

[a,b]

Exercice 27 - Oral ESCP 2019 * Kk Kk Kk K

1. (a)

(b)

e Sir =0, alors u = 0. Dans ce cas |n’importe quel w convient.

e Sir =n, alors u est bijectif. Dans ce cas, |on pose w = u~'.|On a alors uowou = uou='ou = u.

i. D’aprés le théoréme du rang, on a :
dimKer(u) = dim(F) —rg(u) =n —r.

Soit H un supplémentaire de Ker(u) dans E (qui est donc de dimensions r).

Notons ‘ (e1,...,€r,€r41,...,6,) une base adaptée a la décomposition H @ Ker(u). ‘
Ainsi (€y41,...,e,) est une base de Ker(u). On a donc bien ‘pour tout ¢ € [r + 1,n], u(e;) = 0. ‘
Montrons désormais que (u(eq),...,e(u,)) est libre.

Soit (A1,...,Ar) € R". On suppose que :
Au(er) + -+ + Au(er) = 0.

Donc par linéarité :
u(Arer + -+ Aer) =0

que l'on peut écrire Ajeg + - -+ + Are, € Ker(u).
Or (e1,...,e,) est une base de H. Donc :

Arep + -+ Aep € Ker(u) N H.

Or la somme Ker(u) @ H est directe donc Ker(u) N H = {0}. Ainsi A\je; +--- + Aye, = 0.

Comme (eq,...,e,) est une base, c’est une famille libre et donc :
A= =X\=0]
Ainsi ‘ (u(ey),...,u(e,)) est une famille libre. ‘
ii. On a Im(u) = Vect(u(e1),...,u(er), u(ert1),...,ule,)) = Vect(u(er),...,u(er)). Soit K un sup-
=0

plémentaire de Im(u) (de dimension n — 7).

(u(ey),...,u(e,)) est une base de Im(u). On la compléte en une base de E adapté a la décomposition
Im(u) @ K. Notons cette base (u(e1),...,u(€r), Yrtiys - Yn)-
Un endomorphisme est entiérement défini par I'image d’une base. On définit ainsi w par :

{ Vie[l,r], w(u(e)) = e
Vie [r+1,n], w(y) 0

Vérifions maintenant que u o w o u = u en regardant les images de la base (eq,...,e,).
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Pour ¢ € [1,7], on a :

uowou(e;) =u(w(u(e;))) = ule;)
N —

et pouri € [r+1,n], on a:
wowou(er) = u(w(u(es))) = 0 = u(er).

——
=0

Donc, on a bien [uocwou = u.]

w semble sortir du chapeau et c’est un peu le cas. On ne peut pas utiliser d’analyse syntheése car il
n’y a pas une unique solution.

Mais la premiére question est la pour nous guider. Si r = n, on voilt qu’on n’a pas vraiment le
choix pour w. Au contraire, le choix est absolu pour r = 0. En fait, w semble détricoter u. Mais il
ne peut pas entierement car u n’est pas inversible.

On pose alors un truc qui ressemble le plus possible & uw='. Pour la partie de E qui n’est pas le
noyau (H avec notre correction), on écrit essentiellement ’inverse. Et pour le reste, on fait a peu
pres ce que ’on veut.

2. (a) Pour simplifier la rédaction, on fixe f et on pose :
i m
Hys <€ £B), (@)"(0) = Y (-0 () /" Fogo .
k=0
On rentre ainsi le quantificateur sur g dans la proposition & montrer pour tout m.
e Initialisation : pour m =1, et pour g € L(E), on a :
(©r)™(g) =Pp(g) = fog—gof
et :

> (Dt (’,Z) frFogo f£=(-1)° (3) f0ogo fOr (-1)! G) flogofl=fog—gof.

k=0

Donc, on a bien | (®7)™(g) = Y jvq(—1)F (TIZ> fmFogo fk.

e Hérédité : Soit m € N*. On suppose que pour tout g € L(F) :

@) = Y (0F (1) 7t oge st

k=0

Montrons que la relation tient pour m + 1.
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Soit g € L(E). On a :

(@)™ g) = (D)™ (P5(9))

= St () e a o
k=0

_ - k(T em—k . k

= > (-1 <k>f o(fog—gof)of
k=0

_ Z(_l)k (T]Z> fm—k—i-l 0go fk _ Z(_l)k <T]Z> fm—k 0go fk+1
k=0 k=0

_ Z(_l)k (ZL) f(erl)fk 0go fk + Z(_l)kJrl <TI::L> f(m+1)7(k+1) 0go fk+1
k=0 k=0
m m+1

= ) (-1 (TIZ> fFrmtk o go fh 4 N (1) (k’nj 1) Frmt=F o g o
k=0 k=1

— (73> f(m+1) 0 0go fO

~——

T kZ:l(_l)k ((7:) + <kT1>> flmt1)—k
[(m+1
B k
m+1
m+1
m+1

m+1
k

> (D

k=0

(

> f(m+1)—k ogo fk:

(b) Sim =2p—1, alors pour k € [0,p — 1], m — k > p et pour k € [p,m], k > p. Dans tous les cas, on a

soit f™~* =0, soit f* = 0. Donc pour tout g € L(E) :
(@)~ (g) = 0.

3. Soit w un endomorphisme tel que fP~!owo fP~t = fP=1
@ 2w = Y (0 (P 2)

On a:
> v

Sik<p—1,alors2p—2—k >p—1et donc f2P-27F
Sik>p—1,alors f¥=0.
Donc, seul le terme k = p — 1 est non nul. On a donc :

2p—2
< 2 — 2

k

—kowofk

2p — 2
p—1

_1>p71 ( ) L

(@7 2w = (-1 (P 0] o owo ot =
Et donc :
= (@) -
T o (22

)
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Ainsi | fP71 € Im((®5)%72).
4. On a déja vu que (®7)?P~1 = 0. De plus, fP~! € Im((®£)?P~2) et fP~1 £ 0. Donc (®7)?P~2 £ 0.
Ainsi ‘l’indice de nilpotence de @ est 2p — 1. ‘
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