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1 DMatrices et applications linéaires

-

Déterminer le rang des matrices suivantes ainsi qu’une
base de I'image de I’endomorphisme canoniquement as-
socié. Donner également leurs inverses s’ils existent :

Exercice 1

1 -1 o0 } (1) 03
A=|0 1 4|, B= ,
1 0 -3 0 0 1
2 —1 2
SR
L 1 o 0 2 2 —4
0 1 1 —2

[ Exercice 2

Soit (x1,...,xy) n réels distincts. On définit Papplica-
tion linéaire :
.| Baalx] - R
’ P (P({L‘l),P(‘TQ),,P(IEn))

1. Montrer que v est injective.

2. En déduire que 1 est isomorphisme de R, _1[X]

dans R™.
3. On définit la matrice V(z1,zg,...,2,) € My(R)
par :
1 x a2 m’f‘i
1 zo a3 s~
V(zy,...,xn) = : : 2
1z, 22 zn—t

Montrer que si (z1,...,z,) sont n réels distincts
alors V(xy,...,xy) est inversible.

Exercice 3 Kk

Soit (x1,...,2y) € R™ non nul. Déterminer le rang des
matrices :
1 T Ty, O
o 0 -+ 0 x1
M = . . . S MnJrl(R)
0 0 0 =z,
et :
xy
N=1|:|(= Zn) € Mp(R).
Tn
[ Exercice 4 Hok

Soit ¢ l'endomorphisme de R, [X] défini par ¢(P) =
P(X +1).
1. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base cano-
nique de R, [X].

2. Justifier que A est inversible et calculer A~

Exercice 5 *k

Soient A, B € M3(R) telles que AB = 0. Montrer que
I'une au moins de ceux deux matrices est de rang infé-
rieur ou égal a 1.

Exercice 6 - Théoréme d’Hadamardx xx

1. Soit A € M,,(R). Montrer que A est inversible si
et seulement si :

VX € My (R), AX =0= X =0.

2. Soit A = (A;;) € My (R) telle que :

n
Vi e [[1,71]], |ai,’i| > Z |ai,j"

j=1

i
Soit X € M, 1(R) tel que AX = 0. Et soit ig €
[1,7] tel que |z;y| = max;eqy pp |2il-
Montrer que z;, = 0 et en déduire que A est inver-
sible.
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2 Changement de base, similitude

-

Soit B = (e1,e2,e3) une base R3. Soit f € L(R3) tel
que :

Exercice 7

~1 13 -16
Matg(f)=A={ 0 7 =10
0 5 -7

1. Montrer que B' = (e1, 5e1 +3ea+2e3, 2e1 +ea+e3)
est une base de R3.

2. Déterminer la matrice de f dans la base B’. En
déduire la valeur de A%,

Exercice 8 - Matrice d’une projectionxx

Dans R3, on pose F = {(z,y,2) € R3 | 22+ 2y — 2z = 0}
et G = Vect((—1,1,1)).
1. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.

Déterminer une base de F' et en déduire une base
B de R? adaptée a la somme directe F @ G.

2. On note p la projection sur F' parallélement & G.

(a) Déterminer la matrice de p dans la base B.

(b) En déduire la matrice p dans la base cano-
nique de R3.

(c) Soit ¢ la projection sur G parallélement a F'.
Montrer que ¢ = Idg — p et en déduire la
matrice de ¢ dans la base canonique.

o |

Soit ¢ lapplication définie sur Ry[X] et & valeurs dans
R[X] qui & un polynéme P associe o(P) = (X2 —1)P' —
2XP.

[ Exercice 9

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ra[X].

2. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base cano-
nique notée Beay.

3.0npose Pp = (X +1)2 P, =X?>—-1et P3 =
(X — 1)% Montrer que B = (Py, P2, P3) est une
base de Ry[X] puis donner la matrice de passage
de la base canonique & B.

4. En déduire la matrice de ¢ dans la base B.

5. Pour n € N, déterminer la matrice de ¢™ dans la
base B. En déduire la matrice de ¢" dans la base
canonique.

» |

Soient A et B deux matrices semblables de M, (R). Soit
P € R[X]. Montrer que P est un polynoéme annulateur

[ Exercice 10

de A si et seulement si P est un polyndéme annulateur

de B.

Exercice 11 * % %

On considére les matrices :

0 -2 -2 0 00
A=12 5 3 |eeD=[0 1 0
-2 -4 =2 0 0 2

Soit f € L(R3) 'endomorphisme de R? dont la matrice
dans la base canonique B est A.

1. Montrer qu’il existe une base C = (e1, ez, e3) de R?
telle que la matrice de f dans C soit D.

2. Déterminer une matrice P € GL3(R) telle que A =
PDP~!. Calculer P71,

3. Calculer A™ pour tout n € N*.

Exercice 12 * K K

On pose les matrices :

3 -3 -1
A=11 1 0
-1 -3 0

2 00
etT'=10 1 1
0 01

1. Montrer que A est semblable a T et déterminer
P € GL3(R) telle que A = P~'TP.

2. Pour n € N, calculer T" puis en déduire A™.

[ Exercice 13 * * K

Dans chaque cas, déterminer si les matrices A et B sont
semblables.

1 00 -1 0 3
A=10 1 1) etB=0 4 0];
0 01 0 01
b)
11 1 -1
A=y 1) em=(5 1)
c)
210 1 01
A=10 0 1) etB=1[0 1 0];
0 01 0 01
d)
2 00 3 00
A=10 2 0)etB=1[0 1 0
0 0 2 0 0 2



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies

TD6 - MATRICES

3 Trace d’une matrice

4 FExercices de concours

Exercice 14

= |

Soit A € M, (R). Montrer que Tr(*AA) = 0 si et seule-
ment si A = 0.
o |

Soit n € N*. Montrer qu’il n’existe pas deux matrices
A, B € M, (R) telles que AB — BA = I,,.
- |

Soit FF = {M € M,(R) | Tr(M) = 0}. Montrer que F'
est un sous-espace vectoriel de M, (R) et montrer que si
A est une matrice de M,,(R) de trace non nulle alors :

M, (R) = F & Vect(A).

[ Exercice 15

Exercice 16

Exercice 17

* Kk k ]

Soit M € M,,(R) une matrice vérifiant rg(M) = Tr(M) =
1.
1. Montrer que M est semblable & une matrice dont
les n — 1 premiéres colonnes sont nulles.
2. Soit f I’endomorphisme de R™ dont la matrice dans
la base canonique est M. Montrer que f est un
projecteur.

Exercice 20 - EDHEC (modifié) *k

n désigne un entier supérieur ou égal & 2. On note Tr
Papplication linéaire qui & une matrice de M,,(R) associe
sa trace.

1. Montrer que Im(Tr) = R.
2. En déduire la dimension de ker(Tr).

3. Etablir que M,,(R) = ker(Tr) @ Vect(1,,).

* Kk kx

Exercice 21 - QSP HEC 2014

Soit A € M3(R) une matrice non nulle telle que A? = 0.

0 01
Montrer que A est semblablea [0 0 0
000

Exercice 22 - QSP HEC 2016 * %k ok

Soit n > 2 et soit M = (m; j)1<ij<n € My (R) la matrice
définie par :

Y(i,5) € [1,n]?, m;; =¥

Montrer que M est inversible.

Exercice 23 - QSP ESCP 2016 * K Kok

Exercice 18

* ok kk ]

Soit A € M, (R). Déterminer l’ensemble des matrices
M € M, (R) vérifiant M +'M = Tr(M)A.

On pourra distinguer les cas Tr(A) = 2 et Tr(A) # 2.

[ Exercice 19 * % Kk ]

1. Soit A = (Ai,j)lgi,jﬁn S Mn(R) Montrer que :
n n
t _ 2
T('Ad) =) > al;
i=1 j=1
2. Pour A € M,,(R), on définit 'application ¢4 sur
M, (R) par :
wa(M) =Tr(*AM).
(a) Montrer que ¢4 est une forme linéaire sur
M, (R).
(b) Prouver que A — @4 est un isomorphisme de
M, (R) sur £(M,(R),R).
(c) Soit ¢ une forme linéaire sur M, (R). Prouver
qu’il existe un unique A € M, (R) tel que ¢ =
PA-

Soit N € M,,(R) une matrice nilpotente c’est-a-dire telle
quil existe p > 1 tel que NP = Oy, (r)-

1. Montrer que la matrice A = I,, — N est inversible
et déterminer son inverse.

2. Montrer que I, — A~! est nilpotente.
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Exercice 24 - Oral ESCP 2008 %% % %% ]

Exercice 25 - Oral ESCP 2018

* ok ok ok ok

Soit m un entier supérieur ou égal a 2. Soit F' un sous-
espace vectoriel de M,,(R) de dimension n? — 1 stable
par la multiplication matricielle, c’est-a-dire :

Y(M,M'") e F?, MM’ € F.

On suppose que I,, ¢ F ou I,, désigne la matrice identité
de M, (R).

1. Montrer que M, (R) = F' & Vect(I,,).

2.

(a) Soit p le projecteur de M, (R) sur Vect(I,)
parallélement & F'. Montrer que :

(M, M') € (Mn(R))?, p(MM') = p(M)p(M").

(b) Montrer que pour toute matrice M de M,,(R)
telle que M? € F alors M € F.

(c) Soit (E; j)1<i,j<n la base canonique de M, (R).
Calculer E;; x Ei, pour tout (i,j,k,l) €
[1,n]*.

(d) Montrer que F' contient la base canonique de
M, (R).

(e) Conclure.

Soit F un espace vectoriel sur R de dimension finie n > 2.
Soit v un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe
un entier p € N* tel que u? = 0 et wP~' # 0, ot 0
désigne 'endomorphisme nul. Un tel endomorphisme est
dit nilpotent.

(a) Montrer que pour tout entier & > 2, on a
u(ker(u®)) C ker(uF—1).
(b) Montrer que l'on a :

ker(u) C ker(u?) C --- C ker(uP) = E.

Prouver que toutes ces inclusions sont strictes.

(c) Soit By une base de ker(u). On la compléte
en une base By de ker(u?). On continue le
procédé en complétant, pour tout entier k €
[1,p — 1] une base By, de ker(u*) en une base
Biy1 de ker(u¥*1). On trouve ainsi une suc-
cession de bases By C By C --- C B, ou B,
est une base de F.

Ecrire la matrice M de u dans la base By.
Préciser sa diagonale.

2. On note N l’ensemble des matrice nilpotentes de

M,,(R) ot n > 2. On note Tr application trace.

(a) L’ensemble N est-il un espace vectoriel ?

(b) Déterminer la dimension de l'espace vectoriel
ker(Tr).

(c) Montrer que Vect(N) C ker(Tr).

. Pour tout (i,5) € [1,n]? on note E; ; la matrice

de M,,(R) dont le seul coefficient non-nul vaut 1 et
se situe & 'intersection de la ligne 7 et de la colonne
7.

Pour tout k € [1,n], on pose N, = E11 — Eq, +
Ep1 — Eg k.

(a) Montrer que la famille {(Ni)o<i<n}, (Ei )i}
est une famille libre.

(b) En déduire 'égalité Vect(N') = ker(Tr).



