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TD6 - MATRICES - CORRECTION

1 Matrices et applications linéaires

[ Exercice 1 *

Remarques générales : les opérations élementaires sur les lignes et les colonnes préservent le rang des matrices.
On peut donc chercher le rang en appliquant des opérations élémentaires jusqu’a obtenir une matrice échelonnée.
L’énoncé demande de plus de déterminer une base de l'image. Une famille génératrice naturelle est donnée par les
colonnes des matrices. En conséquence, il vaut mieux utiliser des opérations sur les colonnes qui auront [’avantage
de préserver ’espace engendré par colonnes.
Comme on nous demande de plus 'inverse de la matrice, on ne peut pas mélanger de toute facon les opérations
sur les lignes et sur les colonnes.
Dans la suite, nous appliquons uniquement des opérations sur les colonnes. La rédaction est ici minimale, n’oubliez
pas de justifier tout le raisonnement précédent dans le cas d’un concours.
Pour simplifier les notations, on identifiera les matrices M € M, ,(R) et les endomorphismes canoniquement
associés définis par :
 Mp(R) — Mqn(R)
P { X = MX

1. Par opérations sur les colonnes successives, on a :

1 -1 0 1 0 0
0 1 4 — 0 1 4
1 0 -3/ @\ -1 3
1 0 0
— 0 1 0
C3+C3—4C> 1 -1 1
1 0 0
La matrice obtenue est échelonnée et de rang 3. Une base de I'image est donnée par 01,1 1],[0
-1 -1 1
Dans ce cas particulier, puisque la matrice est de rang 3, une base était directement donnée par la famille
1 -1 0 1 0 0
génératrice 01,1 11],| 4 . Et on peut aller encore plus simple et prendre 0],{1],10
-1 0 -3 0 0 1

puisque 'image est Mz 1 (R).
Pour finir, poursuivons les opérations sur les colonnes pour obtenir I'identité :

1 0 0 1 00
0O 1 0 ¢ 010
-1 -1 1 Ci+ C1+C3 00 1
Cy + Cy+ (5
On applique les mémes opérations sur la matrice identité :
1 00 1 10
010 — 010
00 1 et 00 1
11 —4
—— 01 —4
C3+C3—4C> 0 0 1
-3 -3 —4
5 -4 -3 —4
C1+ C1+C3 1 1 1
Cy <« Cy+Chy
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D’ou finalement :

-3 -3 -4
Al=|-4 -3 —4
1 1 1
2. Par opérations sur les colonnes successives, on a :
1 0 =3 1 0
1 1 0 1 1
0 0 1 C3«+C3+3C, 0 0
-2 -1 2 -2 -1
1 0
1 1
—
C3+C3—3C> 0 0
-2 -1
1
La matrice B est donc de rang 3. Une base de I'image est (1] ,
-2
1
rang est maximal et donc on peut également choisir comme base (1)
-2
La matrice n’étant pas carrée, elle n’est évidemment pas inversible.
3. Par opérations sur les colonnes successives, on a :
0 -1 1 1 -1
2 -3 4 — 4 =3
1 -1 2 o 2 —1
1 00
— 4 1 2
Co+Co+Ch 2 1 1
1 0 O
— 41 0
Cg(—C3—202 2 1 _1
La matrice est inversible. Continuons les opérations sur les colonnes :
1 0 O 10
4 1 0 — 4 1
2 1 -1 Coo=Cs 2 1
10
4 1
C1+ Cy —2Cs 00
CQ — 02 — 03
10
— 01
C1+C1—4Co
0 0
1 0 0
Une base de I'image est donc clairement 01,11],10
0 0 1

inversible et donc que son image est M1 (R).

. Encore une fois, le

— o O = O O

= O O

ce qu’on aurait pu prédire au fait que B est
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On calcule I'inverse en appliquant les mémes opérations a la matrice identité :

1 00 0 01
010 e 010
00 1 C1e0s 100
0 01
—— 010
Co+Co+Ch 1 1 0
00 1
{m ey 01 -2
03%037202 1 1 72
00 -1
— 01 2
Cg(—)*Cg 1 1 2
2 1 -1
—4 -1 2
C1 < C1 — 203 -3 -1 2
CQ — 02 — Cg
-2 1 -1
— 0o -1 2
C1+C1—4C> 1 ] 9
Et donc :
-2 1 -1
clt=1l0 -1 2
1 -1 2
4. Par opérations sur les colonnes successives, on a :
1 -1 -2 2 1 0 0 0
-1 -1 0 2 -1 -2 -2 4
0 2 2 —4 Cy < Cy+ Oy 0 2 2 —4
0 1 1 -2 Cs  Cs + 20, 0 1 1 =2
C4 — C4 — 201
1 0O 0 O
-1 -2 0 0
C3+ C3—Cy 0 2 00
Cy + Cy+20Cy 0 1 00
1 0
. -1 -2
Donc D est de rang 2. Et une base de son image est : E
0 1
[ Exercice 2 *

1. Soit P € R,,—1[X]. On suppose ¥(P) = Ogn. Montrons que P = Og,_,[x]-
On a pour tout i € [1,n], on a P(x;) = 0. Donc P admet n racines distinctes tout en étant de degré au plus
n — 1. P est donc nécessairement le polynéme nul.
Donc ker(¢)) = {Og,_,(x]} et ainsi ¢ est injective.

2. On a dimR,,1[X] = n = dimR”. Comme 1 est injective, par égalité des dimensions, 1 est également
surjective et est donc un isomorphisme de R,,_;[X] dans R".
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3. Notons B la base canonique (1, X, ..., X" 1) de R,_1[X] et B’ la base canonique de R™.

On a :
1 oz a3 - x?_l
1 oz a3 - ah!
Mat3/73(¢) =1. : : : = V(ajl, cee xn)
1z, 22 - 2t
Donc si (1, ..., x,) sont distincts, ¢ est un isomorphisme et donc sa matrice V(x1,...,z,) est inversible.
Exercice 3 ok
Comme (x1,...,2,) est non nul, au moins 'un des x; est non nul. Quitte a renuméroter, supposons x; # 0.
On a :
Tl To z, O
r1 x93 -+ x, O
0O 0 -+ 0 z
o 0 -~ 0 m 0 0 0 0
rg(M)=r1g| . . o = Ig
: : : : L3z <+ Ls— %Lz : : : :
00 - 0 = Ly Ly— 3Ly O 0 --- 0 0
L1 ¢ Ly — 32 Lo
Et donc |rg(M) = 2| puisque les lignes sont échelonnées.
Par ailleurs, on a :
r1x1 X1x2 o+ T1Tp
Z1
roXl1 X2Xx9 To2Xp,
N = : (:Ul xn) =
xn
TpTl TpXo - TpTp
T1
Z2
Les colonnes sont toutes multiples de | . |. Donc rg(IV) < 1 et comme N # 0, on a méme : [rg(N) = 1.
xn
Hok

Exercice 4

1. Pour tout k € [0,n], on a :

e(XF) = (X + 1)k = Zk: (’Z) Xitk=i = Zk: <’:> X',

i=0 =0

On peut méme écrire que p(X*) = Yoo (f) X% en remarquant que (f) =0sii>k.

Ainsi la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X] est :

\)

N~~~

—_ =
S~
— 3

\V)

A = Mat(y) = (2) G
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2. p est bijectif puisque I’endomorphisme :

P P(X

. R,[X] — R,[X]
‘/"{ —1)

est sa bijection réciproque.
Ainsi A est inversible et A~! peut se calculer en déterminant la matrice de .
On a pour tout k£ € [0,n], on a :

k
P = (X -1)F =3 <I;) Xi(—1)k

et donc :

Exercice 5 *k

Notons f I’endormophisme canoniquement associé & A et g celui associé a B. Puisque AB =0,on a fog=0. Et
donc Im(g) C Ker(f).
Ainsi :

rg(g) < dim Ker(f).

Appliquons le théoréme du rang pour f :
rg(f) + dimKer(f) = dimM;z 1 (R) = 3.

Donc :
rg(g) < 3 —1g(f).

On peut maintenant distinguer deux cas :

e Sirg(f) <1, alors m

o Sirg(f) > 1, alors rg(f) > 2 et donc :
rg(g) <3 —rg(f) < 1.

——
>2

Et dans ce cas |rg(B) < 1.
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Exercice 6 - Théoréme d’Hadamard * K ok

1. Procédons par double implication.
(=) Supposons A inversible. Soit X € M, 1(R). On suppose AX = 0. Montrons que X = 0.
On a:

X=A1AX)=4A"1x0=0.

(<) Supposons que pour tout X € M, 1(R), AX = 0= X = 0. Montrons que A est inversible.
Notons f l'endomorphisme défini par f(X) = AX. On a donc f(X) = 0 = X = 0, c’est-a-dire ker(f) C

{0, 1 (m) }-
Donc f est injective. Mais f est un endomorphisme. Donc par égalité des dimensions f est bijective. On en

déduit que ‘sa matrice (qui est A) est inversible. ‘

2. Soit X € My, 1(R) tel que AX = 0. Et soit 49 € [1,n] tel que |z, = max;e[y ;) |2i]. Montrons que z;, = 0.
Procédons par I'absurde et supposons x;, # 0.
Regardons la ligne ig de AX. On a :

n n
(AX)ig = D Giojj = igigTio + ) Giog;j
j=1 j=1

J#i0

n

n n
D aigirg| < laigl |25l < lmigl D laigs] < laigioig

j=1 _ =1
J#i J#i Sl | i

<laigig |
ou l'inégalité stricte est conservée car on multiplie par |z;,| # 0.

Alnsi aigigTip + Y1 GigjT; # 0. Et done (AX);, # 0, ce qui est absurde.

J#ig
Comme [7,| = max;e[i ] |7i], on a 2; = 0 pour tout i € [1,n] et donc

D’aprés la premiére question, on en déduit que ‘A est inversible. ‘

2 Changement de base, similitude

Exercice 7 *

1. Montrons que B’ est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3. On suppose :
A1(e1) + Aa(ber + 3ea + 2e3) + A3(2e1 + e2 + e3) = 0.
Montrons que A\ = Ay = A3 = 0.
On a:
()\1 + 5y + 2)\3)61 + (3/\2 + )\3)62 + (2)\2 + )\3)63 =0.

Comme (eq, e, e3) est une base, c’est une famille libre. Ainsi :

AM+DBA+2N3 = 0

3d4+A3 = 0
202+2X3 = 0
Or :
AM+DBA+2x3 = 0 A +5X+223 = 0 A =0
3d+X3 = 0 o A = 0 & A =0
2D+ X3 = 0 Latla=Ls 2004+ A3 = 0 A3 = 0

Donc, on a bien A\ = Ay = A3 = 0. Et ainsi
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2. Notons P la matrice de passage de B a B’. On a :
Matg (f) = P~ *Matg(f)P.
On a en outre :

2
P= 1
1

OO =
DN L Ot

Calculons I'inverse en appliquant les mémes opérations aux lignes & P et a 'identité :

15 2 100
03 1 010
02 1 001
15 2 10 0
——— [0 10 01 -1
Laorla=ls \g 9 1 00 1
15 2 1 0 0
— [0 10 0 1 -1
Lsorba=2l2 -\ o 1 0 -2 3
10 2 1 =5 5
— [0 10 0 1 -1
brefai=sla -\ o 1 0 -2 3
100 1 -1 -1
— [0 10 0 1 -1
brefai=2ls -\ o 1 0 -2 3
et donc :
1 -1 -1
Pl=10 1 -1
0 -2 3
Puis :
1 -1 =1\ /-1 13 =16\ /1 5 2 10 0
Matg (f) = P"*Matg(f)P=[0 1 -1 0 7 —-10]10 3 1]=([0 0 -1
0 -2 3 0 5 —-7/)\0 21 0 1 0
De plus :
A* = (PMatg (f)P~1)* = PMatg (f)*P~L.
On calcule : A
10 0 100
Matg (f)*=(0 0 —-1| =[0 1 0] =15
0 1 0 001
et donc :
At = PMatg (f)'P~! = PPl = L.
[ Exercice 8 - Matrice d’une projection ok

1. Montrons que F' et G sont en somme directe.
Soit u = (z,y,2) € FNG. Comme u € G, il existe un réel A tel que u = A(—1,1,1). On peut donc écrire :

r = —=A
y = A
z = A
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En outre, u € F', donc 2z + 2y — z = 0. On en déduit :
2(=A)+22-X=0

qui se simplifie en A = 0. Et donc

F et G sont donc bien en somme directe. De plus, F' est le noyau d’une forme linéaire non nulle donc
dim =3 —1=2. On a clairement dim G = 1. Donc :

dmF®G=dimF +dimG=2+1=3=dimR5.

Et par égalité des dimensions, on a bien | F @ G = R3, | c’est-a-dire que F et G sont supplémentaires.

De plus, pour (z,y,2) € R3 on a:

T = x
(r,y,2) EF&2x4+2y—2=0&< y = vy
z = 2042y

et donc F' est engendré par ‘ ((1,0,2),(0,1,2)) ‘ qui est clairement libre (famille échelonnée) et est donc une
base de F'.

On en déduit que la famille | ((1,0,2),(0,1,2),(—1,1,1)) est une base de R? | adaptée a la décomposition
RP=FaG.

2. (a) p laisse invariant les éléments de F' et on a ker(p) = G. Donc :

1 00
Matg(p) = (0 1 O
0 00
1 0 -1
(b) La matrice de passage de la base canonique a la base Best : P= [0 1 1 |. On calcule son inverse
2 2
et on trouve :
-1 -2 1
Pl=(2 3 -1
-2 -2 1
Ainsi :
-1 -2 1
Matean(p) = PMatg(p)P ' = | 2 3 -1
2 2 0

(c) Pour tout u € R3, il existe un unique couple (z,y) € F x G tel que u = x + y. Par définition, on a :
p(u) =z et q(u) =y.
Ainsi :

la(@) =y = (v +y) — o = Tdzs(u) — p(u).

On en déduit que :

-1 -2 1 2 2 -1
Matean(q) =l — [ 2 3 —-1|=[-2 —2 1
2 2 0 -2 =2 1
Exercice 9 *k
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1. Montrons d’abord que ¢ est bien une application linéaire.
Pour tout (P, Q) € (Ro[X])? et pour tout A € R, on a :

eAP+Q) = (X2—1D(A\P+Q) —-2X(\P+Q)
= (X2-1D)(\P' +Q)—2)XP-2XQ
= M(X?-1)P —2XP)+ ((X*-1)Q —2XQ)
= 2p(P) 4+ ¢(Q).

Donc | ¢ est une application linéaire. ‘

De plus pour P € Ry[X], on peut écrire P = aX? + bX + ¢ avec (a,b,c) € R3.
On a alors :

o(P) = (X?—-1)P' —2XP

(X% - 1)(2aX +b) —2X(aX? +bX +¢)

20X% +bX? —2aX —b—2aX® - 2bX? — 2cX
—bX? —2(a+c)X —b.

Et donc on a bien ‘ o(P) € Ry[X]. ‘

Ainsi | ¢ est un endomorphisme de Ry[X]. ‘

2. On a :
e(1) = (X2-1)x0-2Xx1=0x1+(-2)x X+0x X?
P(X) = (X?P-1)x1-2XxX=(-1)x1+0x X+ (~1) x X?
P(X?) = (X2-1)x2X —2X x X2 =0x 1+ (-2) x X +0 x X?
Ainsi :
0 -1 0
Matg,,, (p)=|—-2 0 -2
0 -1 0

3. Montrons que (Py, P, P3) est libre.
Soient (A1, A2, A3) € R3. On suppose A1 P + Ao P> + A3 P; = 0. Montrons que A\; = s = A3 = 0.
On a:

MPL+XP+ APy = M(X 412+ X (X2 - 1)+ M3(X —1)?
AM(X2F2X 4+ 1)+ Ao X2 —1) + A3(X? —2X +1)
= (M F A FA) X220 = A3)X + (A — g+ A3).

On en déduit par identification avec les coefficients du polynéme nul :
AM+X+A3 = 0

AM—2A3 = 0
AM—X+A3 = 0

Or, on a:

MF+A+A3 = 0 AM+A+A3 = 0
AM—XA3 = 0 1<:> AM—XA3 = 0
M—dod Ay = 0 Lemzllatly AM+Xs = 0
AM+A+A3 = 0
< 221 = 0
Lo<Lo+L3 >\1+A3 _ O

Ao =0

<~ Ao = 0

A3 = 0
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et donc on a bien \; = Ay = A3 = 0.

Ainsi (Py, P, P3) est libre et par considération sur les dimensions, | c’est une base de Ra[X]. ‘

On a ainsi :
1 1 1
PBws=12 0 =2
1 -1 1
4. On a .
1 1 1Y\ 1 1 1 1
PBBan = Poays =2 0 2| =712 —2
1 -1 1 1 -1 1
1 1 1
ou le calcul de l'inverse a été éludé (on remarquera au passage que [ 2 0 —2 | est une racine carrée de
1 -1 1
413).
On a donc :
Matg(p) = PpBenMatBe, (0)PBean,B
1 1 1 0 -1 0 1 1 1 -1 0 0
:420—2 -2 0 -2 2 0 -2](=210 00
1 -1 1 0o -1 0 1 -1 1 0 01
5. On a pour n € N* :
-1 0 0\\" (=)™ 0 0
Matg(p)=12]1 0 0 0 =2" 0 00
0 01 0 0 1
Evidemment Matg(p)° = I3.
On en déduit :
Matg,,, (¢") = Matg,,(¥)"
= (PBean.8BMatz(9) P Bean)"
= PBean,8BMats(¢)" P5 Bean
11 1 (=)™ 0 0 1 1 1 1
= 2 0 —-2]2" 0 0 0 1 2 0 =2
1 -1 1 0 0 1 1 -1 1
(=)™ +1 (=)™ —1 (=)™ +1
= [ 2 [2(=1)" =2 2((-1)"+1) 2((-1)" 1)
(=)™ +1 (=" —1 (=)™ +1
Exercice 10 ok

Notons A = QBQ~! avec Q € GL,(R). Notons également P = >} _, ap XF* avec r = deg P.

10
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On a:
PA)=0 & > aAh=0
k=0
& Y a(@BQTH =0
k=0
& Y ar(QBQ'QBQT'---QBQT) =0
k=0 k termes
& > aQB"Q =0
k=0
s Q (Z akBk> Q'=0
k=0
& Y aB¥=0
k=0
en multipliant par Q! a gauche et Q a droite
& P(B)=0.
Exercice 11 * % %

1. Remarque : On nous demande de montrer que A et D sont semblables. Déja, il est bon de savoir qu’elles
le sont, ca nous évite de tergiverser. Il faut donc uniquement trouver une matrice de passage.

Ce n’est pas une mince affaire mais ’énoncé nous aide dans sa formulation : plutdt que de chercher une
matrice, on va chercher une base telle que la matrice de f dans cette base soit D. On aurait presque en-
vie de faire de l'analyse-synthése. Alors l'analyse-synthése ne fonctionne pas bien car une infinité de bases
conviennent et on nous en demande qu’une, mais la méthode générale est utile.

Au brouillon, on va se demander ce que ¢a veut dire qu’une base convienne. Et bien, il faut trouver 3 vecteurs
e1, ey et es tels que f(e1) =0, f(ea) = eq et f(es) = 2es. Et pour cela, on va directement travailler avec la
matrice A.

Résolvons :
0 -2 =2 T 0
2 5 3 y] =10
-2 —4 -2 z 0
—2y—2z = 0

20 +5y+3z = 0
—2x—4y—2z = 0

y+z =

20+ 5y +32 =
ytz =

O oo o

=

= Z

X
y = —z

=4
@ {

—2y—2z =
& 20+ 5y + 3z =
Ls<L3+Lo
=

x 1
= y | € Vect -1
z 1

On pose donc e; = (1,—1,1).

11
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x x x x
On résout deméme Ay | =|y| et A|ly ]| =2 |y | ce qui nous améne a poser :
z z z z

ea =(—2,1,0) et e3=1(0,—1,1).
Par construction, si (eg, ez, e3) est bien une base, on aura :

Mat(61,€2,63)(f) =D.

Il reste donc a vérifier que (e, ez, €3) est bien une base. Pour cela, notons P la matrice de la famille (e, ez, €3)
dans la base canonique. On a :

1 -2 0
rg(P) = rg -1 1 -1
1 0 1
1 -2 0
= rg| -1 1 -1
L3« L3+L2 0 1 0
1 -2 0
= rg{0 -1 -1
Lo<+Lo+L1 0 1 0
1 -2 0
= rg{0 -1 -1
L3« L3+L2 0 0 1
= 3.

Donc P est inversible et donc (e, ez, €3) est bien une base.

2. Avec tout ce qui précéde, on a A = PDP~! puisque P est aussi la matrice de passage de la base canonique
a la base (e1,e2,e3).
Il reste & calculer P~!. Reprenons les opérations sur les lignes précédentes en les appliquant simultanément

12
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& la matrice identité :

12
Pt=10 1
-1 -2

et donc

1 -2 0
-1 1 -1
1 0 1
1 -2 0
> -1 1 -1
L3« L3+L2 0 1 0
1 -2 0
> 0 -1 -1
Lo<Lo+L1 0 1 0
1 -2 0
> 0 -1 -1
L3« Ls+L2 0 0 -1
1 -2 0
— 0 -1 0
LQ%LQ*LS O O _1
1 0 0
— 0 -1 0
L1<—L172L2 O O _1
1 0 O
&~ 01 0
fecmtz o 0 -1
1 00
&~ 010
Lg(—*Lg 0 O 1
2
1
—1

3. Pour n € N*, on a donc :

A" = (PDP~1)"

= (PDP YH(PDPY)...(PDPY

— O H OF R OF FRFRFEREFEF OFF OO~ OO -

n termes
= pp"p!
1 -2 0 o™ 0
= -1 1 -1 0o 1"
1 0 1 0 O
0 0
=0 1
0 0
0 -2 0 1 2
= o 1 =2 0 1
0 2" -1 -2

0
0
on

N =R O PP O HFEPRO OO

|
—_

1

_— o0 kR OO —kH OO —~= OO

2 2

0 —2
on 1+ 2n+1
_on _2n+1

-2
142"
_on

Exercice 12

* Kk ok

Remarque :

13

L’exercice est trés proche de l’exercice précédent avec quelques complexités supplémentaires car peu
d’étapes intermédiaires sont données et la matrice T n’est pas diagonale.
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1. On résout :

T x 3 -3 -1 T T
Aly|l =21y & 1 1 0 yl =21y
z z -1 -3 0 z z
1 -3 -1 T 0
& 1 -1 0 y]l =10
-1 -3 -2 z 0
r—3y—z = 0
& z—y = 0
—r—3y—2z = 0
—2y—2z = 0
L ? L r-y =0
reaT e —r—-3y—2z = 0
—2y—z = 0
L ? L vy =0
3¢ L3+L2 —dy—2z = 0
—2y—z = 0
< { z—y = 0
T =Y
< { z = -2y
T 1
& y | € Vect 1
z —2
1
ce qui nous pousse & poser pour la premiére colonne de P! : | 1
-2
x T 0
De méme, on résout A |y | = | ¥ | qui nous pousse & poser pour la deuxiéme colonne | —1
z z 3
Pour la troisiéme colonne, on résout :
T T 0
Alyl =y |+ -1
z z 3
T -1
On trouve [y | = —Z—‘§2 . Une solution est donc :
z z
T —1
yl=10
z -2
On pose alors :
1 0 -1
Pl=[1 -1 o0
-2 3 -2

La notation suggére que c’est inversible et, effectivement, aprés un calcul fastidieux, on trouve :

2 -3 -1
P=12 —4 -1
1 -3 -1

14
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On peut alors calculer :

1 0 =1\ /2 0 0\ /2 -3 -1 3 -3 -1
pPlrp=1 -1 0 01 1 2 4 —-1]l=|1 1 o0]|=A
-2 3 —2/\0 0 1/ \1 -3 -1 -1 -3 0

qui est bien le résultat attendu.
2. La forme de T™ se trouve au brouillon en calculant pour des petites valeurs de n € {2,3,4}.
2" 0 0
Montrons par récurrence sur n € Ny que 7" = 0 1 n
0 0 1

e Initialisation : Pour n =0, on a 7% = I3 et on a :

200 0 100
0 1 =(0 1 0| =15
0 0 1 0 01
Donc on a bien :
290 0
=10 10
0 0 1
2" 0 0 2ntl 0
e Hérédité : Soit n € N. On suppose 7" = | 0 1 n |. Montrons que T"t! = 0 1 n+4+1
0 0 1 0 O 1
On a :
T = T"xT
2" 0 0 2. 00
= 0 1 n 01 1
0 0 1 0 0 1
2n+1 0 0
= 0 1 n+1]).
0 0 1
Donc la propriété est bien héréditaire.
Comme A" = (P~1TP)" = P7'T"P, on en déduit :
1 0 -1\ /2 0 0\ /2 -3 -1 gntl _ 3(1—2m) 1—2n
A"=[1 -1 0 0 1 n|f2 -4 —-1|=|2""~(2+n) 3(1—-2")+4 2"+ 1+n
-2 3 =2 0 0 1/ \1 -3 -1 3n—2"2 44 —3(3n+2-2"Th —3Zn 427t -1
Exercice 13 * K K

a) On a Tr(A) =3 # 4 = Tr(B). Donc A et B ne sont pas semblables.

(-1 0 (-1 0\ ..
b)PosonsP-(O 1>.OnaP —<0 1).Pms.

part = () () (0 D)= )G D=6 )=

Donc A et B sont semblables.
c) On arg(4) =2 # 3 =rg(B). Donc A et B ne sont pas semblables.

d) A est proportionnelle & I3 et n’est donc semblable qu’a elle-méme. Donc A et B ne sont pas semblables.

15
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3 Trace d’une matrice

[ Exercice 14 *k

Soit A € M, (R).
(<) On suppose A = 0. Dans ce cas :

Tr(*AA) = Tr(*00) = Tr(0) = 0.
(=) On suppose Tr(*AA) = 0. Notons A = (a;;);;. On a donc Y1 ;(*AA); = 0, c’est-a-dire :

n n

Z ZaﬂajZ =0

=1 :

C’est une somme de termes positifs qui vaut zéro. Tous les termes sont donc nuls. D’ot, pour tout i,j € [1,n], on
a:

2 _
a;; = 0.

Et donc, on a bien A = 0.

[ Exercice 15 *x

Procédons par ’absurde.

Pour n € N*, on suppose qu'il existe A, B € M, (R) telles que AB — BA = I,,.
On a donc Tr(AB — BA) = Tr(1,) = n.

Mais on a également :

Tr(AB — BA) = Tr(AB)—Tr(BA)=Tr(AB) —Tr(AB) =

Linéarité

Donc ce qui est puisque n € N*.

Exercice 16 Sk

L’application M +— Tr(M) est une forme linéaire sur M, (R). Son noyau est Ker(Tr) = F est donc un sous-espace
vectoriel de M, (R).

Soit maintenant A une matrice de trace non nulle. Montrons que la somme F' + Vect(A) est directe. Soit M €
F N Vect(A). Montrons que M = 0.

Comme M € Vect(A), il existe A € R tel que M = AA. Comme de plus, M € F, on a Tr(M) = 0. Ainsi :

Tr(AA) = 0.

Par linéarité, on en déduit A Tr(A) = 0 et donc A = 0. D’ou ‘ M=XA=0xA=0. ‘
N——
#0
Donc la somme est directe. De plus, dim F' = dim M,,(R) — 1 puisque c’est un hyperplan comme noyau de forme
linéaire.
On a également dim Vect(A) = 1 puisque A est non nulle (sinon sa trace serait nulle). Donc :

| dim F + dim Vect(A) = dim M, (R). |

Par égalité des dimensions, en plus d’étre en somme directe, F' et Vect(A) sont supplémentaires dans M, (R), que
I’on peut écrire :

|M,,(R) = F @ Vect(A). |

Exercice 17 * * %
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1. En prenant les notations de la question suivante, puisque rg(M) = 1, on a dimKer(f) = n — 1. Soit
(e1,...,en—1) une base de Ker(f). Posons B = (e1,...,en_1,€n) avec Vect(e,) un supplémentaire de Ker(f).
Par construction, B est une base (adaptée a la décomposition Ker(f) @ Vect(e,)) et pour tout i € [1,n — 1],
f(el) = 0.

Donc la matrice de f dans la base B a ses n — 1 premiéres colonnes nulles.

Comme M est la matrice de f dans la base canonique,
‘M est bien semblable & une matrice dont les n — 1 premiéres colonnes sont nulles. ‘

2. La trace est invariant de similitude. Ainsi notons M’ la matrice de f dans la base B, et on a alors Tr(M') = 1.
Comme la diagonale de M’ est nulle sauf pour le dernier terme qui est nécessairement 1 :

o --- 0 %
M/ — . T N
o --- 0 %
0O --- 01
Notons aq,...,a,_1 les termes de la derniére colonne de M’. On a ainsi :
0 -+ 0 a
w_ |
0 -+ 0 apy
0o --- 0 1
On calcule alors :
0 0 ai 0 0 ai 0 0 al
- o e o 2 o
0 -+ 0 ap1 0 -« 0 apy 0 -+ 0 apy
0o --- 0 1 0o --- 0 1 0o --- 0 1
D’ou fo f = f, c’est-a-dire ‘ f est un projecteur.
Exercice 18 * K *ok

Procédons par analyse-syntheése.

e Analyse. Soit M € M, (R) telle que M + *M = Tr(M)A.
Notons M = S + T ou S est la partie symétrique de M et T sa partie anti-symétrique.
OnaM+'M=S+T+S5—-T=2Set Tr(M)A="Tr(S+T)A = (Tr(S) + Tr(T))A = Tr(S)A. Ainsi :
N——

=0

25 = Tr(S)A.

Distinguons les cas Tr(A) = 2 et Tr(A) # 2.

o Cas Tr(A) # 2.
Dans ce cas Tr(2S5) = Tr(Tr(S)A) ce qui implique :

9Tr(S) = Tr(A)Tr(S).

Ainsi, on a (2 — Tr(A)) Tr(S) = 0 et donc Tr(S) = 0. Puis en réinjectant : S = 0.
—_———
#0
Ainsi, ‘M est anti-symétrique. ‘
e Cas Tr(A) =2.

Onals = Trgs)A et donc S est proportionnel & A.

Distinguons deux sous-cas :

17
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e Si A n’est pas symétrique, alors nécessairement Tr(S) = 0 pour que Trgs)A soit bien symétrique
mais alors S = 0.

Ainsi, ‘M est anti-symétrique. ‘

e Si A est symétrique,

e Synthése :

e Cas Tr(A) # 2 ou A n’est pas symétrique.

Si M est antisymétrique, sa diagonale est nulle et donc sa trace aussi. Et ainsi, on a bien M +tM =
Tr(M)A puisque M +*M = 0.
e Cas Tr(A) =2 et A est symétrique.

Posons M =T + aA ou T est antisymétrique et « est un réel. On a :

M+'M =T+ aA —T + aA = 2aA.

Et :
Tr(M)A = (Tr(T) +aTr(A))A = 2aA.
——
=0
On a bien :
M +'M = Tr(M)A.

Exercice 19 * K ok
1. On a:

Or pour tout 4,5 € [1,n] :

(tAA)ij = Z lk?Ak!] Z Aszkj

k=1
D’ou : — —
A =) D AyAi =) > al;
j=1i=1 i=1 j=1

aprés permutation des deux sommes.

2. (a) w4 est une application de M,,(R) dans R. Vérifions la linéarité.
Soient M, N € M, (R) et \€ R. On a :

@AM + N) = Tr(PAAM + N)) = XTr(*AM) + Tr(AN) = Apa(M) + pa(N).

Donc ’ © est bien une forme linéaire sur M, (R). ‘

(b) Notons % I'application A — 4. Prouvons que 9 est linéaire.
Pour tout A, B € M,,(R), A€ Ret M € M,,(R), on a:

YAA+B)(M) = ¢rayp(M)
= (t()\A + B)M)
= ATr(*AM) + Tr(*BM)
= Apa(M) + pp(M)
= MN(A)(M) +(B)(M)

Donc ¥(AA + B) = Mp(A) + ¢(B) et ainsi ‘1/1 est linéaire. ‘
De plus, 9 est injective. En effet, soient A et B € M,,(R) tels que
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Pour tout M € M,,(R), on a alors :
Tr(*AM) = Tr(*BM)

et donc :
Tr(*(A— B)M) = 0.

En particulier, pour M = A — B, on a :
Tr(*(A - B)(A— B)) = 0.

D’aprés la premiére question, cela implique que la somme des carrés des coefficients de A — B est nulle

et donc que tous ses coefficients sont nulles. D’ott A — B = 0 puis
Enfin, M, (R) et £(M,(R),R) ont méme dimension(n?) et donc v est également surjective et donc
‘un isomorphisme de M, (R) sur £(M,(R),R). ‘

(¢) Comme 1) est un isomorphisme, il existe un unique antécédent A par ¢ de .

4 FExercices de concours

[ Exercice 20 - EDHEC (modifié) *x

1. On a Im(Tr) C R. On a donc nécessairement soit Im(Tr) = {0}, soit Im(Tr) = R.
Or Tr n’est pas application nulle (par exemple Tr(I,,) = n) et donc |Im(Tr) = R.

2. Par application du théoréme du rang, on trouve :

dim Ker(Tr) = dim M,,(R) — rg(Tr) = n? — 1.

Ainsi Ker(Tr) est un hyperplan de M, (R).
3. Montrons que Ker(Tr) et Vect(I,,) sont en somme directe.
Soit M € Ker(Tr) N Vect(1,,). Ainsi Tr(M) = 0 et il existe o € R tel que M = al,,.
On a donc Tr(al,) = 0 ce qui donne an = 0 et donc o = 0.
Dou M = al, =0.
Ainsi ‘on a Ker(Tr) + Vect([,,) = Ker(Tr) @ Vect(Iy,). ‘
De plus, on a dim Ker(Tr) + dim Vect(I,) = (n? — 1) + 1 = n? = dim M,,(R).

Donc par égalité sur les dimensions, ‘Ker(Tr) et Vect(I,,) sont supplémentaires dans M, (R). ‘

Exercice 21 - QSP HEC 2014 * K Kok

Idée : Notons :
f . M3’1(R) — MgJ(R)
' X — AX

qui est lapplication canoniquement associée a A. Il suffit pour répondre au sujet de trouver une base (ey, ez, e3) de

0 0 1
Ms.1(R) telle que la matrice de f dans (e, ez,e3) soit {0 0 0
0 00

Il faut alors remarquer que d’aprés cette écriture, a condition qu’elle existe, f(e1) = f(ea) = 0 et f(e3) = ey. 1l
nous faut donc un vecteur qui n’est pas dans le noyau pour es et une base du noyau constituée de ey et ea, avec la
condition f(es) = ey.

1l faut ensuite explorer au brouillon et on pourra arriver a une méthode simialire & ce qui suit : on montrer que
la dimension du noyau est 2. Puis on trouve un candidat pour ez, ce qui nous donne automatiquement ey. Il suffit
alors de compléter la base.
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e Dimension de Ker(f) : Commencons par remarquer que, comme A2 =0, on a fo f =0 et donc Im(f) C
Ker(f). Ainsi dim Ker(f) > dim Im(f). Or d’aprés le théoréme du rang, on a :

dim Im(f) + dim Ker(f) = 3.

Donc : 2dim Ker(f) > 3, ce qui donne dimKer(f) > 1,5. Or dim Ker(f) est un entier donc nécessairement,
dim Ker(f) > 2. Comme f # 0, on a dim Ker(f) < 3 et donc ‘dimKer(f) = 2.‘

e Candidat pour e3 : Puis comme f # 0, il existe X € M3 1(R) tel que f(X) # 0. Mais on a nécessairement
F(F(X)) = 0 done f(X) € Ker(f).

e Candidats pour e; et ey : Puis comme f # 0, il existe X € M3 (R) tel que f(X) # 0. Mais on a
nécessairement f(f(X)) =0 donc f(X) € Ker(f).

Comme f(X) # 0, la famille d’'un unique vecteur (f(X)) est libre. On peut la compléter en une base de
Ker(f), que nous noterons (f(X),Y).
e (e1,e9,e3) est bien une base : On pose alors la famille (f(X),Y, X). Vérifions que c’est une base de
M3 1(R). Comme dimMj;(R) = 3 = card(f(X), Y, X), il suffit de vérifier la liberté.
Soient a, 3,7 € R. On suppose af(X) + Y +~vX = 0. Montrons que o = 5 = = 0.
On a f(af(X)+ BY +~vX) = f(0) = 0. Mais aussi :
Faf(X) +BY +79X) = a f(f(X)) +8 f(Y) +7f(X) = 7f(X).
——

——
=0 =0

Et comme f(X) # 0, cela implique

Ainsi af(X) + Y = 0. Mais (f(X),Y) est une base de Ker(f) donc c’est une famille libre. Et donc

a=p=0.
e Forme de la matrice dans la base (ej,e2,e3) : On a :
FFX)=0 = 0x f(X)+0xY +0x X
fY)=0 = 0x f(X)+40xY+0x X
f(X) = Ixf(X)+0xY +0xX
et donc la matrice de f dans la base (f(X),Y, X) est :
0 01
Mat(s(x),y,x)(f)= {0 0 0
0 00
0 01
et donc | A est bien semblable a [0 0 0
0 00
[ Exercice 22 - QSP HEC 2016 * Kk Kok

On pose :

f{ Mn’l(R) — Mn,l(R)
' X - MX

Pour répondre a la question, il faut montrer que f est bijective. Comme f est un endomorphisme en dimension
finie, il suffit de montrer que f est injective.

Soit X € Ker(f). Montrons que X = 0.

On a M X = 0. On prend les notations X = (in)ie[[l,n]]- Concentrons-nous sur la i®™¢ de cette égalité avec i € [1,n].

Cela donne :
n
E m; ;245 = 0
Jj=1
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C’est-a-dire :
n

Z iy 7 = 0.

j=1
Ainsi le polyn()me'Z:?:1 r; X J=1 admet i pour racine.
Or deg Z;‘L:1 CCjX]_l < n — 1. Et on vient de trouver n racines différentes de ce polynéme (de 1 a n). Donc c’est
le polynéme nul. Ses coefficients x; sont donc tous nuls.

Et donc, on a bien Donc f est injective, puis bijective et ainsi | M est inversible. ‘

Exercice 23 - QSP ESCP 2016 * %k ok

1. Remarque : L’idée est de s’inspirer de la série ﬁ =1+x+2>+---. En appliquant le méme genre de

formule pour N, la somme va s’arréter aprés NP = 0. Evidemment, cela ne montre rien (la formule n'est pas
valable pour des matrices de toutes fagon), mais ¢a explique le point de départ de la démonstration qui suit.
On a :

p—1 p—1 p—1 p—1
AxDI N = (I,-N)Y N'=) N - NH
=0 =0 =0 =0

-1
S DL SIS v
=0 i=1

Le calcul fonctionne de la méme maniére dans 'autre sens. Donc A est inversible et :

p—1
AT =3"N
i=0

2. On a :
I,—At=AYA-1,)=4"Y(-N)=-4"'N.

Comme A~! est un polynéme en N, A~! commute avec N.

On l’a vu en passant en cours : on a A~1 = P(N) et N = Q(N) avec Q = X. Donc
ATIN = P(N)Q(N) = (PQ)(N) = (QP)(N) = Q(N)P(N) = NA™.
Ainsi :

(I, — AP = (~A7IN)P = (—A"HPNP = 0.

Et donc | I, — A~! est nilpotente. ‘

Exercice 24 - Oral ESCP 2008 * * K K K

1. On peut commencer par remarquer que :
dim F + dim Vect(I,,) = (n® — 1) + 1 = n? = dim M,,(R).

Dong, il suffit de montrer que F et Vect([,,) sont en somme directe.
Soit M € F N Vect(l,). On peut donc écrire M = AI,.

Si X # 0, alors I, € Vect(M ) et donc, puisque Vect(M) C F, I,, € F, ce qui est faux. Donc‘ A =0 puis M =0.

2. (a) Ona M =N+ A, avec N € F et A € R. De méme on a M’ = N’ + X1I,,.
Avec ces notations p(M) = A\, et p(M') = N'I,.
Puis :
MM' = (N + AL,)(N'"+ XN1I,) = (NN + AN’ + X'N) + i\i”lg .

er €Vect(Iy)

Donc p(MM') = AN'1,,.
Et donc, on a bien :

p(MM') = p(M)p(M’).

21



Fauriel - ECG2 - Maths Approfondies TD6 - MATRICES - CORRECTION

(b)

Ona M e F < M e Ker(p) < p(M)=0.

Or :
p(M?) = p(M)?

donc si p(M?) =0, on a p(M) = 0 et donc

Soit (4,7, k, £) € [1,n]*. Les coefficients de E; ; sont (8; m0j.n)m.n 00 Oy est le symbole de Kroenecker.
Etudions le coefficient (m,n) de E; j x Eg g

n n
(Eij X Ex)mn = Y 0im0jpOk pOtm = SimOtm D _ 00k p-
p=1 p=1
La derniére somme est du coefficient (j, k) du produit I,, x I,,. On a donc :
(Eij X El)mmn = 6im0en0j k-

On reconnait :

’E@j X Ek,l = 5j,kEi,é~‘

2 _ S T
On a donc E = 0i ;B

On distingue deux cas :

. Sii;éj:onaE?’j:()etdoncEzjGF.Puis

e Sii=j :Posons k € [1,n] avec k # i (et donc k # 7). On a alors :

EikEyi = Eii

Or d’aprés le point précédent E; ,, € F et Ey; € F. Et par stabilité par produit, ‘ on a bien E;; € F. ‘

Comme F' est un sous-espace vectoriel qui contient les E;;, qui engendrent M, (R), F' = M, (R).

Mais c’est impossible puisque dim F' = n? — 1.

Donc ‘ il n’existe pas d’hyperplan stable par la multiplication matricielle qui ne contient pas 'identité. ‘

[ Exercice 25 - Oral ESCP 2018 * % Kk Kk K

1.

(a)

Soit k > 2. Soit x € u(ker(u*)). Montrons que u()z € Ker(u*1).
1 existe y € ker(u*) tel que z = u(y).

On a:
uF (@) = v (u(y) = uf(y)[= 0]

Si z € Ker(u') alors vt (z) = u(u’(x)) = u(0) = 0 donc x € Ker(u*!). Donc on a bien la suite
d’inclusions :

Ker(u) C Ker(u?) C --- C Ker(uP).

De plus, | Ker(u?) = Ker(Og(py) = E.

Il reste & montrer que les inclusions sont strictes. Pour cela, on trouve un vecteur dans Ker(u**1) sans
étre dans Ker(u®).

Comme uP~! # 0, il existe z € E tel que uP~1(x) # 0. Considérons pour k € [0,p — 1], le vecteur
yr = P~ F(z). On a :

{uk“(yk) = uM (WM (@) = uP(x)

x =0
uFlyr) = w7 @) =w (@) £0

Ainsi |y, € Ker(u*1) mais y;, ¢ Ker(u®).
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()

Par définition de By, on a u(B1) = {Og}. De plus, d’aprés la premiére question, u(Bz2) C Ker(u).
De méme pour tout entier k € [2,p], u(Bx) C Ker(uF~1).

La matrice représentative M de u dans la base B, est donc triangulaire supérieure, formée de blocs non
nuls se situant strictement au-dessus de la diagonale. Sa diagonale est nulle.

0 0 -+ 0
0 0 R
Lo
0 - v 0

0o --- 0

M =

L’ensemble ‘N n’est pas un espace vectoriel car il n’est pas stable par addition. | En effet, la somme de
deux matrices nilpotentes n’est pas toujours nilpotente. Prenons par exemple les matrices :

0 .- 0 1 0 -« .. 0
0 -« .- 0
M = et N =
0 -« .. 0
0 0 1 0 0

Les matrices M et N sont nilpotentes car M? = N2 = 0.

0o --- 0 1
0 -+ --- 0
Mais M +N = | © . - | n’est pas nilpotente.
0o --- 0
1 0 0
o -~ 0 1
0 -+ -~ 0
En effet, (M + N)3=]: : 1| =M+ N. En conséquence (M + N)3F = 0 pour tout k € N.
0 -+ - 0
10 -0

L’application Tr est une forme linéaire sur M,,(R). L’application Tr est une forme linéaire non-nulle,
elle est donc surjective, donc Im(Tr) = R.

D’aprés le théoréme du rang, | Ker(Tr) est de dimension n? — 1.

Soit N une matrice nilpotente. La forme de la matrice M trouvée précédemment montre que 'on peut
construite une base B de E dans laquelle la matrice représentative de tout endomorphisme nilpotent est
une matrice de diagonale nulle. Cela signifie qu’il existe une matrice inversible P € GL,(R) telle que
N = PN'P~! ott N’ est une matrice de la forme de celle trouvée précédemment.

Deux matrices semblables ayant la méme trace, on en déduit que Tr(N) = Tr(N’) = 0. Ainsi toute
matrice nilpotente est de trace nulle.

Soit M € Vect(N'), M peut s’écrire comme une combinaison linéaire de matrices nilpotentes. Comme
lapplication trace est linéaire, on en déduit que Tr(M) = 0, d’ou l'inclusion demandée.

Soit (ar)a<k<n et (e j)iz; des réels tels que :

n
Z apNg + Z O%jEiJ =0
k=2 i#j
c’est-a-dire :
n

Z ar(E1y — Evg + Eg1 — Egg) + Z @i jEij =0

k=2 i#]
d’ou :
n n n
(Z ak> E171 + Z akELk + Z akEkJ + Z OziJEi,j =0.
k=2 k=2 k=2 1#£j
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Par liberté de la famille (E; ;)
Oéi,j = 0

i.j)e[1,n]2> on conclut que pour tout k € [2,n], ax = 0 et pour tout i # j,

‘Ceci prouve la liberté de la famille considérée.

(b) Pour tout ¢ # j, la matrice E;; est nilpotente. On vérifie d’autre part que, pour tout k& € [2,n], la
matrice N} est nilpotente. On a donc trouvé une famille libre de Vect(N) qui contient n? — 1 vecteurs.
Ainsi, Vect(N) est un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a n? — 1.

Or Vect(N) C Ker(Tr) qui est de dimension n? — 1. Il suit que Vect(N') est un espace vectoriel de
dimension exactement égale & n? — 1 et qu’on a ’égalité des deux espaces vectoriels :

‘Vect(./\/) = ker(Tr). ‘
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