Suites

Exercices d’application directe du cours et incontournables

Exercice 1 (Suites usuelles) n
Dans chaque cas, calculer le terme général de la suite (u;) et Z Up.
1. ug=3 et VneN, u,i1 =4u,. k=7 5. up=2et VnenN, uyy1 =4u,+3.
2. up=5etVn=2, uy =§un. 6. u3=2et Vn=3, u,s =%un+f‘—1.
3. up=3 et VnenN, uys1 = u,+2. T. up=2, uy=7etVvneN, uy2=2uUys1— Uy.
4. u;=5etVn=7, ups = un+%. 8. u3=2, uu=7etVvn=3, ups2=3uUps1-2Uy,.

Dans les deux derniéres situations, écrire un script python permettant de calculer et afficher le terme de rang n =2 de la suite, ne
connaissant que sa définition par récurrence.
Pour les plus ambitieux : écrire un script python permettant de vérifier, pour n =2 que la formule explicite fonctionne.

Exercice 2 (Suites géométriques) ] ]
Soient (uy) et (v,) deux suites définies pour tout n=n par : up4 = g(Zun +v,) et vpy = §(u" +2vy).

1. Donner un script python permettant de calculer et imprimer le terme de rang n des suites u, et v, lorsque uyg=0 et vy =1.

2. On pose ty = Uy — Uy €t s, = Up+ vy Montrer que (£,) et (s,) sont des suites géométriques (ou mieux!). En déduire I'expression
de t,, (resp. s,) en fonction de fy (resp sp).

3. En déduire I'expression de u, et v, en fonction de n, uy et vy.
4. Déterminer la limite de (uy) et (vy).
Exercice 3 (Sommes de termes successifs de suites arithmétique ou géométrique)
1. Calculer la somme des n premiers entiers pairs et celle des n premiers entiers impairs.
2. Calculer S, =1-2+22-23+... 4 (=1)"2".

Exercice 4 ( Recherche de limites)
Déterminer, si elle existe, la limite de chacune des suites suivantes :

3 n
1. Uy = n2—3 _ 1 . . 1 _a b
2071 5. un=) g (utiliser une relation du type +igy = $+ +7)
2. u _2"-3 k=1
. n— 2n43n
3. u,= %ln% noo
6. u,= encadrer u; aussi simplement que possible
4, u,=vn+1-yn n I;‘/”Z+k( n P que p )

Exercice 5 (Etude classique d’une suite du type u,.; = f(u,))
Soit (uy) la suite définie par up=0 VneN*, uyi1=Vu,+2

1. Montrer que u; est bien défini et strictement positif pour tout n e N.

Ecrire un script Python permettant de calculer et afficher le terme de rang n de la suite.
Quelles sont les limites possibles pour (uy) ?

Etudier le sens de variations de la fonction f définie sur R, par f(x)=vx+2 .

o & D

Conclure quand a la convergence de (uy).

Exercice 6 (Etude avec IAF d’une suite du type v, = f(uy))

On considére dans cet exercice la fonction f définie pour x=0 par  f(x) = —

x+1

Montrer que |'équation x>+ x—1=0 a une seule racine réelle appartenant 3 ]0,1[, et préciser la valeur de cette racine r».
Montrer, si x désigne un nombre réel appartenant a [1/2,1], que f(x) appartient a [1/2,1].

Calculer la dérivée f’ de f et prouver I'inégalité suivante pour 1/2<x<1: |f’(x)| s;—l

o=

On considére la suite définie par up =1 et uy41 = f(uz).
v s . s . . n
Prouver I'inégalité suivante et la convergence de la suite (uy,) vers ro:  VneN, |u,—rl< (%)

5. Donner un script python permettant de calculer et imprimer une valeur approchée a € prés de r,.

Exercice 7 (Etude classique des suites d’une suite du type u,,.; = f(u,) (cas f décroissante))
Soit (uy) la suite définie par up=1 VneN, up=1+ ul"



Montrer que u, est bien défini et strictement positif pour tout n€N.
Quelles sont les limites possibles pour (uy) ?
Etudier le sens de variations de la fonction f définie sur R} par f(x) = 1+% .

s

On pose vy, = Uy, €t Wy = Uppe pour tout neN.
Etudier la convergence de (v,) et (wpy) (on montrera que vp41 = fo f(vy) et wpir = fo flwy)

5. Conclure quant a la convergence de la suite (uy,).

Exercice 8 (Etude classique des suites d’une suite du type u,,.; = f(uy))

On considére la suite définie par la donnée de uj € R fixé et de la relation de récurrence uy41 = f(u,) ou f:x— ;‘xjfg

1. Déterminer le tableau de variations de f.
2. Etudier le signe de f(x)—x. En déduire les points fixes de f.
3. Que dire de la suite dans le cas ot up=07? Ol ug=—-v2? Ol ug=v27?
4. On suppose dans cette question que ug €]0; V2 .
a. Montrer que pour tout 7, u, €]0;v2[.
b. Montrer que la suite (u;) est croissante.
c. Conclure quant a la convergence de la suite (u).
5. Reprendre I'étude de la question précédente dans le cas ol uy, €1V2; +o0|, puis dans le cas ou 1y <0

Exercices d’approfondissement

Exercice 9 (Suite récurrente linéaire double "détournée")
On considere la suite définie par la donnée de 1y =1, u; =2 et la relation de récurrence U2 = VUn+1ln

1. Déterminer |'expression de u, en fonction de n.
2. Proposer un programme Python permettant de déterminer le k-iéme terme de la suite (uy), I'entier k étant saisi par |'utilisateur.

Exercice 10 (Suite récurrente linéaire double "détournée") U2
On considére la suite définie par la donnée de 1y =2, u; =3 et la relation de récurrence uy.o = nil

n
1. Déterminer |'expression de u, en fonction de n.

2. Proposer un programme Python permettant de déterminer le k-ieme terme de la suite (uy), 'entier k étant saisi par |'utilisateur.
Exercice 11 (Suite définie par un produit)

On consideére la suite (uy)pen+ définie par u, = [T (1 + n—"z).
k=1

2
1. Montrer que pour tout réel x strictement positif, on a X— % <In(1+x)<x.
2. En déduire la limite de la suite (uy).

Exercice 12 (du type w1 = f,(un))

Etudier la suite définie par u; =2 et VneN*, uyqq =

e ln

Exercice 13 (du type f(u,) = n)
1. Montrer que pour tout neN*, I'équation e*+x—n =0 a une unique solution, que I'on notera u,. (On pourra étudier x — e*+x)
2. Etudier le sens de variations de la suite (u,)»1 ainsi définie.
3. Montrer que pour tout n=1, u, <Inn puis que u;, =1n(n) —1 pour n assez grand. (On pourra comparer f(uy,) et f(In(n)—1)).
4. En déduire un équivalent simple de (uy) lorsque n tend vers I'infini.

Exercice 14 (du type f;,(u,) = 0)
On note, pour tout n=1, a, la solution de I'équation Z xF=1 appartenant a I mtervalle [0,1]

Montrer que a, est bien défini pour tout n. (On pourra introduire P,(x) = Z xF et étudier son sens de variations sur (0,1].)
Calculer ag et a;. k=1
Montrer que la suite (a,) est monotone. (On pourra comparer Ppy1(ap) et Ppy1(an+1))

Montrer que la suite (a;) est convergente.

ok wbh =

Montrer que pour tout n=2,onal0<a,<ay<l1.
6. En déduire la limite de la suite (ay).

Exercice 15
Exercice 13 de la fiche du TD?2 sur les fonctions.
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