Applications linéaires - Eléments de correction

Exercices d’application directe du cours

Exercice 1 (Montrer qu'une application est linéaire)
1. a. f:R?—R3% (x,y)~ (x, 2x—3y, x+4y)
» Montrons que I'application f:R? —R3; (x,y)— (x, 2x—3y, x+4y) est une application linéaire :
YV(u,u)eR?, u=(x,y) et u'=(x,y) et LeR, alorson a: Au+u'=Ax+x,Ay+y)

FQAu+u) = (Ax+x), 200x+x) -3y +y), Ax+x)+4Ay+y))
=Ax, 2x—3y, x+4y)+ (', 2x' -3y, ¥’ +4y))
=Af(w+ fu)

Donc f est bien une application linéaire de R? dans R3.

=0
» Détermination du noyau : f(x,y)=(0,0,0) < {ZXEEY:OO < (x,»)=(0,00 dot Ker(f)=1{0} (f injective)
X+4y=

» Donc dim (Ker(f)) =0
et d'aprés le théoréme du rang, dim(R?) =2 = dim (Ker(f)) + dim (Im(f)) d’od rg(f) = dim (Im(f)) =2
» f((1,0)=(1,2,1) et £((0,1)) =(0,-3,4) d'ob Im(f) = Vect((1,2,1),(0,-3,4)), ce qui correspond 2 la dimension voulue.
10
> 4=(z )
b. g:R?—R% (x,y) — (~x+y, x—y, 2x+2y)
On procéde de méme : g est linéaire, Ker(g) = {0} (g injective), rg(g) =2 et Im(g) = Vect((-1,1,2),(1,-1,2)) et B= (;1 —;1)

c. h=2f-3g est une application linéaire de R?> dans R3 comme combinaison d'applications linéaires de R? dans R3, £ (R? R3)
étant un espace vectoriel.
Pour le reste, on procéde de méme : Ker(h) = {0} (h injective) rg(h) =2 et Im(h) = Vect((5,1,-4),(-3,-3,2))

et C=2A-3B= (_?4 :23) (d’aprés le paragraphe 3.3.1 du cours)

2. f définie sur B3, muni de sa base canonique (£1,€2,€3) et a valeurs dans R?> muni de sa base canonique (ej,ez), telle que
fle1)=e1—2e;, f(e2)=3e1 et fle3)=2e1+en.
» Tout vecteur de R3 se décompose sous la forme x&1 + ye, + ze3 et son image par f vaut donc :

f(xey + yea + z€3) ; |':'  xfe)+yflex) +zf(e3) = x(e1 —2e2) + y(3e1) + z(2e1 + e2) = (x + 3y +22)e1 + (-2x + 2)ey
Ineaire

D'oll f est I'application suivante : f:R3 —R?; (x,y,2) — (x+3y+2z, —2x+2)

Détermination du noyau : f(x,¥,2) = (0,0) & {¥37+2220 o f3Y=75% oy Ker(f) = Vect(3,-5,6)

—2x+2z=0 z=2Xx
Donc dim (Ker(f)) =1 et d'aprés le théoréme du rang, dimR? =3 = dim (Ker(f)) + dimIm(f) d'ou rg(f) = dim (Im(f)) =2
f((1,0,0)=(1,-2), £((0,1,0)) =(3,0) et £((0,0,1)) =(2,1), d'ob Im(f) = Vect((1,-2),(3,0), (2,1)).
Or dim (Im(f)) =2, on peut donc exprimer Im(f) comme espace vectoriel engendré d’une famille de deux vecteurs.
Puisque (3,0) = %(1,—2) + 2(2,1), on peut dire que Im(f) = Vect((1,-2),(2,1)) =R? et on remarque au passage que | est
surjective.
> A=(531)

3. R = L) (20— (551780

Montrons que f:R* — /- (R); (x,,2, 1) — (gjc‘;; Y5') est une application linéaire.

Y(u,u)eR?, u=(x,y,z1t) et ' =(x',y,z,t') et LeR, alorson a: Au+u' = Ax+x", Ay+y, Az+2z , At+1t) et :

20x+x)-At+t) Ay+y)+QAr+t 2x—t y+1\ (2xX'-¢ y+1

futul) = 3(()Lx+x’))+((/lz+z’)) w y)o ( ! :A(3x+z yo ) (3x’+z’ g 0 )z’lf(”Hf(”,)
Donc f est bien une application linéaire de R* dans ./, (R).
Pour le reste, méme méthode. On trouve :

vvyyvyy

200 -1
Ker(f) = Vect((1,~2,-3,2)) rg(f) =3 et Im(f) = Vect(($1),(°9), (21 1)) et A= (gg)g ! )
000 0
Exercice 2 (Recherche de 'image d’une application linéaire) . oxiyiz
Soit g I'endomorphisme de .43 (R) défini par g((y)) =( x—-2y+z ) Déterminer Im(g).
z x+y-2z
On trouve que Im(g) :Vect((_f),(—iz),(_{z)).
En remarquant que (_%2)+ (712)+ (jz) = (g), et que (%2) et (jz) ne sont pas colinéaires, on en déduit que ((712),(_%2)) forme une base

de Im(f) et donc que Im(g) =Vect((—12),(j2))
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Exercice 3 (Montrer qu'une application est un endomorphisme)
1. A=(31), B=(99) et (M)=AM—-MB

On remarque que par produit matriciel, pour toute matrice M de > (R), ¢(M) = AM — MB € /> (R).
Donc ¢ est bien une application qui va de 4> (R) dans .4 (R).
Montrons ensuite que ¢ est linéaire. Considérons deux matrices M et N de 4> (R) et un réel A.
@AM+ N)=AAM+N)—-(AM+ N)B
Par propriétés matricielles, on a ¢(AM + N) = A(AM — MB) + (AN — NB) = Ap(M) + ¢(N).
Donc ¢ est bien une application linéaire de .4, (R) dans 4> (R). C'est donc un endomorphisme de .#>(R).
NB : Ce résultat aurait été prouvé qu'elles qu'aient été les allures des matrices A et B de 4> (R)

Aprés calculs, puisque @(E1,1) =(39), 9(E12) = (5 3), E21) = (4 9) et p(E2p) = (% L),
2-11 0

Alors Matg () = (3 20 _11). Puisque cette matrice est triangulaire supérieure et qu'il n'y a aucun 0 sur sa diagonale, on peut
en déduire que ¢ estou(r)1 eOndolmorphisme bijectif.

2. o Soit Ae 4y, (R) et f I'application définie sur .4, (R) par f(M)=AMA.
Montrer que f est un endomorphisme de .4, (R) se justifie de la méme maniére que dans la question précédente.
 Si A est inversible, I'application g définie sur .4, (R) par g(M) = A"'MA™! est un endomorphisme de .4, (R) tel que fog =
gof=1idy,r donc f est un isomorphisme de .4, (R) dans de .4, (R) (automorphisme de de .#,(R) pour les intimes, méme si
ce mot est hors-programme) et son isomorphisme réciproque est g.
o Autre méthode : si on a avancé dans le cours au dela du paragraphe 1.3.5, il est aussi possible de montrer que Ker f = {0,} pour
prouver que f est injective, et si on a avancé dans le cours au dela du paragraphe 2.3, on concluera en disant que puisqu’on est
en dimension finie et que les espaces de départ et d'arrivée sont de méme dimension, I'injectivité de f implique automatiquement
la bijectivité de f.

Exercice 4 (Composées)

Soient f I'application de R* dans R® définie par f((x,y)) = (x—2y,x,3x+y) et g I'application de R® dans R? définie par g((x,y,2)) =

(x+3y+2z,-2x+ 2).

1. gof est bien une application de R? dans R? et pour tout (x,y) € R? :

gofx,)=g(f(x,)=(x-2y+3@0)+2Bx+y), —2(x—2y)+(Bx+y))=(10x , x+5)
On montre facilement comme dans 'ex 1, item 1. que go f est une application linéaire donc finalement, I'application go f est
bien un endomorphisme de R2.
Autre méthode : par application du paragraphe 1.2.3. du cours, on peut prouver que f et g étant des applications linéaires de
R? dans R3 et R® dans R? respectivement, alors go f est bien un endomorphisme de R?.

2. On montre de méme que fog est I'endomorphisme de R3 définit par f(x,y,2)=(Bx+3y, x+3y+2z, x+9y+72)
. . . 1-2 . .
3. a. La matrice de f relativement aux bases canoniques de R? et R® est : A= (% 0 ) et a matrice de g relativement aux bases
canoniques de R? et R® est : B=(1,32).

La matrice de gof relativement & la base canonique de R? est donc BA = (1?2), ce qui correspond a I'expression de
go f(x,y) trouvée dans |'ex 3.

b. La matrice de fog relativement 3 la base canonique de R? est donc AB =(

——
©Cww

0 . < .
%) ce qui correspond a |'expression de
go f(x,y,2) trouvée dans |'exercice 3.

Exercice 5 (matrice d’application linéaire et calcul de f o f)

Soit f I'endomorphisme de R3 défini par fxy2=EZ+y-x,x+z2-y,x+y—2)
11 1
1 A:( = —11)

2. a. fle)=f(fler)=f(—e1+er+e3)=—f(e1) + flex) + fles) =3e1 —e2—e3
f?(e2) = —e; +3ex—e3
f?(e3) =—e; —ex +3e—3

1 N 2 _ 3 _1 _1
d'ou Matg(f )_(j 3,1 —31)
5 (=11 1y(=1 1 1) (3 —1-1
b4 =(1 3 1)1 1)=(333)
3. Donc pour tout (x,),2) €R3, fof(x,1,2)=Bx—y—2,-x+3y—2z,~x—y+32)

Exercice 6 }%pglication linéaire canoniquement associée a une matrice)
1. Si A= Bl ?) alors I'application linéaire canoniquement associée a A est f:[R2 — [RS;(x,y) — 2x,—x+3y,y)

2. A=(} 2 7}, alors I'application linéaire canoniquement associée a A est f:R3 —R?%;(x,y,2) — (x+2y—z,5x —4Y)



Exercice 7 (Savoir utiliser la matrice d’'une application llnealre)

1. a. f(2,3,-1) s'obtient par le calcul de ( 023 3 1)
0
De méme, f(0,1,5) s'obtient par le calcul de ( 0 2 3 )(%) ( ) Dol f(2,3,-1)=(5,3,-1) et f(0,1,5)=(17,17,-5)
b. Résoudre I'équation f(x,y,2) =(2,1,3) revient a resoudre le systéme a trois équations et trois inconnues :
X+2y+3z=2 x=1

2y+3z=1 on trouve facilement : { y=-13/2
—X — z=3 z=-4
c. Imf =Vect((1,0,-1),(2,2,0),(3,3,-1)).

x+2y+3z=0
d. Déterminer ker f revient a trouver les vecteurs colonnes X tels que AX =0. Il s’agit de résoudre : 2y+3z=0
—-X - z=0
On trouve facilement x=y=x=2z=0 d'ou Kerf ={0}.
2. Soit E un espace vectoriel ayant pour base % = (e, ez, e3).
111
Soit f I'endomorphisme de E dont la matrice dans la base %8 est C = (8 1 8).
111
a. f(e;+2ey) est donné par le calcul de (8 % 8)( ) (2) D'ol f(e; +2e2) =3e; +2e2 +2e3
111 -1
f(2e3—3ey) est donné par le calcul de ((0) % 8)( ) ( 3 ) D'ol f(2e3—3e;)) =—e;
b. f(x)=e; +e; se résout en résolvant ((1) 1 é)(g) (%)
’ BRRG 010/\¢c 0
a+b+c=1
Or b =1 n'a pas de solution donc cette équation n'a aucune solution.
b =0
, , 111)\(a 2
f(x) =2e; + ey + e se résout en résolvant (8 % 8) (Ico) = (%)
a+b+c=2 a=a
a+c=1 .
Or b =1 o { bl < <b=1 ,a € R donc les solutions sont de la forme x=ae; +e, + (1—a)e3, a €R.
b =1 - c=1-a
c. En observant la matrice C, il vient Imf = Vect((1,0,0),(1,1,1)).
x+y+z=0
x+z=0 R
d. XeKerf © CX=0 & y =0 o { 0 d’ou ker f = Vect((1,0,-1)).
y =0 .
Exercsig% 8 (Utilisation d’un polyndéme annulateur pour calculer inverse d’'une matrice)
A% = (5 6 5)
632\ 211 100 000
Or (g 6 g) —5(% 2 %) +4(8 ! (l)) = (8 0 8) donc A? ~5A+41=0, ce qui signifie que P est bien un polyndme annulateur de A.

A2 _5A+4I=0 © (A-5D)A=-41

1
< —Z(A—SI)A=I

. . . 3 —-1-1

Donc A est inversible et son inverse vaut i(SI—A) = % (7% 31 31)
Exerlcilce 9 (Utilisation des formules de changement de base)
P= (1 -10 )

10 .
Appelons %8¢ la base canonique de .43 (R). Alors posons M = Matg,.(g) = ( 1 -2 12) Gréace a la méthode de Gauss-Jordan (ou gréice

. _ 111
3 python ou la calculatrice pour aller plus vite et gagner du temps pour travailler des choses nouvelles), on obtient : P~ = % (% 21 )
s _ 00 0

D’aprés la formule du cours, on a, en notant M’ = Matg(g) M =pP1Mmp= (8 —03 03)
Exercice 10 (Savoir écrire la matrice d'un endomorphisme dans une base)

1. Soient R® muni de sa base canonique %; .
Soient u=(1,0,1), v=(-1,1,0), w=(0,1,2). On admettra que % = (4, v, w) est une base de R3



2.

b. B=P;'AP

-1 2 4 1 2 2 -1 -19 24 -1
C. A:(—s 3 —4) P =(1 2 —1) B:(—Zl 20 —11)
3 -16 -1-11 14 -14 6

Soient .#>(R) muni de sa base canonique %s.
Soient My =(131),Ma=(11), M3 =(17), Ms=(?7'). On admettra que 63 = (M;, M2, M3, M) est une base de ./, (R).

1110
a. Ps=(‘11%‘21 ‘f)
444 4
b. Soit f un endomorphisme de .#,(R) ayant pour matrice G dans la base standard et H dans la base %63.
i. G est inversible comme produit de matrices inversibles.
ii. G=PHP ! ou H=P1GP
iii. f2+2f+id=0
Puisque H®> = P"'GPP~'GPP 'GP =P 'GIGIGP =P~ 'G®P, H®+2H+1=0 devient P"'G3P+2P~'GP+P~'P=0
Ou encore P71 (G3+2G+I)P=0 c'est a dire G®+2G+1=0, aprés multiplication & gauche par P et a droite par P~
iv. Soit 1 €R tel que G—AI n’est pas inversible.
Alors f—Aid n'est pas bijective, et pour H—AI n'est pas inversible.
v. La matrice de f” dans la base standard est G La matrice de f" dans la base 63 est H"
G"=PH"p™!

Exercices d’approfondissement

Exercice 11 (Montrer qu'une application est linéaire)
Montrer que les applications suivantes sont des applications linéaires :

1.

» Montrons que f:Ry[X] — R3[X]; P— 2P’ — XP est une application linéaire.
Pour tout P de Ry[X], les applications x— 2P'(x) et x — xP(x) sont des fonctions polynémiales de degré inférieur ou égal
a 3, donc leur somme également, et donc f(P) est bien un élément de R3[X].
Soient P et Q deux polyndmes de Ro[X] et A un réel. Alors :

fAP+Q)=2(AP+ Q)+ X(AP+Q)

=2AP +2Q'+ A XP+ XQ par linéarité de la dérivation
=A2P' -XP)+(2Q' - XQ)
=Af(P)+ f(Q)

Donc f est bien une application linéaire de Ry[X] dans R3[X].

» On Détermine le noyau de f. Pour tout P appartenant 3 Ro[X], il existe (a,b,c) € R® tels que P=aX?+bX +c
—-a=0

Alors f(P):—aX3—bX2+(4a—c)X+2b fP)=0 & { —b:oo < a=b=c=0

4a-c=
2b=0
Donc Ker(f) ={0} (f injective)
» Donc dim (Ker(f)) =0 et par suite d’aprés le théoréme du rang, dim(R;[X]) = 3 = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))
d'od rg(f) = dim (Im(f)) = 3.
» Puisque f(1)=-X, f(X)=2-X? et f(X?) =4X-X? alors Im(f) = Vect(-X,2 - X?,4X — X3)

» L'espace vectoriel étant de la dimension voulue, on peut garder cette expression ou la modifier légérement par opérations
de Gauss : Im(f) =Vect(X, X2-2,X3)
» Montrer que f est linéaire est similaire & ce qui a été fait dans la question 1. Puisque f(1) = -X, f(X)=2-X? et
02 0
f(X?) =4X - X3, A:(—Ol o g)

» x Montrons que I'application ¢ définie sur R2[X] par ¢(P) = Q avec Q le polynéme défini par Q(x) = P(x+1) — P(x)
Ici, on est obligés de tout décortiquer :
Pour tout P appartenant a Ry [X], il existe (a,b,c) € R? tels que P=aX?+bX+c. Alors P(X+1) = a(X+1)?>+b(X+1)+c et
PX+1)-PX)=a(X?+2X+1D)+bX+1)+c—aX?-bX—-c=2aX+(a+b) donc f est a valeurs dans R;[X]
De méme, pour tout R appartenant 3 Ry[X], il existe (a/,b’,c') e R® tels que R=a’'X?>+b'X + ¢’ et on obtient de méme :
RX+1)-R(X)=2d'X+(a +b"
Pour tout A appartenant 3 R, AP+ R=(Aa+a)X?>+(Ab+b)X + (Ac+c') et on obtient de méme :
AP+R)(X+1)-AP+R(X)=2(Aa+a) X +((Aa+d)+(Ab+D")
C'est a dire que (AP+R)=2(Aa+a) X +((Aa+a)+(Ab+D))=A(2aX + (a+ b))+ (2d' X + (d’' + b)) = 2p(P) + ¢(R)
Donc ¢ est bien une application linéaire de R,[X] dans R, [X].



» On cherche le noyau de ¢. En reprenant les mémes notations que dans le début de I'exercice : ¢(P) =0 < {uszioo o a=

b=0
Donc les polyndmes de R,[X] faisant partie de Ker(¢) n'ont pas de terme de degré 2 ou 1, mais n'ont aucune contrainte
concernant le coefficient constant. lls décrivent donc Vect(1). D'ol Ker(gp) = Vect(1).
» Donc dimKer(p) =1 et par suite d'aprés le théoréme du rang, dimR,[X] = 3 = dim Ker (¢)+dim (Im(¢)) d’ou dim (Im(¢p)) = 2.
Puisque ¢(1) =0, @(X) =1 et ¢(X?) =2X +1 alors Im(¢) = Vect(0,1,2X +1)
» Or Vect(0,1,2X +1) = Vect(1,2X + 1) = Vect(1, X) car on ne change pas le caractére générateur d'une famille en pratiquant
des opérations de Gauss.
Au final, On trouve Im(p) =R;[X]. On a au passage montré le résultat suivant : ¢ est surjective de Ry[X] dans Ry [X].
> A=(002)
3. Tr: 4R — R, M— M1+ Mo+ Ms3 Soient M et N deux matrices d'ordre 3 et A un réel.
Le coefficient diagonal de la matrice AM+ N est donné par (AM+N);,; et par propriétés matricielles, on a : (AM+N);; =AM, ;+Nj ;

v

3 3 3
Alors, par linéarité de la somme, TrAM +N) =Y (AM+N);; =AY M;;+ Y N;; =ATr(M)+Tr(N)
i=1 i=1 i=1
Donc I'application Trace est linéaire de .#3(R) dans R.
NB : une application linéaire telle que Trace, définie sur un espace vectoriel, et a valeurs dans R, est appelée forme linéaire.

A=(100010001)

4. Soit I'application linéaire f définie pour tout polynéme P de R2[X] par f(P) = X2P' + XP. Déterminer Im(f).
En déterminant les images de la base canonique de Ry[X], on trouve que Im(f) = Vect((X,2X?%,3X%)) = Vect((X, X?, X*))
La famille (X, X2, X3) étant libre comme sous-famille extraite de la base canonique de R,[X], et puisqu'elle est génératrice de
Im(f), alors c’est une base de Im(f).

Exercice 12 (Exercice abstrait)
Soit E un espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que : f2—-2f=0

1. Pour montrer que Ker(f —2id) =Im(f), on procéde par double inclusion :
e Montrons tout d’abord que Ker(f —2id) c Im(f)
Prenons un élément x de Ker(f —2id). Il vérifie alors les relations suivantes :

(f-2id)(x)=0 & f(x)-2x=0

o f(x)=2x

o f(x)=2x

< %f(x) =X

o f3n=x
Donc x étant égale a I'image par f d'un vecteur (%x en l'occurence), xelm(f) CQFD
o Montrons maintenant que Im(f) c Ker(f —2id)
Prenons un élément y de Imf et montrons qu'il appartient a Ker(f —2if).
Dire que y € Im(f) revient a dire qu'il existe un vecteur x de E tel que y = f(x). On aimerait que I'image par f—2id de cet y
s'annule.
Or (f=2id)(y) = f(y) -2y = f(f(x)) —2f (%) = f2(x) —2f(x) = 0 puisque f>-2f=0 CQFD

2. Si de plus E est de dimension finie, pour montrer |'égalité entre les deux espaces vectoriels demandés, on montre de la méme

maniere tout d'abord une inclusion : Im(f —2id) c Ker(f) et on applique ensuite le théoréme du rang pour prouver |'égalité des
dimensions de ces deux ev car pour deux espaces vectoriels, une inclusion et I'égalité des dimensions suffit pour prouver que I'on
a égalité des espaces vectoriels.

Exercice 13 (Calcul de A" via Fendomorphisme associé) 0000
Considérant A comme la matrice d'un endomorphisme f d’un espace vectoriel E muni d'une base 98 = (e}, e», €3, e4),avec A= ((1) (1) 8 8),

0011
on obtient : fler)=e flex) =es3 fles)=es et fles)=es

Alors f2(e1) = f(f(en)) = flex) =es  f2(ex) =e4 fies)=es et f2(es)=e4 d'ol A% = (
En a aussi f3(e1) = f(f?(e1)) = fles) = ea f3ex)=ey fPe3)=e;s et [f3ey) =ey d'ou

D’ou pour tout n=3, f"(e1) = f(f%(e1)) = fles) =es fe) =ey ffe)=es et fMe)=es



Exercice 14 (Savoir utiliser la matrice d’'une application linéaire)

1 4
1. a. 2+X?=P+Q donc calculer f(2+ X?) revient 2 effectuer le produit matriciel B(})) Le calcul donnant (é) il ne reste plus
0 6
qu'a effectuer le calcul de 4P +2Q+6R +6S pour obtenir que f(2+ X?)=6X3+10X?+18

0 4
De méme, avec 2+4X+X?+X3=R+Q et B(}) = (g) d'ol f2+4X+X?>+X%) =4P+3Q+5R+9S=5X*+9X*+2X +21
0 9

1 5
De méme, avec 4+ X +2X?+X>=P+Q+R+S et B({):(lﬁl) d'od fA+X+2X*+X%) =11X*+16X*+22X +30
1

8
x+3y+ z =0
. . y . Lo S 2y+ z+3t=1

b. Puisque 2+3x=Q+ S, résoudre I'équation f(Y)=2+3X revient a résoudre le systéme
2x+4y+ z+4r=0
6y+3z— t=1

Or en effectuant la combinaison linéaire 20L; + 11Ly —10L3 — 7L4, on obtient 0 =4, ce qui est impossible. Il n'existe donc
aucun quadruplet (x,y,z,t) qui vérifie le systeme et donc aucun polyndme Y tel que P(Y)=2+3X.

2+3X ne fait donc visiblement pas partie de Imf.

f n'est donc pas surjective puisqu’on a trouvé un élément de I'ev d'arrivée qui n'a pas d’'antécédent.

Cela est du au fait que les lignes de B forment une famille liée (raison pour laquelle on a trouvé une combinaison linéaire
qui annulait les membres de gauche du systéme écrit plus haut). Le rang de B est donc strictement inférieur a 4. (et le
théoréme du rang nous permet de dire que le noyau de f n'est pas réduit au vecteur nul.

De la méme maniere, on prouve que f(Y) =2-3X+X%n'a pas de solution.

c.
Imf = Vect(f(P), f(Q), f(R), f(S))
=Vect(P+2R, 3P+2Q+4R+6S, P+Q+R+3S, 3Q+4R-S)
=Vect@X3+3X% - X+3, 4X3+7X*+ X +15, X3 +2X*+ X +6, 4X> +4X%+13X +6)
Vu ce qui a été dit plus haut, on sait que I'on pourrait réduire la famille dans le vect, mais le résultat ci-dessus est tout de
méme une bonne réponse.
x+3y+ z =0
xX=-y
3 . . o 2y+ z+3t=0
d. Déterminer Kerf revient a résoudre S ..o z==2y
2x+4y+ z+4r=0 0
6y+3z— t=0 -

Le polynome générateur de ce ev a donc pour coordonnées (—1,1,-2,0) D'ou kerf:Vect(—ZX3 —3X%2+4X-2)
2. Soient My =(13'),M2=(74),Ms=(373'), Ma= (7).
La famille €3 = (M, My, M3, M,) est une base de /> (R).

Soit f I'endomorphisme de .4, (R) dont la matrice dans la base 63 est T:(
2

1
0
0
0
-1 —
(7]=(3) or-2m+aments=(33)  donc r(38)=(3)
0 0

12—
a. (99)=Ms;—M; Calculer f(993) revient a calculer (8(1) 3 21)
000 1
De la méme maniere, f(§9)=(22 %)
12-1 3 /(x 0
b. Résoudre I'équation f(M)=(}9) revient a résoudre (8(1) 3 ’21) (32') :( 9 ) car (19)=M5- M,
000 1/\7 4
x+2y— z+3t=0 x=26
+3z— t=0 =-10
Soit a résoudre Y P d'ol M =26M; —10M, +3Ms— My = (1) 38)
z+2t=1 z=3
r=-1 r=-1

De la méme maniere, f(M)=(93) a pour solution M = (§ 718) .
c. Imf = 6LR).
d. Kerf ={0}.
Exercice 15 (Matrice dendomorphisme relativement a une base particuliérement adaptée x)
E un espace vectoriel de dimension 3. Soit 1 un endomorphisme de E tel qu'il existe un vecteur x de E tel que u?(x) # 0 mais u3(x) = 0.

1. Cette famille est constituée de 3 éléments et la dimension est 3 donc il suffit de prouver que la famille est libre.
On résout alors I'équation de liberté : ax+ﬁu(x)+yu2(x) =0 (%)



En composant cette égalité (x) par u, on obtient que au(x)+ fu?(x) +yud(x) =0

Or u3(x) =0 donc on a au(x)+pu?(x)=0 (**)

On recompose (x*) par u et on obient : au?(x) + fud(x) =0, ce qui donne au?(x) =0.

Mais puisque u?(x) #0, alors on a a =0, puis en reportant dans (xx), f=0, et enfin en reportant dans (x), on a y=0.
Donc la famille est libre, et donc c'est une base de E.

2. La matrice N de I'endomorphisme u dans la base % = (x, u(x), u?(x)) est : N = ((1) 0 8).

010
u n'est-il pas bijectif car sa matrice est une matrice triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale.

La matrice de I'endomorphisme 3u? —2u+ id dans la base % est déterminée par M =3N? —2N + I, ce qui aprés calculs donne

1
M:(—z (1) 8)_
3 1

. . o 100
. La matrice de v est déterminée par [+2N = (% ! ?)

On calcule par réduite de Gauss I'inverse de cette matrice, ce qui donnera la matrice de I'endomorphisme v~! dans la base %.

1 00
On trouve (—2 1 0)_
4 21

Exercices tirés d’annale

Exercice 17 (d’apres EML 2004)
Enoncé enrichi avec indications

On note .#3(R) |'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre trois a coefficients réels, I la matrice identité de .#3(R), et 0 la matrice

nulle de /3(R).
Pour toute matrice A de .#3(R), on considére les ensembles E;(A) et E»(A) suivants :

Ei(A)={Me 45R): AM = M} et Ez(A)z{ME./%g(IR):AzM:AM}.

Partie |I.

1. Montrer que E;(A) est un sous-espace vectoriel de .#3(R). On admettra que E;(A) est aussi un sous-espace vectoriel de .#3(R).
Démonstration en 3 points. Les deux premiers (dire que I'espace étudié est dans un ev de référence plus grand, et dire que 'ev
étudié est non vide car contenant 0 est facile
Pour le troisieme point, on considére deux éléments de Ej(A), que I'on appelera par exemple M; et M, et on montre qu'une
combinaison linéaire de ces deux éléments appartient aussi a Ej(A).

2. a. Montrer que E;(A) c E>(A).

on montre que si une matrice quelconque M appartient a E;(A) alors elle appartient également a Ex(A).

b. Montrer que si A est inversible, alors E;(A) = E2(A).
Puisqu'on a déja montré une inclusion dans la question précédente, on montre I'autre : on montre que si une matrice
quelconque M appartient a E»(A) alors elle appartient également a E»(A). Pour cela, il faudra dans le raisonnement
multiplier a gauche par A™1

3. Montrer que si A—1 est inversible, alors Ej(A) = {0}.

On traduit le fait que M € E;(A), on manipule I'équation pour "mettre tout dans le membre de gauche" et on multiplie a gauche
par (A-D7L
. -1 10 . .

4. Un exemple : soit B:( 8 —01 %) Déterminer E;(B) et E»(B).
aprés avoir remarqué que B est inversible (sa forme particulére rend cette étude évidente), on applique le résultat des questions
précédentes sans faire aucun calcul.

Partie Il.

. . 3-2-1
On considére la matrice C = (% 0 —01).

5.

a. En effectuant des opérations de Gauss a partir de C— A1, obtenir une matrice triangulaire supérieure permettant de trouver
pour quels réels A la matrice C— AI n’est pas inversible.
On fait attention a ne pas choisir un pivot dans lequel figure I'inconnu (et qui est donc potentiellement nul)

b. Résoudre CX =0 ol X = (i) € 3,1(R). Montrer que I'ensemble F des solutions de cette équation est un sous-espace
vectoriel de .#31(R) et en donner une base et la dimension.
On résout un le systeme de trois équations a trois inconnues qui découle de I'équation matricielle, on exprime I'ensemble
des solutions sous la forme d'un vect. On parle de la liberté de la famille mise en évidence dans le Vect pour conclure qu'il
s'agit d'une base de F et en comptant le nombre de vecteurs de cette famille, on en déduit la dimension du sev F.



X

Résoudre CX = X ol X = (y) € M31(R). Montrer que I'ensemble G des solutions de cette équation est un sous-espace
z

vectoriel de .431(R) et en donner une base et la dimension.

idem

X
. Résoudre CX =2X ou X = (y) € 3,1 (R). Montrer que I'ensemble H des solutions de cette équation est un sous-espace
z

vectoriel de .#31(R) et en donner une base et la dimension.
idem

111
. En posant P = (% (1) (1)) Déterminer D=P~'CP.

Méthode de Gauss-Jordan pour calculer P~! puis calcul de P~'C puis calcul de P"'CP

Compléter le programme python en utilisant la commande np.ones afin d'obtenir la matrice P :

On se souvient de la syntaxe de np.ones et on se souvient que Python commence la numérotation des lignes et des colonnes
ao.

6. Soit M € #5(R). On note N=P 1 M.

a.

Montrer que M € E;(C) & N € E;(D).

On raisonne par équivalences tout du long : Traduire |'appartenance de M a E;(C) par une égalité vectorielle, puis transformer
cette égalité vectorielle en se servant des résultats des questions précédentes, jusqu'a arriver a la traduction par une égalité
vectorielle de I'appartenance de N a E;(D)

Pour cette question, on admettra que D est la matrice diagonale diag(0, 1,2).

o o
oo O
——

Montrer que N € E1(D) si et seulement s'il existe trois réels a, b et c tels que I'on ait N = (

O
N oz o

On comment par prendre une matrice N d'ordre 3 quelconque en donnant des noms a ses 9 coefficients, puis on trouve 9

conditions en exprimant le fait que DN = N.

7. En déduire une expression générale des éléments de E;(C) et déterminer une base et la dimension de E;(C).
On calcule PN avec la forme de N trouvé dans la question précédente et on exprimer Ej(C) sous la forme d'un Vect pour
répondre aux questions.

Solution

Partie I.

1. »
>
|

E1(A) est par construction un sous-ensemble de /3 (R).
Comme A-0=0, I'ensemble E;(A) contient 0.
Soient M et N dans E;(A) et soient A et u dans R. Alors, comme

AAM+pN)=A(AM) +p(AN) =AM+ pN,

la matrice AM + u N appartient elle aussi a E;(A), qui est donc stable par combinaisons linéaires.

Par suite, E;(A) est bien un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. a.

Soit M € E1(A), alors on a AM =M, donc A*M = A(AM) = A(M) = AM, donc M € E»(A).
Donc E;(A) € E»(A).

b. D’apres la question précédente, il suffit de montrer que, si A est inversible, alors E»(A) c E; (A).
Or, dans ce cas, soit M € E>(A), alors A?M = AM, et donc, en multipliant 3 gauche par A™!, on en déduit que
AT'A’M = A"V AM et donc AM =M, donc M € E;(A) ce qui conclut.
3. Si A—1T est inversible, alors MeE (Ao AM=M

S AM-M=0
<> (A-I)M=0
o (A-D Y A-DM=0
< M=0.

On obtient donc dans ce cas, E;(A) = {0}.

210 . . : . . - (1 .
4. Comme B-1 = (8 2 %) B -1 est inversible (matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont non nuls),

donc E;(B) = {0} d'aprés 3.a.. De plus, B est inversible (triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont non nuls), donc,

d’aprés 2.b.,

Ex(B) = E1(B) = (0}.




Partie Il.

5.

3-12 -2 -1
a. Soit A un réel. On écrit C—AI=| 1 -2 -1
2 -2 -2

1 -A -1

En échangeant L; et Ly, il vient: [3-4 -2 -1

2 -2 =2

1 -A -1 1 -1 -1
Puis avec les opérations : (L, — L, —(3—A)L;, L3 — L3 —2Ly), |0 -22431-2 2-A|=]0 A-1DE-A) 2-A
0 2A-1) 2-1 0 20-1) 2-A

1 -1 -1
Puis finalement avec 'opération (L3 — (2—A)L3—2L,) : |0 A-1)2-A) 2-A
0 0 A2-1)

Les valeurs pour lesquelles C— AT n'est pas inversible sont donc 0, 1 et 2|, puisque pour ces valeurs, cette matrice est tri-
angulaire supérieure avec un (ou deux) élément(s) diagonal(ux) nul(s). Pour les autres valeurs de A, la matrice est triangulaire
supérieure avec des éléments diagonaux non nuls, et elle est donc inversible.

. Pour A=0,

X -z =0

2z —2y =0 "XTYTA

CX=O©{

. x 1 . . . , .
D'ou |F= {(i),xeR} :Vect((%)), espace vectoriel de dimension 1 car engendré par un vecteur non nul, qui est sa base.

. Pour A=1,

y

CX=X©(C—I)X:0©{X -z -y =0 @{ .
=0 z=0

z

. x 1 . . . J .
D'ou|G= {(g),xeﬂ'\?} =Vect(((1])), espace vectoriel de dimension 1 car engendré par un vecteur non nul, qui est sa base.

CX:2X©(C—21)X:O©{ x -z =2y =0 @{xzz

2z =0 y=0

. x 1 . . . . .
D'ou|H= {(2),x€lR} :Vect(((l))), espace vectoriel de dimension 1 car engendré par un vecteur non nul, qui est sa base.

bt et et
O
—

~—

< s , _ 11 1
et en calculant P71 3 I'aide de la méthode de Gauss-Jordan et on trouve | P! :( % 01 —01) et

pP~lcp =D =diag(0,1,2).

. P=np.ones((3,3)) # ne pas oublier les doubles parenthéses
P[1,2]=0 # on remplace le coefficient en 2eme ligne et 3me colonne par un O
P[2,1]=0 # on remplace le coefficient en 3eme ligne et 2me colonne par un O

. En appliquant les définitions de la partie |., N€ E1(D) & DN =N

P 'CPN=N
splcepiM=P M
osPlcM=pP'M
sprpPlcM=PP M
s>CM=M

< Me E;(C).

ny np n3

b. Soit N= (m ns ns) une matrice quelconque.
n7 ng ng

ny=nz=n3= 0
NeE (D) < DN=N < Nng=ng N5=nN5 Ng=nNg
2n;=ny; 2ng=ng 2n9=ny,

d'ou I'existence de trois réels a, b, c tels que N

Il
—_—
o o
oT o

o0 O
~——



7. El(C):{PN,NeEl(D)}:{ (gbc) (a, bc)elR3} {(abc) (abc)e[R%g’} ((é‘é‘g’)(gé‘é)(ggé))

ou cette famille est clairement libre (matrices a supports disjoints), c’est donc une base de

Formule du binome de Newton

Exercice 18
En utilisant la formule du bindme de Newton, calculer les puissances n des matrices suivantes, pour neN.

E1(C) qui est donc de

La-(}f)nes

011
avec N = (001)
000

00
Or N? = (8 0 8) et N3 =0, donc pour tout k=3, N*=
De plus, Ix N=N = N x I donc on peut appliquer la formule du blnome de Newton et : VneN

T—(N+D"
k=0 k
2 (n
= Z r Nk =k car pour k=3, tous les termes de la sommes sont nuls a cause de N¥
k=0
2
n
=Y | |n*
=0 \k
nn-1
= TN+ 22D N
2
1 n n(n+1)
=0 1 n
0 0 1

210

2. A=(021)=N+21 avec N =

002

De plus, 2Ix N=2N =N x2I do

5 coco
0O oco~
o o~o

=(N+2D"

I
=
> 3

T
(=)

1l
DM
S

ted

Il

(=}
=

DM

kel
Il
[=}

Nk(ZI)n—k

n
2n—ka
k

nn-1
2"+ n2"’1N+2”_2%N2

OrNZ—(ooo) et N3

001

000

=0, donc pour tout k=3, NF=0.

n peut appliquer la formule du binéme de Newton et : VneN

car pour k=3, tous les termes de la sommes sont nuls a cause de Nk

2" p2™ bt 2" 3 p(n-1)
=/|o 2" n2n1
0 0 2n
(6 =5\ (5 -5\ (1 0)_ .
3 A—(5 _4)—(5 _5)+(0 1)—N+I N et I commutent et N“=0 donc
A IR N T A L (n k 0 1 5 -5 1+5n -5n
_I;)(k)NI _,;)kN"kzzokN"lxN TNt = Itng —5)‘(511 I—Sn)

0 -1 1 0 0 2
-1
4. A= (0 ! —12) N+1 avec N=|0 0 -2 alors N>=(0 0 0 et N¥=0 pour tout k=3
0 0 0 0 0 O

Puisque N et I commutent, d'aprés le binobme de Newton donne :

1 -n n?
n -1
—(N+D"=Y (Z)Nklnk: I3+11N+%N2: 0 1 -2n
=) 0 0 1
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