Comparaison des fonctions - éléments de correction

Exercices d’application directe du cours

Exercice 1 (Détermination d’équivalents)

1. e*—x en +oo et en —oo :
ex = o(e*) donc|e*—x ~ e* ee*—0etx— —oco donc|et-x ~ —x
+00 +00 —0o0 —00 —00
2. (e"-1)(In(+h) en 0
D’apres les équivalents de référence, e —1 > h etln(l1+h) > h donc par produit, | (" — 1(In(1+ h)) 3 h?
3. (P—t+1)(e'—Inp) en +oo
?—t+1 ~ t*> etel-Int ~ e’ carln(t) = o(eh) par croissances comparées, donc par produit, (P -t+1)(e' —Int) ~ e’
+00 +00 +0o +00
4, e*-2x*>+6 en O et en +c0 ,
X
«2x2+6 = o(e*) donc|e*—2x*+6 ~ &* . limw =1 donc|e*—2x°+6~7
+0o +00 x—0 0
3x*-5x+9
5 —F— en 0 et en +o0
4x°—5x--2
_ _ ) . _ . ) 3x%-5x+9 3
e une fraction rationnelle étant équivalente au quotient de ses monémes de plus haut degré en +oo : — s
4x° —5x°—2 +oo 4x
. . ) L . A ) 3x%-5x+9 9
 une fraction rationnelle étant équivalente au quotient de ses monémes de plus bas degré en 0 : T
4x°-5x--20 2
6. Vx2+1-1 en 0 et en +oo
1 1
¢ On sait que (1+t)?—1;%t or xz—(»)O donc en posant t = x?, on obtient : v1+x2—135x2
X—
« Au voisinage de +o0o, x étant positif, Vx2+1= \/xz(l + % = |x|\/1 + % = x\/l + x—lz
Puisque lim y/1+ 3 =1, on en déduit que Vx2+1 ~ x etdonc|Vx2+1-1~ x
X—+00 X +00 +00
7. AAarchiclassique : (1+%)"  en +oo avec aeR*
Méthode 2 retenir et a savoir refaire sur des exercices du méme style (avec une valeur numérique pour a par exemple) :
a. On transforme |'écriture grace a la regle de calcul a? = ¥,
b. On utilise les équivalents de référence pour la partie avec du logarithme.
c. On utilise la compatibilité des équivalents avec le produit et on obtient un équivalent constant non nul
d. On transforme I'équivalent en une limite.
e. On en déduit la limite de I'exponentielle en invoquant la continuité du logarithme.
f. On transforme la limite (non nulle) en un équivalent.
(1+9)" = exin(1+3) Or In(1+¢) ~ & d'aprés les équivalents de référence en 0, comme § —0
les équivalents étant compatibles avec le produit, on en déduit  xIn(1+ %) a
(o0}
Comme a#0, on en déduit que xIn(1+ %) =a
o0
Mais puisque la fonction exponentielle est continue! en a, eIn(1+%) = et
00
Et puisque % #0, on en déduit en(1+3) o pa cad (1+%)JC ~ e?
+00 +00
4
x*+1
8. In ) en +oo
x*+3
xt+1 xt+3-2 2 ) 0
= =1- or = —
x+3 x*+3 x4 +3 243 oo
4
2 2 : 2 . x*+1 2
Donc ln(l—m) ot e mais =73 = Donc au final ln(x4+3)+Zo_F

1. argument essentiel, si vous ne comprenez pas d’ot il vient, posez moi la question!




9. \/}eé -V en +oo

3 /x= T- 1 1.1~ 1
Vxex —y/x=/x(ex —1) or - xﬂmo donc ex —1 ot
. 1 1
En multipliant par v/X, on a \/E(e% -1 ~ ES donc au final, \/}ei —Vx ~ —
+oo X +00 \/_
10. In(1+2x)(eV*=1) en 0
pas de difficulté (justifications laissées au lecteur), on trouve : In(1+2x)(eV* - 1) > 2xv/x
x+Inx
11, ——— en 0 et en +oo0
xe*
x+Ilnx Inx x+Inx 1 e L,
. ~—= o I —= ~ — (justifications laissées au lecteur)
xe* 0 x xe* +oo X
Exercice 2 (Un calcul de limite détaillé) In x|
Le but de cet exercice est de détailler la méthode qui permet de calculer xliIP f(x) avec f(x) = (1 + —)
oo X

1. Fl du type 1%

1
lnx) nx _ elnxxln(1+]“7x)

2. f(x): 1+7

3, Inx

— 0 par croissances comparées.
X +oo

4. OrIn(1+¢) = €

— Inx Inx)| _ Inx
5. On peut donc conclure, en posant £ = == que ln(1+ = )+oo e
In x

6. En multipliant par Inx, il vient lnxxln(1+ lnx) fodly
(o0}

Or 1151_1 lnT =0 donc lnxxln(1+ lnx) admet aussi une limite nulle en +oo et par composition avec |'exponentielle qui est
X—+00

continue? en 0, on en déduit que 11111 flx)=e=1
X—+00

Exercice 3 (Détermination d’équivalents)
1. Donner un équivalent et calculer la limite des fonctions suivantes en +oo

2
a. Let0 c. —x%et —co e. —e* et —c0
X
b. & et —co d. % et 0 f. 2et?2
2. Donner un équivalent et calculer la limite des fonctions suivantes en —oco :
a. x3 et —0 c. —let-3 e. x’e*et0
1 21n( 2In(-x) 1 1
b. et d. et 0 f.ﬁet\/E

3. Donner un équivalent et calculer les limites des fonctions suivantes en 0 (en 0% et 0~ si nécessaire)

a——et— c. xet0 e. letl

b. ;et+oo d. eete f.ﬁet+ooen0+et—ooen0’

Exercices d’approfondissement

Exercice 4 (un calcul de limite non détaillé) Ny \/—
Déterminer un équivalent puis la limite en 0 de flx) = \/_ 5
+x

Indications : factoriser par v/x en haut, puis utiliser des équivalents de référence, et considérer le terme prépondérant en bas.

Exercice 5 (une fonction définie par une intégrale)
Exercice difficile, venir demander des indications si vous voulez le traiter.

2. toujours le méme argument!



