Séries - Eléments de correction

Exercices d’application directe du cours

Exercice 1
Prouver la convergence de la série de terme général u, dans chacun des cas suivants, et calculer sa somme :

1.

2.

3.

Soit (un) une suite telle que VneN*, 0< u, < i
Un et -7 étant les termes generaux de deux séries a termes positifs, d'apres le critére de majoration du théoréme de comparaison

des séries a termes positifs, 2 étant le terme général d'une série de Riemann convergente (2>>1), on en déduit que Y u, converge
également.

Soit (uy) une suite telle que VneN*, 1<u, <1+ #

a. (uy) converge vers 1 d’apres le théoréme des gendarmes.

b. Y u, diverge grossierement puisque son terme général ne tend pas vers 0.
Soit (uy) la suite de terme général u, =In (L), définie pour neN*

a. Pour tout ke N*, uk :ln(m) =In(k+1)—In(k). On reconnait une somme télescopique.
Donc pour n>0, Z ur=In(n+1)-In(1) =In(n+1) T +o0o donc Y uy diverge.
k 1
b. u,=In(1+- ] ~ =, terme général de la série harmonique divergente. Donc puisque ces deux séries sont a termes positifs,
+o0o
d'apres le critére d équivalence du théoréme de comparaison des séries a termes positifs, 3" u, diverge.

Exercice 2 (Convergence et calcul de sommes)

1.

. Série de terme général u, =

Série de terme général u, = ”221

La série est a termes positifs. On va se ramener a des sommes usuelles.

+00
Rappelons que si |g| <1, alors n
9 nzl “ Ta- 51)2 nzoq 1-q

. _ntl _ 1\ 1y _ 1 1n—1 1\n
Pour tout entier naturel n, u, =22 =n(3)"+(3)" =3 xn(3)"" +(3)
La série de terme général u, converge en tant que combinaison linéaire d'une série géométrique dérivée premiére et d'une série
géométrique convergentes (-1<1/2<1)

=2+42=4

p SN . 1
Les formules rappelées plus haut appliquées a g = % donnent finalement : Z Up = > x — 5+
y - 1-
La somme de la série vaut donc 4.
n?+2"
4"
Apreés calculs sur le t.g., on reconnait la combinaison linéaire d’une série dérivée géométrique d'ordre 2 et de raison 1/4, d'une

série géométrique dérivée d'ordre 1 et de raison 1/4 et d'une série géométrique de raison 1/2. La somme vaut %

. Série de terme général un =(-D"e "= (_71)" . il s'agit d'une simple série géométrique de raison —% €]—1;1[. Elle converge donc

= . La somme vaut m

et sa somme vaut 11

1
e

Lo Loz - n n-1 . Lo . Ly Lo g
. Série de terme général u, = (-1)"ne ?" =n(-%)" =-%n(-=)"" : on travaillera donc avec une série géométrique dérivée

eZ

e2+1°
n(n+3)

d'ordre 1. La somme vaut

. Série de terme général u, = n2- - méme technique que dans le 1.. On trouve que la série converge et que sa somme vaut %

La somme vaut 15—2

Yo Ve Ve n . . . . Ve . Yo -
6. Série de terme général u, = 2= . On reconnait la combinaison linéaire de deux séries exponentielles. La somme vaut e+ 3.
n!
7. Série de terme général u, = ”gﬁ;l,l) : multiple d'une série exponentielle. La somme vaut el/2
L L4 _on \ . . . . ) L . p
8. Série de terme général u, = Tit2) | apres manipulation sur le t.g., on reconnait le multiple d'une série exponentielle tronquée de

10.

ses premiers termes. La somme vaut i(e2 -3).

. Série de terme général 1, = —1— On reconnait une série télescopique. La série converge et sa somme vaut —%. La somme vaut

4n’-1
—1.

Série de terme général u, = Se traite comme une série télescopique. La somme vaut %

2
n(n-2)"



Exercice 3 (Nature de séries)

‘I'12

1. On remarque que pour tout n, u, = 0. De plus, u, Y omT = F Or la série de terme général
n o0
est une série de Riemann, qui converge si et seulement si a — 2 > 1, ¢’est-a-dire si et seulement si a > 3.

Ainsi, d’aprés le critére de comparaison par équivalent des séries a termes positifs,

la série de terme général w,, converge si et seulement si a > 3|

2. Comme ﬁ N 0, et que In(1 + x) ™, on en déduit que u, ~

général — diverge (c’est la série harmonique), donc, par le critére de comparaison des séries & termes

1 1 -
e A Or la série de terme

) diverge |.

positifs, | la série de terme général In (1 + n+1

3/2 2 2
3. Tout d’abord u, > 0 pour tout n. De plus, n?u, = * (éﬂ(n)) = 2:;2 UI;E:}%)

du produit tendent vers 0 par croissances comparées, donc nu, —+> 0. Autrement dit, u,= o( 1 )
n—r—+00

Comme la série de terme général 1 —7 est une série de Riemann convergente, le théoréme de comparaison

_ vn(lnn)?

e'ﬂ.

, et les deux opérandes

des séries & termes positifs montre que |la série de terme général u,, converge

4. Bien sfir, u,, > 0 pour tout n. De plus, on voit une exponentielle, on pense donc & utiliser une négligeabi-
lité. n2u,, = n?e~ V" = 20"~V Qr 2In(n) — /n = —/n (2% + 1) 00 car par croissances
n—+00
In(n) 1

comparées S 0. Donc, comme e* — 0, nu, — 0 : u, = o( 2) au voisinage de +oo. La série
r—r—0o0

de terme général n—lg étant une série de Riemann convergente, le théoréme de comparaison des séries a

termes positifs montre que |la série de terme général u,, converge |.

5. On regarde I’absolue convergence. |u,| = % qui est le terme général d’une série de Riemann convergente
car 3 > 1. Ainsi, la série de terme général u,, est absolument convergente. Elle est donc en particulier
convergente.

6. Ici, la convergence absolue n’aide pas! L'idée, pour se débarrasser des (—1)" est de regrouper chaque

terme pair avec le terme impair qui suit. Soit (u,) le terme général de cette série. > u, est de méme

nature que » v, OU U, = Uz, + Uzpt1. Or v, = Tlﬂ — % = m ~ —ﬁ. D’aprés la régle de

comparaison des séries & termes positifs (en fait négatifs ici), > u,, converge.

Exercices d’approfondissement

Exercice 4 (Convergence et calculs de sommes)
1. Série de terme général u, 2””;#
o (a titre d'entrainement, mais inutile puisque I'on arrive & montrer plus bas en effectuant le calcul que la suite des sommes
partielles converge puisque I'on reconnait ainsi une combinaison linéaire de séries exponentielles.)
Comme 212 + n? —4n—2 — +oo, la série est 3 termes positifs pour n assez grand.
De plus, u, ~ Zni,s

3 7 7 -y . 1 o ] . N\ 17 .
Montrer que 2% est le terme général (positif) d'une série convergente permettra alors d'appliquer le critére d’'équivalence du

TCSTP et d'en conclure que Y uy converge

5
En effet, comme 22; — ~0,0na zi = o( 5 ) et puisque la série de terme general > est une série de Riemann convergente (2>1),

on en déduit par appllcatlon du critére de négligeabilité du TCSTP que Z cv, et par suite, que )} uy cv
o Calcul de la somme : En procédant par étapes, on montre que 2n° + n? —4n 2=2nn-1N(n-2)+7n(n-1)-n-2
Donc, pour N =3,



N N N N
nn-1)(n-2 nn-1 n 1
Y up= 2 ( )'( ) 17 ( ' ) > -2 (par linéarité de la somme)
n=0 n=0 n. n=0 n. n=0 1 n=0 1
N N N N
nn-1)(n-2 nn-1 n 1
=2y nn-Dn-2 > (=1 _ Y —-2) — (le ou les premiers termes s'annulant)
n=3 n! n=2 n! n=1 n! n=0 n!
=2 -2y — par simplification avec les factorielles
,;3 (n-3)! Z (n 2)' nzl (n-1)! ,;0 n! ( )
N-3 1 N—2 1 N- N 1
=2) o+ o Z -2y = (réindexation des sommes)
i=0 b ]:0 = n=0 -
+00 1 +0oo 1 +00 1 +0oo
— 2) —+7) —- Z — —2 =2e+7e—e—2e=6e (c.l. de sommes partielles de séries exponentielles)
n—too ponl asont s son

La série de terme général u; converge donc vers 6e.
2. Série de terme général u, =In(1- %), n>2

« Etude de la convergence :
L'argument du logarithme est plus petit que 1 donc u, < 0. On sait que u, ~ —#, et # est le terme général d’une série
convergente (Riemann avec 2> 1). La série de terme général —— est donc convergente, mais a termes négatifs.
D’'aprés le théoreme de comparaison des séries a termes posmfs appliqué aux séries de t.g. —u;, et 2, la série de terme général
—u, converge, et Y u, converge également.
e Calcul de la somme :
Pour tout 7=2, on a u, =In (%5t 1) =In (2=00) — In(n - 1) +In(n+ 1) - 2In(n) = (In(n + 1) ~ In(n)) - (In(n) - In(n - 1)).
En posant v, =In(n)—In(n—1), on a donc u, = vy+1 — v,. On reconnait une somme télescopique :
n

n
Y Un=) Une1=Un=Unp1= V2 =In(n+1)~In(n)-In@) =-In@ +In(*4*) — -In2

k=2 k=2
3. Série de terme général u, = A2t (Op se souvient que la somme des n premiers cubes est le carré de la somme des n

1+23+.4+n3 "
remiers entiers. On cherche ensuite a et b tels que —2— = ﬂ + L On conclut grace a une série télescopique
p . q n(n+1) n+l- g prque.

7o e 2n+1
4. Série de terme général u, = (2n), Indice : on pense a étudier conjointement cette série et la série de terme général v, = (2n+1),

Exercice 5 (Tres classique : autour de la série harmonique)

1. On reconnait en H,, une série de Riemann avec o = 1, donc divergente. Comme il s’agit d’une série &
termes positifs, elle tend vers +oo.
2. a) L’application f : t—— 1 est décroissante, donc pour k — 1 <t < k, f(k) < f(t)< f(k- 1)ke qui, par
intégration entre £ — 1 et k donne l'inégalité voulue. En sommant la relation de 2 4 n, on obtient
H, —1<1In(n) < H,_1. Comme (H,) est croissante, on a bien H, — 1 < In(n) < H,.
b) L’inégalité précédente donne, en divisant par H,, > 0 qui tend vers +oo, 1 — HL < 1}}—” < 1. Les
termes aux deux extrémités tendent vers 1, donc par le théoréme d’encadrement il en est de méme
de l}}—", et H, ~ Ilnn.

3. a) La série de terme général v, converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles converge,

n
or Y vk = u, — up, donc elle converge si et seulement si la suite (u,) converge.
k=0
b) vp =H,—Hp-1—Inn+In(n—-1)=+In(1-3)=2_-1_ L 4 ,(L)~ 2n2 Donc v,, est

de signe constant a partir d’un certain rang, et équivalente au terme général d’une série de Riemann
convergente. Donc ) v,, converge, et il en est de méme de la suite (u,) par la question précédente.
On note +y la limite de (uy).

¢) D’aprés la question précédente, H,, — Inn — .



Exercice 6 (Tres classique : Série harmonique altelrnee)

1. Calculer, pour keN*, fil (~t)F~ ldt——[( g Dkk 0

0
On a utilisé la formule de Leibniz-Newton, et la formule de la primitive
(et donc u/(r) =-1).

2. Pour tout n=1, en sommant la relation obtenue pour k entre 1 et n :

(= 1)k+1
k

n

1
=)
k=170

1 n
Y (¥ tdr

n 1)k+1 1
Z (-p*'dr

k=1

0 k=1
1n-1 .
Y (-p'de
0 =0
11_ —tn
:f #dt
0 1+t
1 1 1 _tn
_ [ _[( )dt
o 1+t o 1+¢t
1 n
1 (=1
=(In(1+0)|,— dr
[In@+ 0] 1+¢
1 —_pHn
=ln(2)—f =9 d
0
3. Pour t€]0;1[, 1+t>1>0 et donc 0<m<1
Par multiplication par t" >0, on obtient 0< ﬁnt <"
1 n 1
Par positivité de I'intégrale, on a 0<f dt<f t"dr
o 1+¢ 0
1 n+l 1 1
or f di = =L doblinégalite 0=l Ldrs-
0 n+ll, n+l & f T+t

LN 1
Le théoréme des gendarmes nous assure que [, ﬁdtJr—» 0
(o8]

a+l
Toa+l

<

de u'u® avec a=k-1 et u(t) =-

par linéarité de I'intégrale

par changement d’indice i = k-1

somme des termes consécutifs de la suite géométrique de raison —t

linéarité de l'intégrale

!
car une primitive de — est In(u) lorsque u >0
u

* . t" =n" t"
4. Pour tout neN*, Vr€]0;1[, on a 1 ST S 1
1 tn 1 (_t)n 1 n

Donc, par positivité de |'intégrale, f - dt < dtsf

o 1+t o 1+t o 1+¢

1 tn 1 (_t)rz 1 [n
Par linéarité de I'intégrale, —f dr < dts[ dt
o 1+t o 1+¢ o 1+t

Or les intégrales minorantes et majorantes tendent vers 0 quand n — +oo d' aprés la question précédente, donc, par application

1(—t)"
1+¢

du théoreme des gendarmes, f
0 n—+0o

(_1)k+1
déduit que la suite des sommes partielles Z —
k=1

tend vers In(2) et

+00 (_
et sa somme Z
n=1

1 n+1
) vaut In2.

Exercice 7 (Tres classique ;, Série harmomque alternée, autre démo)
Considérons Sp=) =C- 1)
k=1

|(1)

1. La série de terme généra est-elle absolument convergente ?

2. Montrer que les suites extraites (S2;)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes.

3. Que peut-on en déduire pour la série?

On veut maintenant trouver la valeur de la somme.

dt — 0. En faisant tendre n vers +oo dans |'égalité trouvée dans la question 2, on en

L. . , _1k+
donc la série harmonique alternée ¥ ;o ¢ ll)c

1
4. On pose, pour tout entier n=1, I, =f (1= ”2:1 dr
o (1+1)
a. En intégrant par parties, montrer que, pour tout entier n=1 Ip; ;= ﬁ

b. Calculer Iy et

c. En déduire que, pour toute entier n=1, S,=-In2+(-1)"I,

1
converge



d. Montrer que la suite (I;) converge et déterminer sa limite
e. En déduire la somme de la série de terme général &2

Remarque : on a utilisé dans les questions 2 et 3 une technique qui peut étre mobilisée pour montrer que si (a,) est une suite
décroissante et telle que lim a, =0, alors la série de terme général (—1)"a,, converge. A savoir reproduire!!
n—+oo

Exercice 8
Soit (uy) la suite définie par uy >0 et VReEN, Uy = uze Hn.

1. Montrer que VrneN, u, >0.

2. Montrer que la suite (u,) est monotone et donner son sens de variation.
3. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
4. On note v, =1In(u,) pour tout entier naturel n. Montrer que VneN, Z U = Vo — Untl-
k=
5. En déduire que la série Y u; diverge. 0
U i ire d’ I
n exercices tire annailes
Exercice 9 (d’apres EML 2002)
1. Etude préliminaire
+o00o
a. sp(x)=)_ Z x" est la somme des termes d'une série géométrique de raison x € [0,1[, donc sp(x) = 7—. De méme,
n=0 n=0
+00
s1(x) = nZl x" = Z nx"=x Z nx™ 1= U_Lx)z (somme des termes d'une série dérivée d'une série géométrique de raison
x€[0,1]).

b. Pour tout (n, k) tel que k<n,

n + n _ n! + n! _ (k+1).nl+(n—-k).n!
ka1l ” BRI T GEDI—k-D! T T G+DIn=k)!

(n+1).n! _ (n+1)! _ (” + 1)

= T D+ ) -+ D) — e+ D ((n+D—(k+ D) k+11|

c. Comme les séries considérées ici convergent,

+00
xSk(x)+XSk+1(X)=xZ(k)x +x Z (k+1)

n=k n=k+1

e Z )

+00 oo
k+1 n+1l n k+1 n+1 n+1
=X + X X =X + X
Z (k+1) Z (k+1

n=k+1 n=k+1
+00 n+1 +00 : .
= ( )x"”z > ( / )x] en posant j=n+1
me\k+1 e \k+1
= Sk+1(X)
d. D’apres 1c, pour tout k€N, pour tout x € [0,1[, (1—x)sg11(x) = x5;(x), donc sg11(x) = 725 5x(x). On montre alors par une

récurrence facile que

VkeN, Vxel[0,1[, sip(x)=

X
(l_x)k+l .

”

Rq : il faut cependant bien penser a mettre dans |I'hypothése de récurrence “Vx € [0,1].
On aurait aussi pu conclure en disant que, a x € [0,1[ fixé, la suite (si(x)) est géométrique de raison 25, ce qui conduit
immédiatement au résultat souhaité, mais |'énoncé demande une récurrence...

2. Etude d’une expérience aléatoire

a. La probabilité d'obtenir la boule noire a chaque tirage est 1/5, donc | N — %4(1/5).
Par suite, N(Q) =N* et, pour tout ke N*, N(k) = (1/5).(4/5)%1.
De plus, N admet une espérance et E(N) = 15 =5.



b. Soit keN et neN*.

Sachant N = n, on effectue n tirages avec remise dans I'urne et on compte le nombre de boules noires obtenues, sachant
que la probabilité d'obtenir une boule noire a chaque tirage est de 1/5.
Donc, sachant N=n, X — %(n,1/5).

Par suite, | P(X=k/N=n) = { (n)

0
15k a5k

sik>n
si0<k<n

. D’apres la formule des proba totales avec le systéme complet d'événements (N = n)en+, On a :

+00

P(X=0)=) P(N=n)P(X=0/N=n)= 2(1/5)(4/5)” 1( )(1/5) /5"

n=1 n=1
+00
=) (1/5@/5°*" ! = Z (1/5)(5/4)(4/5)*" =
n=1 n=1 n=1

. Soit ke N*.

D’apres la formule des proba totales avec le systéme complet d’événements (N = 1) yen+, On a :

PX=k) =

. Sous réserve de convergence,

Or, cette derniére série converge comme série dérivée d'une série géométrique de raison 4/9 €]

k=0

+00

n=1
1

T

I
Tﬁ
LN

Il
gERN P Rilng

I
=

n

Y P(N=n)P(X =

+00
P(N=n).0+ Y (1/5).(4/5)""
n=k

(Z)(1/4)"“(16/25)"

k/N =n)

+00
PIN=nPX=k/IN=n)+ Z P(N=nPX=k/N=n)

n=k

n=k

+00
(Z)(1/5)k+1(4/5)2n—k—1 _ Z (’;)(1/5)k+1(5/4)k+1(4/5)2n

n=k

S umasis =11 L

n k n-k
(k)(1/5) (4/5)

(/a*ae/25)k| _

k
= (1/4)k+1, 06125

-1
*(1-16/25)k+1 T 4 (9/25)(9/25)k

wll\)
[e2) (&3}
Ol

()"

ka(x k)= o+kzlkp(x k)= Zk (=

converge, et, comme elle est a termes positifs, elle converge absolument.
Par suite, X admet une espérance et

. Pour tout ke N,

EX)=) kPX=k= 81(1 4/9)2

P(X<k) = ZP(X n)=P(X = O)+ZP(X n)

n=0

4k
=§Z

3

+00

k=0

n=1

4k
B4y o4y 551-(5) _4
6 9 9 81 1-4/9 — 9

=1-

[(=][S)]

(3)".

ol

+00
= (1/4k! Z( )(16/25)” (1/4)**1 s.(16/25)

—1,1], donc la série de départ



