Couples de variables aléatoires - suite - Elements de
correction

Exercices d’application directe du cours

Exercice 1 (Loi de max)

Soit X et Y deux var indépendantes, suivant toutes deux la loi géométrique de paramétre p, ol p est un élément de ]0;1[.

X et Y prennent toutes leurs valeurs dans N*, donc S prend ses valeurs dans N* et on a :

Vk e N*, dire que la plus grande des deux valeurs X et Y est inférieure ou égale a k, c'est dire que les deux valeurs X et Y sont
simultanément inférieures ou égales a k.

D'ou pour tout k dans N* S<k=X<kn({Y <k).

Puisque X et Y sont indépendantes : PS<k)=P(X<k)P(Y <k).

Puisque X suit la loi géométrique de parametre p, pour tout k=1 :

P(X<k)= ZP(X— i)

_Z(l p)l 1

1—(1 )k
:p p

1-(1- E)
=1-(1-p)

en reconnaissant une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique

Puisque Y suit la méme loi que X, on a également P(Y <k)=1-(1-p)F
D’oil VkeN*, PS<k=(1-(0-pk)?

En substituant k—1 a k, et en remarquant que le résultat est toujours vrai si k—1=0 (car P(S<0)=0), on a donc :
donc P(S=k)=P(S<k)-P(S<k-1)=(1-(1-p) )= (1-0-p* )V =(A-pFl--p*)2-a-pr-a-p*T)

En conclusion, Pour tout keN*, P(S=k)=p(l-p*12-0-p*le-p)

Exercice 2 (Loi de min et de max)
Réponses brutes :

S(Q) = [%2,n] et S— 2 ([%2,n])
1Q) =[1L4] et S—([1;5])

Exercice 3 (Des calculs basiques a savoir faire)

. . X; -2 | -1 0 1 2 i
Soit X une var de loi : PX=x) [ 1/6 |1/ [ 1/6 |1/ | 1/6 et Y=X
1. Le couple (X,Y) a sa loi donnée par :
Y
x 0 1 4
-2 0 0 1/6
-1 0 1/4 0
0 1/6 0 0
1 0 1/4 0
2 0 0 1/6
. . . ) Vi 0 1 4
2. Par sommation par colonnes, on obtient la loi de Y : PY =) /6 (12 | 1/3

3. Les variables X et Y ne sont pas indépendantes. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer P(X = —2)P(Y =0) =1/36 alors que
P(X=-2,Y=0)=



4. Par le théoréme de transfert, on trouve E(XY) = Z Z ixkxP(X=i,Y=k)=-8x 1—1>< 1+0+1 X l+8>< 1 =0
i€X(Q) keY (Q) 6 4 4 6
Ainsi, Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=0 car un calcul simple donne E(X) =
Ainsi la covariance de X et Y est nulle, ainsi que le coefficient de corrélation linéaire, mais pourtant X et Y ne sont pas
indépendantes.

Exercice 4 (Covariance et coefficient de corrélation linéaire)
e Calcul de la covariance :

Cov(X,Y)=Cov(X,n+1-X)

=Cov(X,n+1)-Cov(X, X) par linéarité a droite de la covariance
=0-V(X) car n+1 est constante
n¢-1

=7 car X suit la loi uniforme sur [1,n]
e Concernant le coefficient de corrélation linéaire, la relation Y = n+1— X nous assure que X et Y sont linéairement corrélées, et
comme le coefficient directeur de la relation liant Y a X est négatif, il vient p(X,Y) = -

Exercice 5 (d’apres ESSEC)

Soient X et Y deux var définies sur un méme espace probabilisé (Q,«/,P), admettant un moment d’ordre 2.
Cov(X+Y,X-Y)=Cov(X,X)—Cov(X,Y)+Cov(Y,X)—Cov(Y,Y) par bilinéarité de la covariance
Cov(X+Y,X-Y)=V(X)-Cov(X,Y)+Cov(X,Y)-V(Y) par symétrie de la covariance
Cov(X+Y,X-Y)=V(X)-V()

Exercices d’entrainement

Exercice 6
On considére n boites numérotées de 1 a n. La boite numéro k contient k boules numérotées de 1 a k. On choisit au hasard une boite,
puis une boule dans cette boite. Soient X et Y les numéros de la boite et de la boule obtenues.

1. X(@ =Y (Q)=[1,n] et X suit la loi uniforme sur [1,n] d'ot P(X =i) =1 pour tout i compris entre 1 et n.
(X =1i) étant de probabilité non nulle, il vient :
P(X=DNn(Y =)))=Px=p(Y = j)P(X=0)=1-2 =L pour j<i
puisque l'urne i ne contenant que des boules numérotées de 1 a i, la probabilité de tirer chaque boule est de <
Pour j>i, P((X=i)n(Y =)=

2. L'événement (X =Y) est la réunion disjointe des événements (X =1)n(Y =1)), ... ,((X: nn Y =n).

On peut donc calculer P(X = Y) en additionnant les probabilités ci-dessus: P(X=Y) = Z P(X=kn(Y =k)= i A=1 i s

k=1 k=1 k=1

3. « La formule des probabilités totales, associée au systeme complet d'événements (X = i);c[y,, donne :

P(Y=j)= ZP X=)n(Y =j))= 3 L=1 i (puisque les j—1 premiers termes de la somme sont nuls. )

e La variabllelaleatowe Y admet unlsdpport fln_l donc elle possede une espérance, un moment d'ordre deux et une variance.

€N =3 por=p=3 b3 H =13 Y Iod S ay oS o ey 1

j=1 j=1 i=j i=1j=1 i=1 j=1 i=1 i=1

e Pour la variance, on commence par calculer le moment d'ordre 2 (méme méthode que plus haut pour l'interversion des deux

sommes, et on aura en plus besoin dans le calcul de se souvenir de la somme des premiers carrés Y.1_| k? = ZtU2nrlly

On trouve E(Y?) = i PPV = j) = = Antelontlt
j=1
7n*+6n-13
Puis en utilisant la formule de Koenig-Huygens, V(Y) = E(Y2) - (E(Y))? % (%3)2 =



4. La convergence de XY existe puisque c'est une variable aléatoires finie, et d'aprés le théoréme de transfert :

M=
1

E(XY)= kiP(X=k)n(Y =1)
k=1i=1
-y
k=1i=1"
1 k
=— Zi les autres termes de la somme étant nuls d'apreés la question 1.
ni=1i=1
1 i (k+1)
n =1 2
1 n n
=—Y K¥+) k
2nio i;
_ 1 [n(n+D2n+1) N nn+1)
 2n 6 2
_(m+Dn+2) (n+1)(n+3)
B 6 8
+1)(n+2 +3
D'ou Cov(X,Y) =E(XY)-EX)E(Y) = Lén) car X suit la loi uniforme sur [1,n] et E(Y) = nT d'apres I'ex 4
n®-1

Finalement, Cov(X,Y) =
24

Exercice 7
Exercice archi classique.
1. a. N(Q)=Net X(Q)=N.
* Mais si i > j, Piv=j)(X =) =0, car si (N = j) est réalisé, il y a j noyaux lumineux. Il y en a donc forcément au maximum
J qui explosent.
e Si j=1i, lorsque (N = j) est réalisé il y a j noyaux qui explosent indépendamment les uns des autres, chacun avec probabilité
p. Le nombre de noyaux qui explosent (conditionnellement a (I = j)) suit alors la loi binomiale %(n, p). Autrement dit,
Pv=pX=0)=()p'a-p)~".
b. On en déduit que la loi de (IV, X) est donnée par

P(N=j,X=i)=P((N=j)n(X=1) sij=i
=P(N = j)P(n=j)(X =) si j=i
ifi\ . .
=e‘Mf(].)p’(1—p)"l si j=i
Jh\i
=0 sinon, si j<i

Mais puisque pour j<i, binomji=0, la formule trouvée ci dessus fonctionne pour tout (i, j) € N2,

c. pour tout i €N, on applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d'événements ((Y = j))je,\I :
Sous réserve de convergence, et compte tenu de la question précédente,

+00
PX=i)=) P((N=j)nX=1i)
j=0
oo (i) . . (l) 1
:Ze_/lf ] p'-p)" or L= _—
=i jrli Jj! i -
—A i +oo j—i
1-p)J . . Lo
=2 .'p ( - p)' A en écrivant A/ = A"/
i G-t
~A i i +00 (1 _ p)i—ipi—i
=2 p ( p.) - en posant k=j—ietdonc j=k+i
i T (G-0!
-1 A i +oo 1-pA k
= (,f? ) ( ]5) ) et en reconnaissant une série exponentielle :
il =0 !

_ e (pA)! L0-pA
i!



e—PMPll)i
i!
Donc X suit la loi de Poisson de paraméte pA. Son espérance est pA et sa variance pA.

Pour finir, pour tout entier naturel i, P(X =i) =

2. Si on compte le nombre de noyaux qui n'explosent pas et non pas le nombre de noyaux qui explosent, on peut reproduire le
raisonnement précédent en échangeant p et 1—p. Donc Y suit la loi de Poisson de paramétre gA ou g=1-p.

3. Soient i et j deux entiers naturels. Compte-tenu des questions précédentes :

e PA(pA) e~ (gr)

PX=0DP(Y =)

i! J!
~ e AP=Aq it pigi
- ilj!
e MAitipigl
= car p+qg=1
ilj!

D’autre part, le calcul de la question 1b montre, comme X+ Y =N, que :
itj—i e AT _ e Atipiql
G ilj!
Finalement, pour tout (i, j) eN?, P((X =) n (Y = j))P(X=i)P(Y = j), ce qui signifie que X et Y sont indépendantes.
4. a. Comme Y=N-X, V(Y)=V(N)-2Cov(N,X)+V(X) d'apres |la formule de polarisation.
b. Ainsi, Cov(N, X) = 1(V(N) +V(X) - V(X)) = (A + pA— gA) = A puisque p+q =1
De méme, Cov(N,Y) =21

5. Si k noyaux ont explosé, nécessairement il y en a eu plus de k créés. De plus, pour i = k, on cherche Px—j) (N = i)

P(X=i,Y=j)=P(X=i,N-X=j)=P(X=iN=i+j)=("7)piq

1

P(X=k N=1i)
TPX=k
_PX=k,Y=i-k
B P(X=k)
_PX=kP(Y=i-k
B P(X=k)
=P(Y=i-k)

B e—q/l(q/l) i-k
ik

Px=iy(N=1)=

par indépendance de X et Y

Cela se traduit par le fait que, conditionnellement a (X = k), la variable N—k suit la loi de Poisson de paramétre gA (en effet, i étant

plus grand que k, on peut poser j =i—k, c'estadirei=j+ket Pixojy(N—k=j) =P x=ig(N=1) =Px=py(N=j+k) = .
J!

On en déduit que Ex=1)(N—k) = gA, et donc Eix=1y(N) =g +k

Exercice 8

V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) Or Cov(X,Y) <|Cov(X,Y)| < o(X)o(Y) donc
VIX+Y)<V(X)+V(Y)+20(X)o(Y)
Clest a dire V(X +Y) < (0(X)+0(Y))? puisque o (X)?>=V(X) et o(Y)2 =V(Y)

Puisque 0(X)+0(Y)=0 et o(X+Y) =0, on en déduit le résultat, par croissance de la racine carrée.

Exercice 9

C'est quasiment le méme exercice que I'ex 10, les résultats sont donc indiqués de maniére brute. Pour la rédaction, se référer a I'ex 15
1. X, —B(ni), EX)=2et V(X)) =
2. X1+Xo— B(n,3), V(X1 + Xp) = 22
3. Cov(X3, Xp) = —g.

2n
9

Exercice tiré d’annales

Exercice 10 (d’apres EDHEC 2011)

Un groupe de n clients se rend dans une boutique de cet opérateur et chacun achéte un forfait parmi plusieurs disponibles (le nombre
n'importe pas). On considére la var X; correspondant au nombre de clients parmi ces n clients ayant choisi le forfait 1, et la var X
correspondant au nombre de clients parmi ces n clients ayant choisi le forfait 2. On considére que la probabilité qu'un client choisisse
le forfait 1 est p; et la probabilité qu'un client choisisse le forfait 2 est p,.



1. X; et X, comptent le nombre de succés parmi n répétitions d'une expérience de Bernoulli indépendantes (respectivement choisir
le forfait 1 et choisir le forfait 2). Ainsi X; — %(n, p1) et Xo — B(n, p2).

2. X; + X, compte le nombre de succés parmi n répétitions de lois de Bernoulli indépendantes (le succes étant choisir le forfait 1
ou le forfait 2, de probabilité p; + p2)
Attention, il ne s'agit pas ici de la loi de stabilité par somme de deux var indépendantes suivantes des lois de binomiales de méme
parameétre p ! Veuillez a bien vous assurer d'avoir saisi la différence!

3. X; et X, admettant une variance, Cov(Xj, X») existe bien et d'aprés la formule de polarisation : V(Xj + X3) = V(X3) + V(X2) +
2COV(X1,X2)
d'ou  Cov(Xy,Xp) = 3(V(X1 + X2) - V(X)) - V(X2))
V(X1 + X2) = n(p1 + p2) (1 - (p1+ p2))
Or{ V(Xy)=np1(1-p1)
V(X2) =npa(1-p2)
En remplacant, aprés calculs, Cov(X1, X2) = —np1p2



