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CHAPITRE 8 - SUITES DE VARIABLES
ALEATOIRES

1 Généralités sur les v.a.r.d.

Définition : Vecteurs aléatoires
On appelle vecteur aléatoire tout n-uplet de variables aléatoires réelles sur un
méme espace probabilisable (£2,.4).
On dit que le vecteur aléatoire est discret si toutes ses composantes sont discrétes.

Définition : Loi conjointe

Soit X = (X3,...,X,) un vecteur aléatoire discret sur (£2,.4).
La loi conjointe de X est donnée par ’application :

{ X1 x--xX,(Q) — R
(T1,...,2n) = P(Xi=z1]Nn---N[X, =z,])
Définition : Lois marginales

Soit X = (X3,...,X,) un vecteur aléatoire discret sur (£2,.4).
Pour k € [1,n], la loi marginale de X}, est donnée par I’application :

Xp(Q) —- R
Proposition

Soient X un vecteur aléatoire et g : X7(Q) x .-+ x X,,(2) — R. On définit Z =
9(X1,...,X,) par :

Vo € Q, Z(w) = g(X1(@), . ., Xn(w)).
Z est une v.a.r.d.

Exemples : somme, minimum, maximum

2 Indépendance

Définition : Indépendance de n v.a.r.d.

Les variables X7, ..., X,, sont mutuellement indépendantes si :

=1

Remarque : 'indépendance mutuelle implique I'indépendance deux a deux.
La réciproque est fausse.

Définition : Indépendance d’une suite de v.a.r.d.

Une suite (X,,)neny de v.ar.d. est dite mutuellement indépendante lorsque pour
toute partie finie I de N, les variables (X;);c; sont mutuellement indépendantes.

Proposition : Lemme des coalitions

Soient (X1,...,X,) un vecteur aléatoire, f : X;(Q2) x --- x X,(Q2) — Ret g :
Xp+1(Q) x - x Xp(2) = R.

Si (Xi,...,X,) sont mutuellement indépendants, alors f(X1,...,X,) et
9(Xpt1, ..., X,) sont indépendantes.

Exemple : stabilité de la loi binomiale et de la loi de Poisson pour des sommes de n v.a.r.
mutuellement indépendantes.

3 [Espérance et variance

Proposition : Linéarité de ’espérance

Si X1, ..., X,, sont des v.a.r. admettant une espérance alors leur somme admet une
espérance et E(X; +---+ X,,) = E(X1) + - + E(X,,).

Proposition : Variance d’une somme

Si Xy, ..., X, sont des v.a.r. mutuellement indépendantes admettant une va-
riance alors leur somme admet une variance et :

V(X1+ o+ X)) = V(X)) + o+ V(Xy).
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4 Un peu de formalisme pour plus tard
4.1 Indépendance
Définition : Indépendance de 2 v.a.r.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles (pas nécessairement discrétes). X
et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout couple d’intervalles (I, J) :

P([X e I|N[Y €J)) =P(X € DP(Y € J)

Remarque : Cela implique en particulier que pour tout x,y € R :
P(X <a]N[Y <y)) = B(X <2)B(Y <)
Définition : Indépendance de n v.a.r.

Soient (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire (pas nécessairement discret). Les (X})
sont mutuellement indépendants si et seulement si pour tout n-uplet d’intervalles

(Il,...,ln)Z
]P’(ﬂXeIk> H (X € I).
k=1 k=1

Définition : Indépendance d’une suite de v.a.r.d.

Une suite (X, )nen de v.a.r.d. est dite mutuellement indépendante lorsque pour
toute partie finie I de N, les variables (X;);e; sont mutuellement indépendantes.

Proposition : Lemme des coalitions

Soient (Xi,...,X,) un vecteur aléatoire, f : X;(Q) x
Xpt1(92) x -+ x Xp(2) = R.

Si (Xi,...,X,) sont mutuellement indépendants et si f(Xi,...,X,) et
9(Xpt1,...,X,) sont des v.a.r., alors f(Xq,...,X,) et g(Xpt1,...,X,,) sont
indépendantes.

X X,(Q2) > Ret g

4.2 Espérance et variance

Proposition : Linéarité de ’espérance

Si Xq, ..., X, sont des v.a.r. admettant une espérance alors leur somme admet une
espérance et E(X; +---+ X,,) = E(X1) + -+ E(X,).

Proposition : Variance d’une somme

Si Xy, ..., X, sont des v.a.r. mutuellement indépendantes admettant une va-
riance alors leur somme admet une variance et :

V(X1 +: o+ Xn) = V(X)) + o+ V(Xy).

Proposition : Espérance d’un produit

Si X4, ..., X,, sont des v.a.r. mutuellement indépendantes admettant une es-
pérance alors leur produit admet une espérance et :
E(X; x--xX,)=FE(X1) x - x E(X,).



