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CHAPITRE 9 - VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

CHAPITRE 9 - VARIABLES ALEATOIRES A
DENSITE

1 Généralités sur les variables a densité
1.1 Définition
Définition : Variable aléatoire a densité

Soit X une v.a.r. sur (Q, A, P) et soit Fx sa fonction de répartition. On dit que X
est une variable aléatoire & densité si sa fonction de répartition est :
e continue sur R;

e de classe C! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.

Exemple :

R — R+
jan 0 siz<0
Y oz - g sixzel0,5]
1 siz>5

Définition : Densité d’une variable aléatoire a densité

Soit X une variable aléatoire a densité et soit F'x sa fonction de répartition. On
appelle densité de X toute fonction fx définie sur R telle que fx(z) = Fi(x)
pour tout = € R sauf éventuellement un nombre fini de points.

Exemple :

R — R+
) 0 siz<O0
P x  osizel0,5)
0 siz>5

Proposition

Soit X une variable aléatoire a densité. Soient Fx sa fonction de répartition et fx
une densité de X. Pour tout z € R, on a :

Fe@ = [ fxoa.

Remarque : En conséquence fjof fx(@t)dt =1.

1.2 Caractérisation et propriétés
Proposition : Caractérisation de la fonction de répartition

Toute fonction F définie sur R vérifiant :

e F est croissante sur R;

F' est continue sur R ;

F est de classe C! sur R privé éventuellement d’un nombre fini de points ;

lim, 100 F(x) =1;
o lim, , ., F(z)=0;

est la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité.

Exemple : F(z) = H% F est une fonction de répartition & densité.
Remarque : Il existe des variables qui ne sont ni discrétes ni a densité.

Proposition : Caractérisation de la densité

Soit f une fonction définie sur R. f est une densité d’une variable aléatoire a densité
si et seulement si :

e f est positive sur R,

e f continue sur R privé éventuellement d’un nombre fini de points,
o fvérifie [T f(t)dt = 1.

T2 .
Exemple : f définie par f(z) = ze~ 2 pour z > 0 et nulle ailleurs.
Remarque : On dira plus simplement que f est une densité.

Proposition : Régularité des fonctions de répartition

Si f est une densité. Alors F : z +— ffoo f(t)dt est C! en tout point ol f est
continue. En un tel point xg, on a F’'(x¢) = f(x0).

Proposition : Calculs de probabilité

Sia<b Pla<X<b)=Fx(b) - Fx(a)= /be(t)dt.

Exemple : P(a < Z < b) pour a < b avec la loi de ’exemple précédent.
Remarque : P(Z =a) = 0.
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2 Lois usuelles

Loi uniforme sur [0, 1].
e Notation : X < U([0,1]).

R — Ry
e Densité: fx:q {1 s%xe[o,l]
0 sinon
R — Ry
e Fonction de répartition : Fix : 0 stz<0
p B [ z siz€0,1]
1 siz>1
Loi uniforme sur [a,b]. (a < b)
e Notation : X < U([a, b]).
R — R+
s . 1 .
e Densité : fx : SN { e SITE [a, b]
0  sinon
R — R+
. . e ) 0 siz<0
e Fonction de répartition : Fx : N =0y ¢ [a,b]
1 sixz>b
Loi exponentielle de paramétre A. (A > 0)
e Notation : X — E(A).
R — Ry
- . Az g
e Densité : fx : NN {)\e s¥x20
0 sinon
R — R+
e Fonction de répartition : Fix : o 0 six <0
. l—e™ siz>0

e Propriété : absence de mémoire.

Vo,y € R, Pixsa)(X > +y) =P(X >y).

Cela caractérise la loi : toute v.a.r. & densité, a valeurs dans R sans mémoire suit

une loi exponentielle.
Loi normale centrée réduite.
e Notation : X < N(0,1).
, { R — Ry
e Densité : fx : 1 _a?

Tr 7%6 2

R — R+
t2 .
v o [P eTmdt

e Fonction de répartition : Fx : {
Var
e Propriété : Vo € R, Fx(—z) =1— Fx(z).
Loi normale (ou de Laplace-Gauss) de paramétres u et 0.

e Notation : X < N (i, 0?).

R — Ry
e Densité : fx : 1 —lamw?
T ore B
R — R+
e Fonction de répartition : Fx : - 1 _-w?
T e Vo

e Propriété : une somme de variables suivant des lois normales mutuellement indépen-

dantes suit encore une loi normale.

3 Fonctions d’une variable aléatoire

3.1 Transformations affines

Exemples :
o X — £(2). Déterminer une densité de Y = 2X + 3.
o X <> N(0,5). Loi de Y = —20X — 1.
Propriétés :
e Sia<b, X =>U(0,])) &Y =a+ (b—a)XX <= U([a,b]).
e Sia<b X —=Uab]) &Y =2 14([0,1)).
Sia#0,X < N(u,0?) < aX +b— N(au+b,a?0?).
X = N(p,0?) & X2 — N(0,1).

3.2 Transformations quelconques

Exemples :
e X — U([0,1]). Loi de X?27?
e X — £(1). Loi de In(X) ?
e Y < U([0,1[). Loide X = =1 In(1-Y)?
o X = U([1,n+1[). Loi de [ X]?

202 dt
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4 Moments des v.a.r. & densité

4.1 Espérance

Définition : Espérance d’une variable aléatoire réelle & densité

Soit X une variable aléatoire réelle a densité sur (2, 4, P). Soit fx une densité de
X. On dit que X admet une espérance si l'intégrale suivante :

/J:O zfx(z)dz

converge absolument. Dans ce cas, on appelle espérance de X et on note F(X) la
valeur de cette intégrale.

Exemples :
e Espérance de X — U([0, 1]).

0
° fy(y) = ¥

siy <0

) . Y admet une espérance.
ye~z siy>0

o f(z)= m Pas d’espérance pour cette loi.

Remarque : On dit que X est centrée si E(X) = 0.
Propriétés :
e Linéarité : E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).
e Croissance : si X <Y presque stirement alors E(X) < E(Y).

4.2 Théoréme de transfert
Théoréme : Théoréme de transfert

Soit X une variable aléatoire réelle & densité. Soit f, une densité de X. On suppose
que fx est nulle en dehors de Ja,b[ oit @ < b et a,b € R. Soit ¢ :]a,b[— R une
fonction continue sauf éventuellement en un nombre fini de points. E(p(X)) existe
si et seulement si I'intégrale :

+oo
/ )

—+oo

converge absolument. Dans ce cas, E(p(X)) est la valeur de lintégrale.

Exemple : Soit X une variable aléatoire réelle & densité. On donne une densité de X :

R — Ry

fx: Ae ™™ six >0
T .
0 sinon

ot A > 0. Déterminer pour quelle valeur de A, Y = ¥ admet une espérance. La calculer
le cas échéant.
Corollaire : E(aX +b) = aE(X) +b.

4.3 Moments d’ordre supérieur, variance
Définition : Moments d’ordre r

Soit X une variable aléatoire a densité sur (2, A, P) de densité fx et soit r € N*.
On dit que X admet un moment d’ordre r si X" admet une espérance.

D’aprés le théoréme de transfert, c’est le cas si et seulement si fj;o 2" fx(x)dz
converge absolument.

Exemple : Moments d’ordre 1 et 2 pour X — U([0,1]).
Définition : Variance

Soit X une v.a.r. de densité fx admettant une espérance. On dit que X admet une
variance si (X — E(X))? admet une espérance. D’aprés le théoréme de transfert,

c’est le cas si et seulement si fj—;o(x — E(X))?fx(z)dx converge absolument.
Dans ce cas, la variance de X est :

+oo
V(X) = / (z — B(X))*fx(z)de = E(X - B(X))?).

— 00

Exemples :
o X — U([0,1]). Calculer V(X).
o f(x)= m Pas de variance pour cette loi.

o f(x)= { % 21 i ; 1 . Pas de variance pour cette loi.
Remarques :

e 0(X)=+/V(X) est appelé 'écart-type de X.

e On dit que X est centrée réduite si £(X) =0et V(X) = 1.
Propriétés :

o V(aX +b) = a?V(X).

o XEX) ot centrée réduite.

o(X)
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4.4 Lois usuelles 5.3 Transformations affines

Loi Espérance Variance . Proposition : Loi de Y =aX + b avec a > 0

X < U(ab) | B(X) = | V(X) = O3
X =& E(X) =5 V(X) =5

X o Nwe?) | BX)=p | VIX) =0

Remarque : Si X < N(0,1), E(X) =0et V(X) = 1. Donc X est centrée réduite. Fy(y) = Fx <yb> et fy(y) = le <y — b> )
a a a

-
[N

Soient X une v.a.r. & densité et a,b € R avec a > 0. Y = aX + b est une v.a.r. a
densité et pour tout y € R :

[V

5 Ma’themathues approfondles Proposition : Loi de Y =aX + b avec a < 0
5.1 Loi usuelle supplémentaire Soient X une v.a.r. & densité et a,b € R avec a < 0. Y = aX + b est une v.a.r.

Loi v de paramétres v. (v > 0) densité et pour tout y € R :

e Notation : X — y(v). y—b 1 y—b
F =1—-Fx|>=—— ) et == .
P v =1-Fx (V) @ ) = 2 (152)
LA . . i <
e Densité : fx : N {01 L ijJ\O
Tyt © siz >0 Remarques :
e Fonction de répartition : Fy : R — R;— _ e On peut regrouper ces deux cas dans la formule fy (y) = ﬁfx (%)
r o= [T fx(t)dt

e Le cas a = 0 ne donne pas une v.a.r. a densité.

Propriété : y(1) et £(1) sont la méme loi.
Moments : E(X) =v et V(X) =v. Proposition

] Soit X <> E(A). Onpose Y =AX.Ona: X - EN) &Y < &(1).
5.2 Transformations de v.a.r.

Proposition . )
5.4 Sommes de v.a.r indépendantes

Soit X une variable aléatoire & densité. Soit g une fonction continue de X (Q2) dans

R. Alors g(X) est encore une variable aléatoire réelle. Proposition : Somme de deux lois

Soient X1 < v(v1) et X2 — y(v2) indépendantes. Alors :
Exemple : Si X est une variable aléatoire réelle, X2, eX et aX + b sont encore des

variables aléatoires réelles. X1+ Xo = y(v1 + 1v9).
Remarque : Cela ne dit pas que la variable est encore & densité. Ce sera & montrer a

h fois. " . :
chaque fols Proposition : Sommes de loi exponentielles

Soient X1, ..., X, < £(1) mutuellement indépendantes. Alors :

X1+ -+ X, = y(n).

Remarque : a savoir redémontrer.



