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1.2 Produit scalaire

CHAPITRE B1 - PRODUITS SCALAIRES, ESPACES | Définition : Produit scalaire

EUCLIDIENS Une application ¢ : E x E — R est un produit scalaire si :
1. ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur F;

2. Ve € E, p(x,z) >0 (on dit que @ est positive);

1 Produits scalaires 3. Ve eE, p(r,x) =0« x =0g (on dit que ¢ est définie).

1.1 Formes bilinéaires symétriques Un produit scalaire est donc une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Définition : Forme bilinéaire Remarque : Pour le caractére défini, le point important est 'implication = l'autre étant

e . .. assurée par le caractére bilinénaire.
Une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E est une application ¢ : £ x E — R p

vérifiant : | Méthode : Vérifier que ¢ est un produit scalaire
e pour tout y € E (fixé), Papplication ¢, : x — ¢(z,y) est linéaire,

e pour tout x € E (fixé), Papplication ¢, : y — o(z,y) est linéaire. 1L pratique, on vérifie 4 propriétes

1. ¢ est linéaire par rapport a sa seconde variable ;

Remarques : 2. @ est symétrique ;

e Quand ¢, est linéaire, on dit que ¢ est linéaire par rapport a la premiére variable 3. Pour tout x € E, ¢(z,r) > 0;

ou encore que ¢ est linéaire a gauche. 4. Si p(x,x) =0 alors x = Op.

e Ceci ne signifie pas que ¢ est linéaire de 'ev F' x E dans R. \ J

Exemples : produit scalaire sur R? et déterminant sur R2. Remarque : Lorsqu’on a un produit scalaire, on note souvent le produit entre z et y :
(z|y) ou encore (z|y) (plutdt que p(z,y)).

Définition : Forme bilinéaire symétrique Exemples : Produit scalaire usuel sur R", puis sur C°([0, 1], R).

Une forme bilinéaire ¢ : E x E — R est dite symétrique si : V(z,y) € E?, o(x,y) = Théoréme : Théoréme de Cauchy-Schwarz

oy, ). : . :

Soit ¢ un produit scalaire sur £. On a :
. L : . 2 4 . 2 e Py

Exemples : produit b’ca'mlalre uir R=. Le ('iete'rmlnant sur'R ’n.est pab,by'metrlc.lue. Y(z,y) € E2, |p(z,y)]? < o(z,2) x oy, ).
Remarque : Pour vérifier qu'une application ¢ est bilinéaire symétrique, il suffit de
vérifier que’elle est linéaire a droite (ou a gauche) et symétrique. De maniére équivalente, on a :

Exemple : Produit usuel sur C°([0, 1], R).

V(z,y) € E?, |o(z,y)| < Veolz,z)\/o(y,y).

De plus, l'inégalité est une égalité si et seulement si = et y sont colinéaires.

Proposition

Sip: E x E — R est une forme bilinéaire symétrique alors :

o Vrc E, o(x,0g) = ¢(0g,z) =0; Démonstration : a faire.
o V(z,y) € B2, p(zx+y,z+y) =9 z)+20(z,y) + o(y,7). Exemples : Formes typiques avec les produits scalaires précédents puis avec la covariance
(sur les variables d’espérance nulle).

Exemple : V(X +Y) = ...
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1.3 Norme associée a un produit scalaire
Définition : Norme associée & un produit scalaire

Si ¢ est un produit scalaire sur E, on appelle norme associée a ¢ l'application :
E — RT,

-0 { z o ol =/o@a).

En particulier, ||z||> = ¢(x,z). On appelle ||z|| la norme du vecteur = € E.

Remarque : Cauchy-Schwarz s’écrit alors V(z,y) € E?, |o(z,y)| < ||lz| x ||yl
Proposition

Si ¢ est un produit scalaire sur E et si || - || est la norme associée, alors :
e VAER, Vz € E, ||A\x| = |Al||z|| (homogénité) ;
e Vz e E, |z| =0< z =0g (caractére défini);
o V(z,y) € E%, |lz+yl < |z + ||yl (inégalité triangulaire).

Définition : Vecteur unitaire

Un vecteur x est dit unitaire si ||z| = 1.

X

Il est unitaire.

Remarque : Si ¢ # Og alors

2 Orthogonalité

E est muni d’un produit scalaire noté (-|-). On note | - || la norme associée.

2.1 Définition

Définition : Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs = et y de E sont dits orthogonaux si (z|y) = 0.

Exemples : faire quelques exemples dans R3.
Remarque : le seul vecteur orthogonal a tout vecteur est le vecteur nul. C’est méme le

seul vecteur orthogonal & lui-méme.

Définition : Sous-espaces orthogonaux

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F. On dit que F' et G sont orthogo-
naux si :

Ve e F, Vy € G, (z|ly) = 0.
De maniére équivalente, ceci signifie que tout vecteur de F' est orthogonal & tout
vecteur de G.

Exemple : F = {(z,y,2) € R® |z +y=0} et G = {(x,y,2) ER® | z =y et 2 =0}.
Remarque : z et y sont orthogonaux ssi Vect(x) et Vect(y) sont orthogonaux.

Proposition

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E orthogonaux. On a FNG = {0g}.
En conséquence, F' et GG sont en somme directe.

Remarque : Attention! Si F' et G sont orthogonaux, ils sont en somme directe mais
pas nécessairement supplémentaire.

Définition : Famille orthogonale et orthonormée

Une famille (x1,...,2,) de vecteurs de E est dite orthogonale si pour tout (i, )
avec i # j, =; et x; sont orthogonaux.

On dit que la famille est orthonormée si elle est orthogonale et qu’elle est formée
de vecteurs unitaires. Cela est équivalent a :

o 1 sii=yj
V(i,4) € [1,7]%, {wilz;) :{ 0 siz‘aéi'

Remarque : Si (z1,...,%,) est une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls, la

famille (“”—17 R
M1l Manll

) est orthonormeée.

Proposition

Une famille orthogonale (z1,...,z,) ne contenant pas le vecteur nul est libre.

Remarque : Cela traduit 'idée intuitive que deux vecteurs orthogonaux sont dans des
directions différentes.
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2.2 Théoréme de Pythagore
Proposition

Soient = et y deux vecteurs de E. x et y sont orthogonaux si et seulement si
= +ylI* = [zl + llyll>.

Remarque : L’énoncé donné contient le théoréme de Pythagore et sa réciproque.
Corollaire

Soit (1, ...,2,) une famille orthogonale de vecteurs de E. Alors :

n 2 n
D ail =2 Ml
g=il =il

2.3 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (HP ?)

Proposition
Soit (e1, - . -, e,) une famille libre de vecteurs de E. On définit la famille (x4, ..., x,)
en posant :
¢ o = iy
P o = k—1
o Vk € [2,n], z = Ty Ol Tk = e — P e CRE
Alors :

1. la famille (z1,...,x,) est orthonormée;

2. Yk € [1,n], Vect(ey,...,e,) = Vect(z1,...,zy).

Remarques :

e Si(eq,...,e,) est déja orthonormée alors x; = e;. Plus généralement, si (eq,...,e,)
est orthogonale, alors z; = ”Z—1H
e Si(e1,...,en) est une base de E alors la famille (x1,...,x,) est une base de E et

c’est donc une base orthonormeée.

Exemple : Construction d’une base orthonormée de Ry[X] muni du produit fol P(z)Q(z)dx.

3 Espaces euclidiens

3.1 Définition
Définition : Espace euclidien
On appelle espace euclidien tout espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire.

Exemples : R" muni du produit scalaire usuel, R,,[X] muni du produit fol P(x)Q(x)dx.
Définition

Une famille (eq,...,e,) est une base orthornormée d’un espace euclidien si c’est
une base et une famille orthornormée simultanément.

Remarque : Une famille orthonormée de cardinal dim E est automatiquement une base
orthonormée puisqu’elle est libre et de cardinal dim F.

Proposition

Si E est un espace euclidien, alors il existe une base orthornormée de F.

3.2 Calculs dans une base orthonormée
B = (e1,...,e,) dénote une base orthonormée de E.

Proposition : Coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée

Pour tout vecteur z € E,ona: x =Y . (z|e;)e;.
(zle1)
Autrement dit, les coordonnées de = dans la base B sont :
(z|en)
Exemple : avec la base canonique dans R™.

Proposition : Norme d’un vecteur dans une base orthonormée

Pour tout vecteur x € E, on a : ||z[|? = Y1 (z]e;)%

Exemple : illustration sur R? puis R"”.
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Proposition : Produit scalaire canonique sur M, ;(R) Proposition
L’application ¢ : (X,Y) — ‘XY est un produit scalaire sur M, 1(R). On lappelle Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On a :
produit scalaire canonique de M, 1 (R). 1. F* est un sous-espace vectoriel de E ;

2. si G est un sous-espace vectoriel de E orthogonal & F' alors G ¢ F*.
Proposition : Expression matricielle du produit scalaire

. ) ) Remarque : F'* est le plus grand sous-vectoriel orthogonal a F.
Soient x,y € E et X et Y les matrices colonnes des coordonnées de x et y dans B.

Alors : =tXY et 2=1tXX.
ors : (z]y) et Jlz| 4.2 Propriétés de 'orthogonal

Remarque : Ainsi, dés lors que 'on travaille en base orthonormeée, le produit scalaire a Proposition
la méme forme que le produit scalaire canonique sur R™.

- - Soit F' un sev de E et soit (eq,...,ep,) une base de F'. Pour tout z € E, on a :
Définition : Matrice orthogonale
re Ft o Vie[l,p], (zle)=0.
Une matrice M € M, (R) est dite orthogonale si ‘MM = I,, c’est-a-dire si M est

inversible et que son inverse est égale & sa transposée. Exemple : Orthogonal de F' = {(z,y,2) € R3 |z —y+ 2z =0}

4 3 L
) ) . ) 2 3 emme
Exemples : Matrices scalaires, cas des matrices diagonales, A = ( 5, i)
"5 5

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit B = (eq,...,e,) une base de F. Il est

Remarque : Si A est une matrice orthogonale alors A~! est encore orthogonale.
d 8 8 possible de compléter B en une base orthonormée de F.

Proposition
. . Proposition
Soit B’ = (f1,..., fn) une base de E. B’ est orthonormée ssi Pg p/ est orthogonale.
Soit E un espace euclidien et F' un sev de E. Alors :
Remarque : les matrices orthogonales représentent les isométries. 1. dim F+ = dim E — dim F';

: i ’ i h 1 ¢s facile & calculer. . . .
Remarque : inverse d’une matrice orthogonale est trés facile a calculer 2. F et F* sont supplémentaires dans E. On dit que F'* est le supplémentaire

orthogonal de F';
4 Supplémentaire orthogonal 3. (FLyL = F;

4. la concaténation d’une base orthonormée de F' et d’'une base orthonormeée de
F~ est une base orthonormée de E.

4.1 Définition

Définition : Orthogonal d’un sous-espace

Soit I un sous-espace vectoriel de E. Onnote : F+ = {x € E |Vy € F, (z|y) = 0}.
Ainsi, F- est 'ensemble des vecteurs de E orthogonaux & tous les vecteurs de F.



