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1 Intégration sur un segment

Exercice 6 - Changement de variablexx*

-

Calculer les intégrales suivantes a I'aide d’une primitive :

Il = ff(m —1)(x —2)dx I, = f01(5 —2z)%dx

Exercice 1

= [ 3[ — dada I = *21 de
fo /78+t Is = fe tln( )dt

I7 e ln(t) dt Iy = f—ll e~ 2a+lq, Iy = fO mdx

[ Exercice 2 - Intégration par parties % ]

Calculer
fl —3-dz, J= f12xln(w)dx
K = f_l 22 — 2z + 4)e %dw

[ Exercice 3 - Changement de variables % ]

Calculer grace au changement de variable indiqué, les in-
tégrales suivantes (proposer aussi une primitive "a vue"
si vous en trouvez une) :

1. f15 V2r —1dz avec u=+2x — 1

2. f41fff avec u =1+ +/z
3. Iy

(1+1 o) avec u = 1 + In(z)

- |
- |

En utilisant des intégrations par parties, calculer les in-
tégrales suivantes :

1
A:/
1
2

1
C= / 2 Mn(z)"dz, (A >0etn€N).
0

[ Exercice 4

1
Montrer que : I 1522 fl

H—t2

[ Exercice 5 - IPP

1 d 3
m, B:/ (322 —4z41) In(2®—z*)dz,
2

En utilisant les changements de variables indiqués, cal-
culer les intégrales suivantes :

2

A = / T dz, (t=+va+1)
0 T+ 1
2 dx . N

B = /IWOUnGN, (t—]./x)
In(5) e®dx

C = / , t == ex - 1
In(2) (3+e?)Ver — 1 ( )

V2 241 1

D :/ — =z, (tzaz)
1 vt —a22+1 T
1(. .3

E = /1($x)dx (t=1/x)
3

B ¢ In(x) . B
F = /11+x2dxoua>0, (t=1/z),
1

G :/ +\/?dx, (t:xl/ﬁ)

0 1+x3

2 Intégrales impropres

Exercice 7 *

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

1. f;""—

4. [F e tdt

2. [ AAdt 5. J tl2(t)
3. f eztdt 6. f 0o t2+1

Exercice 8 *k

Prouver la convergence, et le cas échéant calculer la va-
leur de chacune des intégrales suivantes :

LS wlfdx 5. [T mBqr (utili-
+o0 ser une IPP)

2. Jo (2x+3) zdz

3. 0+°° te~tdt 6. f+00 3oy

4. f0+°ox2e’2“dx (utlhser une IPP)
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N ] 2. (a) Calculer .

Exercice 9 _
(b) Grace a une IPP, donner une relation entre

Prouver la convergence des intégrales suivantes et calcu- Iny1 et I,
ler leur valeur : (c) En déduire : Vn € N, I), = 2n+1
+oo 2 +oo
_ —T —e
A= / te”dt, B= / © da, Exercice 15 ok
= /+oo dt _ On note I,, = 0+°O (1+t4)” pour n € N*,
1. Etudier la convergence de I'intégrale I,, pour tout
n € N*.
Exercice 10 ok ] 2. Justifier que la suite (I,,),en+ converge.

. . 3. Montrer que : Vn € N*, I, — I,11 = =1,.
Déterminer la nature et le cas échéant la valeur des in- 1 " ntl T g

tégrales suivantes : 4. En déduire une expression de I, en fonction de n

et Il.
0 ¢n(#2 too
A = / ﬁ 9 B — / 7t2dt.
— — 3 Changements de variables
Exercice 11 ** ] Exercice 16 *k

1. Montrer que pour tout polynéme P € R[X], I'in- Soit o un réel positif.

tegrale : 1. Déterminer deux constantes A et u telles que pour

+o0 5
P(t)%e V' dt tout t > 0 :
° 1 A
est convergente. Montrer alors qu’elle est positive. =+ r
tt+a) t t+a

2. A quelle condition sur P a-t-on :

+00 ) 2. A I'aide du changement de variable 2 = ef, prouver
Pt)*e"dt =07 la convergence de :
0
o e +a
Exercice 12 Hok ]
et calculer sa valeur.
1. Montrer que Vt > 1, t(t+1) = % — %H
2. En déduire f+oo dt =y [ Exercice 17 ok

convergence de l'intégrale et, le cas échéant, en calculer

A Tl'aide du changement de variable indiqué, étudier la
Exercice 13 *k ]

la valeur : oo
Soit a un réel strictement positif et n € N. Montrer la / o—Vidt (u = \/Z)
convergence et calculer la valeur de : 0

o0 .
/ the— ¢, 4 Exercices de concours
0
Exercice 18 - Ecricome 1993 ok

[ Exercice 14 Hox ]

Justifier 'existence et calculer la valeur de :
On désigne par n un entier naturel. +oo |y ¢

Int)™ / —=dt.
1. (a) Justifier que l'on a ( t3) =o0(3) L 132
(b) En déduire la convergence de I,, = 1+°° (h;;)n dt
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Exercice 19 - QSP ESCP 2016 % x x %

Soit f une fonction continue sur [1, 400 telle que f1+°° f

converge. Montrer que :

[T 10

converge également.

Indice : Pour tout j € [0,p], on pourra multiplier
la relation admise par (t + j) et choisir une
valeur particuliere de t.

5. Calculer Y _7_ oy et en déduire une expression de
I, sans intégrale sous forme d’une somme.

5 Maths approfondies

5.1 Sur un segment

Exercice 20 - Oral ESCP 2013 %% % %% ]

1. Montrer que pour tout x > 0, 'intégrale :

+oo t
/ SIS
0 1 + a:et

converge. On note alors f I’application définie sur

+
R* par f(z) = [;" 1+xetdt

2. Montrer que f est strictement décroissante sur R .

3. (a) Déterminer lim,_, o f(z) puis un équivalent
de f(x) au voisinage de +oc.
(b) Déterminer lim, o f(x).
4. (a) En utilisant le changement de variable u =
xe! que 'on justifiera, montrer que :

T Iny

f(z) = ln(m)(ln(z)—ln(l—i—a:))—i-/

(b) En déduire que f est dériable sur R% et calcu-
ler f/(x). Retrouver ainsi le sens de variation
de f.

Exercice 21 - Oral ESCP 2018 % x%% ]

Pour tout entier p > 1, on définit la fonction f, : [1, +o0]
par :

1
(t+1)(t+2)---

1. Montrer que l'intégrale fl

fp(t): (t—l—p)'

»(t)dt. converge.

Pour tout p € N*, on pose alors :

—+00

I, = fp(t)dt

1

2. Pour tout ¢t € [1,+o00], étudier la convergence de
la suite (fp(t))p>1-
3. Déterminer la limite éventuelle de la suite (I,)p>1.

4. Pour p fixé, on admet I'existence de nombres réels
ag, . .., qp tels que :

vVt e R\ [—p, 0], fp(t) =

Exercice 22 - Un changement classiquex

. u(ltw)

1. Montrer que pour tout ¢t € R\ {7 + 2km, k € Z},
on a :

1—tan(
1+tan(

En posant le change-

2. Soit x 6]0,§[et 0 E]O,%
( déterminer :

ment de variable © = tan

S|
[
o cos(t)

1 1
B = dt.
/0 1 + cos(#) cos(t)

Exercice 23 - IPP Sk

En utilisant des intégrations par parties, calculer les in-
tégrales suivantes :

1 e
A= / 2% arctan(z)dz, B = / cos(In(x))dz,
0 1

T dx
C_/O cos*(x)

F = / ch(t)sin(2t)dt, G = / (2%42242) cos(2z)dz,
0 0

T 1
I= / arctan(t)dt, J = / (x + 1) arctan(x)dz.
0 0

Exercice 24 - Sommes de Riemann  *x

Déterminer les limites suivantes :

' 1n—l 1
A:nkffm];)w’ :nETMZCOS< 5

= lim

n—r+o0 Z Y n2 + 2kn’
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Exercice 25 - Changement de variable Exercice 30 ok
* % K

Déterminer la nature et le cas échéant la valeur des in-
En utilisant les changements de variables indiqués, cal- tégrales suivantes grace au changement de variable indi-

culer les intégrales suivantes : qué.
1
™ cos? (%) A /+°° arctan (1)
— — ; = ———2dt, (u=1/t)
A /7r prarapy )dx (t = x +sin(x)) . 2
T sin(x) + cos(x) B T _Int dt, ( 1/t)
= _— xr =
B = / —————dx, (t=sin(z) — cos(z)) o 14277
o 2—sin(2z) roo g
L . ¢ = / 796_ (t=e")
C = / cos'(z)dz, (t=sin(x)) g €'4e@
0
%
— 7 —
D = /0 tan’(z)dz. (¢ = tan(z)) Exercice 31 - Intégrale de Fesnel %% *%
5.2 Intégrales généralisées A l'aide du changement de variable u = ¢, puis d’une in-
tégration par parties, montrer que f0+oo sin(tz)dt converge.
[ Exercice 26 *
5.3 Fonction [' et intégrales & paramétre
Prouver la convergence des intégrales suivantes et calcu-
ler leurs valeurs : Exercice 32 Sk
1 +o00
A= / In(t)dt, B= / e 2 costdt, On pose :
0 0
REA\ {1} — R
] I z = f ln(t)
Exercice 27 **
1. Justifier que f est bien définie.
Justifier 'existence de : 2. Montrer que f est dérivable sur |0, 1] et |1, 4+o00[ et
too 1 déterminer f’. En déduire les variations de f.
/ 1n<1+2>d$ 3. P R’ \ {1}, caleuler [*° 9L En ded
0 z . Pour z € R} \ {1}, calculer [” tl(t) n déduire

que f(x) est compris entre x1n(2) et z2In(2). En

et calculer sa valeur par une intégration par partie. déduire les limites de f en 0, en 1 et en 0o

[ Exercice 28 * * K ]

Exercice 33 - I' aux demi-entiers * % %

Déterminer la nature des intégrales suivantes : .
& v On rappelle que l'intégrale de Gauss vaut :

1—:13 oo dt +00 o
A= / dz, B=/ ——, “Sdt= . |T
Inz 0 V1tet /0 e th—\/;.

C = / 0 ulnu _UBY 44, D= / e dt ‘ 1. En réalisant le changement de variable u = % dans
(14 u2)3/2 1+ 2t)Vt I'intégrale de Gauss, déterminer la valeur de I' (%)

2. En déduire que pour tout entier naturel n, on a :

i l
[ Exercice 29 * % Kk ] r (n+ 1) _ (2n).\/77r'

2 4nn)

Montrer que f0+°° In(t)e~tdt converge et est négative.

Exercice 34 * * K

Pour x € R, on note, sous réserve de convergence :

2

“+o0o e—tx
F = —dt.
(z) l 1+
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1. Montrer que, pour tout z € R, I'intégrale définis- 5.4 Exercices de concours
sant F'(x) converge. Ainsi F' est une fonction défi-
nie sur R. Exercice 37 - Ecricome 1994 *x

2. Montrer que F' est paire.

Pour k¥ € N, a 'aide du changement de variable z =

3. Etudier les variations de F' sur R, et calculer sa
—(k + 1) Int, montrer que :

limite en +o0. En déduire le tableau de variations
de F' (on ne demande pas la valeur de F'(0)).

1

4. (a) Montrer que pour tout (a,b) € (R4)? on a : /0 t*(Int)"dt
—a -b

— <la—1l.

e e < Ja—b] converge et donner sa valeur.

(b) En déduire que pour tout (z,y) € R?, on a :
|F(a) = F(y)] < [a? —3?].

[ Exercice 38 - Oral ESCP 2018 *%x %%

(c) En déduire que F est continue sur R. 1. Montrer que pour tout z € R, les intégrales :
/ ee t2 e t2
. cos(zt)e " dt et / sin(zt)e™ " dt

[ Exercice 35 * * Kok ] 0 0
Soit a > 0. On pose, sous réserve de convergence : convergent.

+00 +00 On pose alors pour tout x réel :

cost cos(t) — cos(at p p
I:/ Tdt et J:/ ()t ( )dt.
1 0

+oo
- —t?
1. Montrer que les intégrales I et J convergent. Cle) = /0 cos(zt)e™ dt

2. Montrer que pour tout € > 0, on a : of -

+00
/+°° cos(t) — cos(at) g — /o‘6 cos tdt. S(x) = / sin(:pt)e_tht.
e t e t 0
3. En déduire que J = In(a). 2. (a) Mon'trer que les deux fonctions C' et S sont
continues sur R.
(b) Montrer que pour tous réels u et h on a :
Exercice 36 - ((2) * K Aok
h2
. |sin(u + h) — sin(u) — hcos(u)| < —.
On admet dans cet exercice que : 2
i (c) En déduire que S est dérivable sur R et cal-
Z 26 culer pour tout réel z, S’(x).
k=1
) ) o . . 3. Déterminer pour tout réel x, une relation entre
Soit f la fonction définie sur R} par f(z) = z%5. Pour S'(x) et S(z).

tout n € N, on pose sous réserve de convergence : ) ) 1
4. (a) Soit f une fonction de classe C* sur R. Cal-

I, = /+oo F(z)e " dx. culer la dérivée de :
’ D, - R
1. Montrer que pour tout n > 0, I, est convergente g: 22
etque:OSInS%. r — et f(z)
2. M(r)lntrer qzle pour tout n > 1, ona f(z) = f(z)e™ + En déduire les solutions de I’équation diffé-
Dk we rentielle 2f(z) + 2 f(x) = 0.
3. En déduire que : (b) On suppose qu’on peut écrire pour tout z réel
12
oo fz)da = 12 S(z) = A(x)e” T avec A de classe C! sur R.
0 6 Etablir la relation :
4. A Taide du changement de variable 2 = —In(t), e_% T
prouver la convergence de : vz e R, S(x) = / et dt.
0
Ulnt
o 1— tdt 5. Déterminer un équivalent de S(x) au voisinage de
+o0.

et calculer sa valeur.



