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CORRECTION DM2 - SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

[ Exercice 1 - ECRICOME ECE 2021 (Exercice 3)

Partie 1

1.

3.

Avec les notations de 1’énoncé, on a :

[X=2]=PNP)

puisque X = 2 signifie que les deux derniers lancers (numeéro 1 et 2) ont donné pile.

De méme, on a :

‘[X:?)]:Flﬂpgﬂpg‘ et “X:4]:(FlﬂFgﬂpgﬂpzl)U(PlﬂFQﬂPgﬂPz;).‘

Pour X = 3, on ne peut avoir pile au premier lancer, puisque comme on a P, ¢a donnerait X = 2.
Pour X = 4, le lancer 2 ne peut pas étre pile pour la méme raison.
On a ainsi par indépendance des lancers :

az = P(X=2)=PP)P(R)=|7,

a3 = P(X =3)=P(F)P(P)P(P;) = é,

1 1
ag = P(X=4)=PFiNFkHNPNP)+PPLNF,NPsNPy) = (2> ( > =5
([X = —1]) U ([X = k])>2 est un systéme complet d’événements. Donc Q = [X = —1] U |J{5[X = k| puis :
+o0 +o0o
Up,=U,NQ=U,N <[X:1]U U[sz‘]) =U,N[X=-1)U U (U, N[X =kl]).
k=2 k=2
Pour k = —1, les événements U, (obtenir 2 piles consécutifs dans les n premiers lancers) et [X = —1]

(ne jamais obtenir 2 piles conséuctifs) sont incompatibles. Pour k > n, les événements U, (obtenir 2 piles
consécutifs dans les n premiers lancers) et [X = k] (obtenir 2 piles consécutifs pour la premiére fois au ke
n

lancer) sont incompatibles. Donc U,, = U (UpN[X =k]). Puis pour 2< k >n,ona[X =k] CU,. Dou:

k=2
n
U= JIX =#
k=2
Comme ([X = —1]) U ([X = k])r>2 est un systéme complet d’événements, les événements sont incompatibles

deux & deux et donc en passant aux probabilités, on obtient :

+oo
n=;HX=-

=Un =2 =ay

(a)
1 |def simulXQ):

tirs = 0
pile = 0
while pile < 2
5 if rd.random() < 1/2:
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pile = pile + 1
else:
pile = 0
tirs = tirs + 1
10 return tirs

1 |def moyenne(n):
tot = 0
for i in range(n):
tot = tot + simulX(Q
5 return tot/n

(c) La moyenne, pour des grands n, semble converger vers une valeur qui semble étre 6. Cela suggére que
I'espérance de X existe et vaut 6.
On verra dans un chapitre ultérieur comment justifier plus précisément cette observation dans le chapitre
estimation.

Partie 11

n
4. (a) B, est obtenir deux piles consécutifs le n®™¢ lancer. Donc U,, = U By,. C’est une traduction directe de

k=2
« obtenir deux piles consécutifs sur 'un des n premiers lancers ».

Donc :
n+1 n
Uni1=|J Br = (U Bk> UBpi1 = U UBpi1.
k=2 k=2
Puis par la formule du crible :

| P(Unsi1) = P(Uy U Byy1) = P(Uy) + P(Bui1) — P(Un N Buj)- |

(b) Procédons par double inclusion.
e Sens U, N Bpt1 D (Up—2NFry1NP,NPyy1)U(Pr—1 NPy Pryy).
OnalU,oNF, 1 NP,NPuy1 CU—2 CU, CU,N Bpt1.
Etona P,_1NP,NP,11=PFP,-1NBpy1 C Bry1 CU,N By
Donc la premiére inclusion est vérifiée.
e Sens U, N Byt1 C (Up—2NFr1NP,NPry1)U(Pr—1 NPy N Pog).
Comme (F,,_1, P,—1) est un systéme complet d’événements, on a :

U,=U,N (Fn—l U Pn—l) = (Un N Fn—l) U (Un N Pn—l)-

Ainsi :
U,.NBpy1 = (Un NE,—1N Bn+1) U (Un NP,_1N Bn+1).

OnalU,NP,_1NBpt1 C Po—1 N P,N P,11. Donc le deuxiéme membre est bien inclus.
Pour le premier membre, on a :

n
Un=|J Br=Un2UBn1UB,.
k=2

Donc :
UpNFy—1NBpt1 = (Up—2UB,_1UB, )NE,_1NBpt1 = (Up—2NF,_1NByy1)U((Bp—1UBR)NF,—1NBpi1).
Comme B,,_1 U B,, et F,,_1 sont incompatibles, cela se simplifie en :

UNFo_1NBpy1 =Up_2NFy_1N Byt

On obtient donc le premier membre recherché et donc l'inclusion est & nouveau vérifiée.
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Remarque : je pense qu'une justification « avec une phrase » pourrait fonctionner pour peu qu’elle
soit précise. Mais comme j’avais déja entiérement défini U, & la question précédente, je vous propose
quelque chose de plus rigoureux.

Ainsi, on a pour tout n >4 :

Un+1 = P(Un+1) = P(Un UBnJrl) = P(Un) + P(Bn+1) - P(Un ﬁBnJrl)-

OHaP(Bn+1) :P(anpn+1) =
On a également :

_ 1 S P
X 5 = 7 par indépendance.

I
272

P(UnﬂBn_H) = P((Un_QﬂFn_1ﬁPnﬁPn_H)U(Pn_lﬂPnﬂPn_H)) = P(Un_gﬂFn_lﬂPnﬂPnJ,_l)-i-P((Pn_lﬂpnﬂf

par incompatibilité des événements (car F,_1 et P,,_j sont incompatibles). Puis par indépendance :

1 1 1 1
PU,NBpt1) = PUp—2) X = X = X = —|—5 X

= Lot 1)
272773 —gln2 T

N | —

X

N |

Effectivement, U,_o = UZ;; By, ne dépend que de P, pour £k < n — 2 et donc est indépendant de
Fo 1N P,NPpy.
Donc :

1 1 1
Up41 = Up + Z - é(u”_2 + 1) = Up + g(l — un_g).

5 Onaupty = un—i—%(l—un,g) avec %(1—un,2) > 0 puisuge u,_2 est une probabilité. ‘ Donc (uy,) est croissante.

En tant que probabilité, (u,) est majorée par 1. D’aprés le théoréme de la limite monotone, elle converge
donc vers £ € R.

Par passage a la limite dans u,+1 = up + %(1 — Up—2), on obtient £ = £ + é(l — /) et donc £ = 1.

Donc | u, — 1.

n—-+o0o

6. La suite (U,) est une suite d’événements croissants. D’aprés le théoréme de la limite monotone (en probabi-
lités), on a :

Puis [X = —1] = !X U, donc : | P(X = 1) =1 - P(U/>5 U,) = 0.

+0oo
P(|JUn) = lim PU,) =1.
n=2

n—-+4o0o

Partie III - Etude de I’espérance de X
7. Soit n > 4. On a :

1

Up — Un41 = (1 - un) - (1 - un-l—l) = Up+1 — Up = g(l - un—2) = gvn—?

8. On a vu en question 2 que :

n+1 n
Un+1 = Zak :Zak+an+1 :un—l—P(X :n—l—l).
k=2 k=2

Donc :

‘P(X:n+1):unﬂfun:(lfvnﬂ)f(lfvn):vnfvnﬂ.‘

9. Procédons par récurrence.

e Initialisation : Pour n =2, on a :
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et :

6—81)2.:,_2—21)2 = 6—81)4—21)2:6—8(1—U4)—2(1—UQ)

= 6-4—2 ==,
2

Donc ’ So = 6 — 8vaio — 2u9. ‘

e Hérédité : Soit n > 2. On suppose que S, = 6 — 8vp42 — NU,.

On a alors :

n+1 n
Sup1 = P kP(X=k) =) kP(X =k)+ (n+1)P(X =n+1)
k=2 k=2

= Sp+(n+1)P(X=n+1)=(6—8vpt2 —nvy) + (n+1)(vy — vpt1)
= 6—8vpta+ vy — (TL + 1)vn+1.

On utilise alors : )

Un+2 — Un43 = gvn-

Ainsi :

‘Sn+1 =6— 8Un+2 + 8(Un+2 — ’Un+3) - (TL + 1)’Un+1 =6— 8’Un+3 — (’I’L + 1)Un+1- ‘

Donc, par principe de récurrence, on a bien pour tout n > 2 : ‘Sn =06 — 8upt2 — NUY. ‘

10. Comme v, > 0, on déduit de la relation précédente que Donc (Sy,) est majorée.

De plus ’ (Sy) est croissante | puisque pour tout n > 2 :

Sp41—Sn=Mm+1)P(X=n+1)>0.

11. Comme (.S;,) est croissante et majorée, ‘ (Sn) converge‘ (théoréme de la convergence monotone).

Donc la série %5 kP(X = k) converge. Si on ajoute le terme —1 x P(X = —1) = —1 x 0 = 0, on en déduit
que ‘ X admet une espérance. ‘

12. (a)

On a pour tout n > 2 :
nv, =6 — 8uyyo — ).

On a v,+9 — 0 puisque u,, — 1 et (S,,) converge.
n—-+o0o n—-+o0o

Donc ’ (nvy,) converge. ‘

. A
Sinv, —— A#0alorsv, ~ —.
n—-+oo n—+oo N

La série 2;52) % diverge comme multiple de la série harmonique.
Pour n suffisamment grand, (v,) est du signe de A et donc de signe constant. Donc par critére d’équi-

valence, | Y125 vy, diverge.

Cependant, d’apreés la question 7, on a pour n > 2 :

n n+2 n+2
ka = ka_g =8 Z(vk — Vgt1) = 8(vg — Vpt3) —— Buy.
n—-+o0o
k=2 k=4 k=4

Donc ’ la série converge. ‘ C’est donc contradictoire et ainsi nécessairement, on a A = 0.

Et donc | limy,— 4 o0 NV, = 0. ‘

Ainsi, on a :

lim S, = lim 6—8v — nv, = 6.
n—-+oo " n—-+oo n+2 n

Et donc | E(X) = 6.
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