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Partie I

1. (a) Pour tout j € N*, on a :

(X =jJU[X >j]=[X =]

Or X est a valeurs entiéres donc :

(X =jl=[X>j-1].

Puis :

P(X =jlU[X >j]) = P(X >j—1).

Ainsi par incompatibilité des événements [X = j]| et [X > j], on a :

PX=j)+P(X>j)=P(X>j—1)

et enfin :

|P(X =j)=P(X >j—1)- P(X > )|

(b) Soit p € N*. On a :

2. (a) i

ii.

j(P(X >j—1) = P(X >j))

NE

Y iP(X =j) =
j=1

[
Il
—

(GPX >j—1)=jP(X >j))

I
NE

<.
Il
-

((G—1+DPX >j—1)—jP(X >]))

I
M“@

j=1
P p
= D> ((—DP(X>j—1)—jP(X >j)+> P(X>j—1)
j=1 j=1
somme télescopique
P
= (1-D)P(X>1-1)—-pP(X >p)+ > P(X>j—1)
j=1
p—1
= ZP(X>j')—pP(X>p) avec j' = j — 1.
/=0

Puisque X admet une espérance, la série de terme général kP(X = k) converge absolument et donc
converge.

On a pour tout N > p :
N
> kP(X=k)=)> kP(X=k) - > kP(X =k).
k=p+1 k=1 k=1

Comume la série de terme général kP(X = k) converge, pour p fixé, on peut prendre la limite quand
N tend vers +o00. On obtient :

+ZOO kEP(X =k) = JrZook:P(X =k)— ikP(X = k).
k=p+1 k=1 k=1
Puis, pour la méme raison :
p +00
Jim > kP(X = k) = ; kP(X = k).
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1il.

iv.

ii.

Ainsi :

—+00 “+o00 “+00
Jlim > kP(X =k)= ;kP(X = k) —;kP(X =k) =0.

k=p+1

Pour tout &k > p, on a :
EP(X =k) > pP(X =k)

et donc : N
Z kP(X > Y pP(X =k)
k=p+1 k=p+1

ou les deux séries convergent (la premiére car X admet une espérance, la seconde car c’est a un
facteur prés la série de terme général P(X = k)).

Or Zk Zpi1P pP(X =k) = pzk ot P(X =k)=pP(X > p). Donc pour tout p € N* :
0 < pP(X > p) Z EP(X =k).
k=p+1
—
p——+oo

Ainsi par encadrement, on a bien :

lim pP(X >p)=0.

P—>—+00
Ona:
p—1 P
Y P(X>j)= Z ~pP(X > p) ——— B(X).
=0 = N——— P+
p—r—+oo
——E(X)
p—+oo

Donc ;;Og P(X > j) converge| (vers E(X)).

Avec le résultat précédent, on a donc :

ZP(X > j) = E(X) = p.

(vp) est la suite des sommes partielles d'une série a termes positifs (car ce sont des probabilités).

(vp) est donc croissante.

Puis que Z;;OS P(X > j) converge, (v,) a une limite. Comme (v,) est croissante, elle est inférieure
a sa limite et donc pour tout p € N* on a :

p—1
D P(X > ) ZP (X > j).
7=0
Or :
D p—1
Y JP(X =j)=) P(X>j)—pP(X >p).
j=1 7=0 >0
SIS P(X>))
Donc :

2 sur 15



Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli CB 1 - Matsas II ECE 2016

iii. Encore une fois, la suite (Z?Zl JP(X = )> est une suite croissante comme somme partielle d’une
série & termes positifs. Elle est majorée d’aprés la question précédente. Elle converge donc. Ainsi la
série de terme général jP(X = j) converge et par passage a la limite dans I'inégalité précédente,
on a:

+0o0 +00
D iP(X =j) <) P(X > ).
j=1 =0

De plus, jP(X = j) > 0 donc la convergence absolue de la série revient a sa convergence usuelle.

Et donc ’ X admet une espérance. ‘

(c) On vient de montrer les deux implications dans un sens et dans 'autre. Donc effectivement :

‘X admet une espérance si et seulement si la série de terme général P(X > j) converge.

On peut méme préciser que dans ce cas :

S P(X > ) = B(X) =

grace a la question 2.

3. (a) On a vu plus haut que pour une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*, on a :
P(X=j)=P(X >j—1)— P(X > j).

. 1 1
1) = G=i7 ~ RO

Donc P(X > j) = Gie +1)a définit une loi de probabilité si et seulement si P(X =
définit une loi de probabilité. C’est le cas si et seulement si :

e P(X =j) >0 pour tout j € N*. C’est le cas par décroissance de = — W
Z+°° P(X = j) converge et vaut 1. On le vérifie en passant par les sommes partielles et en utilisant
le telebcopage :

i I R 1 - 1 )
= G—1+1> (G+D>) (A—-1+1D2 (N—-1+1)2 Notoo
Donc | P(X > j) = GEne +1) définit une loi de probabilité.
(b) X admet une espérance si et seulement si Z'»Foo P(X > j) converge.
Or ] I G _:1) = JCOOI 7@ qui est une série de Riemann qui converge si et seulement si a > 1.

Donc ’ X admet une espérance si et seulement si a > 1. ‘
(c) Pour tout j € N*, on a :

P(X:j) = P(X>j—1)—P(X>j)
1 1
T G-l (1)
R
IR
_ 1 g
B JO‘< (J’+1)‘”>
1 1
= 1-—
AN

(d) i. f est dérivable sur [0, 1] par opérations sur les fonctions usuelles. On a pour tout x € [0, 1] :

fl(x)=—(—a)(1+2) ' —a=a ((14—1:)”0‘ — 1) )

Pour x > 0, onal+2 > 1 > 0 et donc 0 < W < 1. Donc f'(z) < 0 sur [0,1] et

‘ f est décroissante sur [0, 1]‘

3 sur 15



Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli CB 1 - Matsas II ECE 2016

()

(f)

ii. Comme f est décroissante, on a pour z € [0, 1], f(z) < f(0) = 0.
En particulier, pour x = % (avec j € N*), on a :

PR S
1 J
(1+j)
Ainsi :
1 le'
=7 <7
i J
(1+].)
Puis :
1 1 1 o
A e el T
j (a3
—P(X=j) e
On a pour tout j € N*, on a :
1 1 1
FUPX =)= xS 1w | = | -

Or, comme + —— 0, on a :
J j—+toco

1\ “ 1
J J—roo J

1
tlp(X =4) ~ jixax-> ~ a.
J ( J)ﬁmJ e

Ainsi :

Et donc :

lim T P(X =j)=a.

j—+oo

X admet une variance si et seulement si X admet un moment d’ordre 2. D’aprés le théoréme de
transfert, c’est le cas si et seulement si Zj‘j §2P(X = k) converge absolument. Comme tout est positif,
cela revient & la convergence usuelle.

D’aprés la question précédente, on a :

a

.2 .
7P X =3) ~ - .
D’aprés le critére d’équivalence des séries & termes positifs, X admet donc une variance si et seulement
jaoil converge.

A un facteur prés, c’est une série de Riemann qui converge si et seulement si @ — 1 > 1, c’est-a-dire

si la série de terme général

‘si et seulement si o > 2.

Partie II - Etude de la probabilité de panne un jour donné.

4. (a)

(b)

On a:
A =[X1=1]

puisque si un composant tombe en panne a l'instant 1 (événement A;), il s’agit nécessairement du
premier composant.

Ainsi :

lur = P(A1) = P(X; = 1) = py.|

i. On décompose Ay sur le systéme complet (Ap, A7) :
Ay = (A2 N Al) U(A2 ﬂE)

Or par un raisonnement similaire & la question précédente, on a :
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e AbNA =
° AQQE:

Donc :

ii. On a donc :

()

U2

i. Les Xl,XQ, ce

[X
[X

sont juste les Xo, X3, .. ..

11N [Xy =1];
=2].
A2 =X =JU(Xi=1Nn[e=1)).|
P(Ay)
P(X1=21u (X1 =1]N[Xy=1]))
P(X; =2)+ P([X1 = 1] N [X2 =1]) (par incompatibilité)
P(X, + P(X; =1)P(Xy = 1) (par indépendance de X1 et X3)

2)
=2)
(

D2 +p1 car X e Xy suivent la méme loi)

Elles sont donc mutuellement indépendantes et méme

indépendantes de X;. Par hypothése, elles suivent également la méme loi que Xj.

ii. Soit k < n. D’aprés I’énoncé, on a :

An = JIT; = nl.

i>1

En effet, dire qu’il existe k € N* tel que [T = n| est réalisé signifie que I'union est réalisée.

On a alors :

([T; = n] N [X1 = k]) (par distributivité de U sur N)
ihn—mmpa—w(wwn—mmmrmyﬁ&—mmua—m—m
%ﬂQer~+X}:ﬂmm1:M)
Bim&g+m+&:mmwﬁwp
j>2

(er~+&4:n—Mﬂmﬁ%®

(X1 =Fk]N U[XH-

Jj=2

—|—X 1—71—]{3]
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iii. Pour 1< k<n,ona:

P(A, N [X1 = k))

Pix,—i)(An) =

P(X, = k)
P (X1 = K0 (Uil &4+ Xy =n = )
N P(X1=k)
P(X, = k)P <Uj>1[X1 ot Xj=n-— k]>
= PG =) (par indépendance)
= Z P(X;+---+ X; = n— k) (par incompatibilité)
>
= ZP(Xl +-+ Xj=n—k) (car (X1,...,X;) ala méme loi conjointe que (X, ...,
=1
= > P(Tj=n—k)
=1

i>1
= |P(A,_k)
(d) En appliquant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([X1 = k])r>1,
on obtient :
“+oo
P(An) = ZP(Xl = k) P[Xlzk](An)
=0si k>n
= ZP(Xl = k)P x,—1)(An)
k=1
n—1
= Z P(X1 = k)Px,—i)(An) + P(X1 = n)Px,—n) (An)
k=1
n—1
= Zpkun—k +pnx 1
k=1 =ug

= ‘plun—l + paup—2 + -+ + Pp—1u1 + PrUo.

1 |n = len(P)

U = [1]

for k in range(n):
U. append (0)

5 for j in range(k):
U[k+1] = U[k+1] + P[j1*U[k—j]
print (U[n])
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5. (a) Soit k€ N*. On a :

“+00
P(X1>k) = Y P(Xi=j)
j=k+1

~+00 A
= D A=A
j=k+1
= A= MM !

m(car—l<)\<1)

= | (1=X)F

(b) On a également :

P(X, = k+ 10X, > k)
P(Xl > k‘)
P(X1=k+1)
P(X1 > /{7)
/\(1 _ )\)k+171
(1= N)F

=[]

(c) Montrons par récurrence forte que P(4,) = A.

e Initialisation : On a P(4;) = P(X; = 1) = A(1 — A)? = A\. Donc la propriété est bien initialisée.

e Hérédité : Soit n € N*. On suppose que P(A4;) = P(As) = --- = P(A,) = A\. Montrons que
P(Ap11) = A
Ona:

P(AnJrl) = Un+t1
n+1

= Zpkun—i-l—k
k=1

n
= E Pk Un+1—k +Pn+1 U0
—— ~—
k=1 Y =1

= )\i)\(l — N - a)n
k=1

1—(1—x)"
1—(1—=\)
= AL-(1=N"+ 1 -2

=[]

= AXAX +A1=AN)"

La propriété est bien héréditaire.

Ainsi, pour tout n € N*, on a|P(4,) = A.

6. (a) Onad> /N pr=1etp +p2=p+(1—p)=1. Donc:
+oo
S0
k=3

Or c’est une somme de termes tous positifs donc pour tout k£ > 3, on a
(b) Pour n > 2, calculons :

a (-1 Z (P L=p\ (tn-1) _ Pun—1+ (1 = p)un—2
Up—2 1 0 Up—2 Up—1 '
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Or:
Up = D1 Up—1+ P2 Up—2+ P3 Up—3+ -+ pp up = pup—1+ (1 —plup—s.
~— ~—~ ~— ~—
=p :l—p =0 =0
Donc :

()

ii.

iii.

iv.

i. Remarque :

Up—2 Up—1
Comme c’est une question classique, je vous propose ici la rédaction rapide et ne

vérifie pas avec la méthode classique que Mg 1 (R) est un sous-espace.

Soit X = (i) € M21(R). On a :

&S MX =X

(76 -C)

pr+(1—-ply =

- {re
- o
-

X € Ey(M)

) -+()
evect(<)>.

Donc Eq (M) = Vect <<}>) C’est donc un sous-espace vectoriel de M 1 (R).

De plus, <<D> en est une famille génératrice. Cette famille est libre comme famille d’un unique

vecteur non nul. C’est donc une base de E1(M). Et donc :

|dim By (M) = 1.

p—1

On procéde de méme et on trouve que << 1

)> est une base de E,_1(M) qui est donc un

sous-espace de dimension 1.

(G).C

libre de Mg ; (R). Par considération sur les dimensions, c’est donc une base de My 1 (R).

On a:
(1 p—-1
p_<1 1 )

Calculons l'inverse de P par la méthode de Gauss-Jordan. On a :

(") )
(s

o (1 p— 1>
Lg(—ﬁ[lz O 1

<~
L1<—L1—(p—1)L2

>) est une famille de deux vecteurs non colinéaires (si p # 0), c’est donc une famille

d
LQ(—LQ—Ll

(possible car p €]0, 1)

)

[N}
e o
=
N————

—_
_l_
[\
L
SRS

T
=
T
=
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vi.

ii.

Et donc P est inversible et :

p=1 l-p 1 l-op
pl_ 1+%_p e I ST 1 (1 1—p>‘
75 7% ~75 35) 2-p\-L 1
Ainsi :
_ 1 1 1—-p\(p 1- 1 p—1 1 1 1-p\ /(1 (p—1)2
1 _ =
PMP_Q—p(—l 1><1 0><1 1 2-p\-1 1 1 p-1
1 (2—p 0 )_ (1 0)
2-p\ 0 (p-1)2-p) 0 p—1)°
. En multipliant & gauche par P et a droite par P~!, on trouve :
_ 1 0 _1
M—P<O p_1>P .
On a ainsi pour tout n > 1:
Mt = (PDP YY" ! =PDP ' x PDP ' x ... x PDP~! = pDp"1p~1
n—1 fois
I 0 1 0
n—1 _ _ :
Or D —< 0 (p—l)"_1>_(0 (p_l)n_l).AlnSI
ynt — (L -1\ (1 0 L (1 1-p\_(1 (-D"\ 1 (1 1-p
11 0 (p—1"t)2-p\-1 1 1L (p—1)"1)2—p\-1 1
_ 1 <1—(p—1)” (1—19)(1—(19—1)"1))
2—p\1-(-1)"" Q-pl-(p-1)"7?
D’autre part, on a :
L (1 1=p\ (=D (1-p p-1) _ 1 1-p —(p-1" (-1
2_p\1 1-p 2_p -1 1 a 2 p 1 1-p) T\t -1t
_ —p-D" (A-p)+(-1"
2—-p p 1 (p - 1"1 1-p)+@-1"!
_ < —(p-1" (1 p)(l—(p—l)"1)>
2—p p—l’” 1-p)1=(p-1"7?)
Et donc :
-t L (L 1=p)y =1)" (1-p p—1
2—p\1l 1-0p 2—0p -1 1 '
. Par récurrence immédiate, on a :
Vn > 1, <“">:M”—1 <“1):M”—1 (p>
Unp—1 Uuo 1
et donc en particulier en regardant la premiére ligne :
_1n—1 1— _1n+1
W2 Ly = 5+ (1= p) x D+ L s oy x-S
On a ainsi :
o _ 1\n+1
lim wu, = lim 1-(p—1) = 1
n—-+o00 n—-+o00 2—p 2—p

car -1 <p—-1<0<1
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Partie III - Etude de la durée de fonctionnement.

7. Par linéarité de ’espérance, on a :

k k
~5(3ox) -y
i=1 i=1
et comme les X; sont identiquement distribuées de méme espérance u, on a :
E(Ty) = ku.

8. (a) Les X; étant mutuellement indépendants, on a :

V(Th) = V(X1 4+ Xp) = V(X1) + - + V(Xy) = ko,

(b) On applique 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la variable Ty qui admet bien une variance d’aprés
la question précédente.

On a donc :
=ko?
V(T;
Va >0, P(Ty — B(Ty)| > a) < LK),
N — a
—kp

Soit € > 0. En particulier, pour a = ke, on a :

ko?

P(IT; — ku| > ke) <
(| k :U’| 6) (k6)2
2
=ke?
(c) Commengons par remarquer que :
T
?k €lp—e, u+e€l| = [Tk — kul| > kel.
Or :
o2
P(Ti— kil > k) <
<~
k—+oo 0

Par encadrement, on a ainsi P(|T — ku| > ke) ——— 0.
k—+o00

Ainsi :

k—+o0

1;
lim P (k Elp—epu+ e[> = lim 1— P(|Tx — kp| = ke) = 1.
k k—+

9. (a) Soit w € Q. Deux cas sont possibles :
e Si X;(w) < m, alors Y( )( )+ Z-(m)(w):Xi(w)+O:
o Si X;(w) > m, alors y} (W) + 20 (w) = 0+ Xi(w) =

Ainsi Yi(m) + Zi(m) = X;.

r six>m,

(b) i. Posons f, la fonction définie sur R par f,(z) = { 0 sinon

Ainsi Z = fm(X1). On peut alors appliquer le théoréme de transfert (sous réserve de convergence
absolue) :

me Xlzz):me(z)PXl—z me X1 = 1i).
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Comme X; admet une espérance, S 1>

imm41 1P (X1 = 1) converge absolument. Donc :

De plus, on a :

Donc :

le membre de droite étant bien convergent puisque o > 1.

ii. La fonction x — % est décroissante car o > 1. En particulier, pour i > m et x € [{ —1,i], on a :

a_ o
i« oo’

Par croissance de 'intégrale avec les bornes dans le bon sens, on obtient :

Puis en sommant, on obtient :

L’intégrale est bien convergente puisque o > 1.

En mettant les inégalités bout & bout, on obtient finalement :

ili. Soit A > m. On a :

A A —a+1 74
/ %dx :/ ax”%dxr = [a x } - @ (mlfa _Alfa) SN
m T

Donc :

iv. Comme me) > 0,on a

Donc par encadrement :

lim E(zZ™) =o.

m—-+00

v. Comme X; = Yl(m) + me) par linéarité de I'espérance, on a :

EY™) = B(Xy) - B(Z™) —— u—0=p.

m——+00
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()

i. Par définition de Yl(m), ona0< Yl(m) <met 0K Yl(m) < X1. En faisant le produit, on obtient :

ii. Comme précédemment, on pose : g, : T —> {

r siz<m
0 sinon
le théoréme de transfert, sous réserve de convergence absolue, on a :

. On a alors Yl(m) = gm(X1). D’aprés

—+00

E(Y™)?) = 3 (gm()*P(X1 = i).

i=1
Or (g ())? < mi d’aprés la question précédente. Et Y7 iP(X = i) converge absolument car X;

admet une espérance.

Donc par critére de comparaison pour les séries a termes positifs, > ;- (g, (1))2P(X1 = i) converge
(et méme absolument). Et donc :

E((v,"™)?) <mE(Xy).
=

(m)

Yl(m) admet donc un moment d’ordre 2. Y]
Kcenig-Huygens, on a :

admet donc une variance et d’aprés la formule de

V™) = B(y™)) - EG™) < BIY™)) < mp

———
>0
(d) Comme -%-m!~® ——— 0, on a par définition :
a-1 m—+o00
* o -«
Ve > 0, dmg € N*, Vm = my, 1m <e
a —_—

On a bien en particulier, a € donné, un myg tel que pour m = mg :

o _
m!=® <.

a—1

(e) On a:

ii.

. On a prouvé précédemment que E(me)) < flml_a. Comme les Z;

k k k
o + v ZY "2 =N+ 2™ =3 X =T
=1 =1

=1

(m)

o= suivent les mémes lois, les
mémes inégalités s’appliquent.

Par linéarité de I’espérance, on a alors :

k k
EV™)y =S Bz <Y af -m! <k x Oﬁ !,
=1 =1

(m)

On applique I'inégalité de Markov a la variable V,,™’ qui est bien positive et admet une espérance :

B) _kxg&m ™t o mle

ke = ke Ta—-1 ¢

PV™ > ke) <

. On a U,gm) =T — Vk,(m) donc :

m m a —a
BU™) = B(T) = B(V™) > b — k——m' ™.
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ii. Ainsi : )
E m _ > _ 11—«
(Uy) —ku kr_ [
mi=® < e. Et donc :

a—1
E(Ukm)) —kp > —ke.

Et comme m > myp, on a =

Puis comme U, ,Em) < Ty, (puisque Yi(m) < Xj),ona:
E(U™) < B(Ty).
N——

kp

et :

Ainsi :

Et donc :
)E<U,gm>> - Iw’ < ke.

iii. Montrons que HUlgm) — k:,u) > 2]{76} C HUlgm) — E(U,gm))’ P ke]

L’inégalité triangulaire sur les valeurs absolues nous donne :

U — k| = U™ = B + BO™) = ki < [0 = BQM)| + |EO) — bn

Or U™ — B(UL™ + B(U™ ~ ku| < ke. Ainsi
U™ = k| < U™ = B@E™)| + ke

Donc si ‘U,gm) — kzu‘ > 2ke alors :
U™ = BU™)| + ke > 2ke

ce qui donne ‘U,gm) - E(Ukm))‘ > ke. Donc, on a bien
(U = k| > 2ke] < [[Uf™ = BO™)| > ke

et donc :
P((|Uf™ = k| > 2ke) < P ([Uf™ = BE@™)| > ke) .
iv. Comme X7, X9, ..., X sont mutuellement indépendantes, par lemme des coalitions, les Yl(m
Yk( ) sont mutuellement indépendantes. Ainsi

k
Vo) =3 v ™) < kmp.
=1

v. On applique l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev vue précédemment a la variable U lgm) qui admet

bien une variance d’aprés la question précédente. On a :
(m)
(m) (m) VU )
P (o™ — BU™)| > ke) < e
———
< kmuy —mpy
S k2627 ke2

En combinant avec I'inégalité précédente, on obtient bien :
P ([0f™ = | > 2ke) < 5.

ke?
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(h) i La formule du crible donne :
P(AuB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)

que 'on peut réécrire :

P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(AUB,).
Or P(AUB) < 1. Donc :

|P(ANB) > P(A) + P(B) — .|

ii. Avec les événements donnés A et B, on obtient :

P ([V,j"” < k:e] N [U,g’”) €l — 2¢), k(u + ze)[D >P ([V,ﬁ”” < ke]) +P ([U,g"” )k — 2¢), k(u + 26)[}) ~1

Or Vk(m) > 0. Donc Vk(m) < ke & |Vk(m)| < ke.

Puis T}, = Vk(m) +U, ,gm) . Donc, on a l'inégalité triangulaire :
1T = ul = V™ + U = ] < [+ [08 = ]
Donc si Vk(m) < ke et U,im) €lk(p — 2€), k(p + 2¢)[ alors :

T — p| < €+ 2e = 3e.

Donc :

V™ < ke| 0 [OF™ €l — 26), k(u + 2€)[] € [Ty €l — 36), k(1 + 36)]

et ainsi :
P ([V,jm) < ke} N [U,gm> el — 2€), k(p + 2e) [D < P (T}, €)k(p — 3€), k(i + 3¢)]).

Et donc finalement :

P (Ty, €Jk(u = 3¢), k(n +3)) = P (V™ < ke ) + P (U™ €lk(u = 2¢), b+ 20)[) - 1.

iii. Ona P (V" <ke) =1-P (V™ > ke) > 1- opm=®
De maniére similaire, on a :
(m) _ 1 ‘ (m) _ ’ >9) > 1 T
P(Uk elk(n 26),/6(/1,4-26)[) 1 P( U™ — ke /26) >1- 18
Ainsi :
a mi~® my a m'=* mpy
P (T €lk(p — 3¢), k 3 >1-— l—-—-121- - —.
( k e] (/’L 6)7 (lu’ + E)D a — 1 € + k€2 a — 1 € k€2

iv. On fixe € > 0. On prendk‘)m%. Comme mg > 1, on a :
Wk —VEk=vVk>\/mi>1

et donc il existe des entiers dans [v/k, 2v/k]. Soit my, entier dans cet intervalle. On a donc my, > my.

Ainsi : .
a mp Y myp
P (T}, €)k(p — 3€), k 36)) =1 - k_ .
(T €lk(n — 30), ku + 3)) > 1~ —2 e Tt

Or par décroissance de x + 7% (car a > 1), on a :

1— 11—
a mko‘< a Vk

a—-1 € T a-1 €
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On a également :

mgp _ 2Vkp
ke? ke?
Donc : -
a k=2 20
1> P (T €lk(p— 3¢), k 3 >1- —
(Th €]k(p = 3€), k(p + 3€)]) po N
0
k—+oo k—+o0

Et donc par encadrement :

T
lim P (; E]M—3€,u—|—3e[> =1.

k——+o0
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