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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N°2

Exercice 1 (d’apres EDHEC 2012)

. Montrons par récurrence que, pour tout ne€N, 0< u, <1 (HRy).

Initialisation : Comme 1y =0¢€[0,1[, HRy est vraie.

Hérédité : Soit neN et supposons HR,, vérifiée.

Alors, comme 0 < u,, <1, et puisque la fonction f:x— est strictement croissante sur Rt et donc sur [0,1[, comme
somme de deux fonctions strictement croissantes, f(0) < f(u,) < f(1) et donc up41 = f(uy) € [0,1[. HR,41 est donc vraie.
Conclusion : pour tout neN, 0<u, <1.

x*+1
2

2 2 2
us+1 uy,—2up+1 — .
. Pour tout neN, uys1—u, = e — Uy = =5 = (”"2 L 0, donc (uy) est croissante.

Ce résultat aurait aussi pu étre montré par récurrence, voire étre intégré a la récurrence de la question précédente.

. (uy) est croissante et majorée par 1, donc elle converge vers un réel ¢ <1.

De plus, comme, pour tout neN, u, €[0,1[, on a £€[0,1].
u?+1

Enfin, comme u,41 = f(uy) = —£—,ona, en appliquant le théoréme du point fixe et du fait de la continuité de la fonction

; . _ _ 2+ (-2 _ _
polynomiale f: f(0)=¢ & (== & “5L=0 o (=1

D'ol | (uy) converge vers 1.

. Pour tout neN, 1 1 __ 1 1
Unt1 Un  l-ups1  l-un

1 1
2-u2-1  l-un

-2 _ __1

T1-ud l-up

_ 2 _ 1+u,

T Q-up)Q+un)  (I-up)(+uy)
—_ 1-up

T A-up)A+up)

= 1 — l

1+un potoo 2

b. D'apres le résultat admis en début d’exercice, % (vl - i) — 1/2.
4 j+1 Vj) n—+oo
j=0

o a 1 11 _ 1
Or par télescopage ];) ( e U—J) === — L
Par suite, i(L_)_, l(L_) N
-1, e vze g, n 12
1 _ ~ I
Un 1 n—+oo 2
1 o — n
(car1 = o(3))

c. Par suite, vn=%+o(%), donc l—un=%+o(%), et enfin | u, +=001——+0(%).

a. On doit calculer de up a u, d'ou la boucle for i in range(l,n+1)

def u(n):
u=0
for i in range(l,n+1):
u=(u**2+1) /2
return u

b. u(12)

4. Réutiliser la fonction précédente serait maladroit car cela conduirait a recalculer la méme chose plusieurs fois; il est plus efficace
de repartir de zéro :
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n=20
u=20
while 1-u>=10%*(-3):
n=n+1
u=(ux*x2+1) /2
print(n)
Exercice 2
1. Ona pW)+kd+b)pt)=k(c+a) C'est une équation différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 1.
2. Le second membre k(c+ a) est également constant. Il existe donc une trajectoire d'équilibre, c’est a dire une solution particuliere
constante : la fonction constante égale & 57
L'équation homogene ayant pour solution les fonctions de la forme — t— Ce *d*Dt  CeR
Donc il existe C € R tel que , pour £=0, p(t) =4 + Cekd+bit
Avec C=pyp - % en tenant compte de la condition initiale p(0) = po.
D’ol, pour tout >0, p(1) = G4 + (pg — G4 e~ kld+D
3. D’aprés I'expression de p(1), si k>0, et puisque les réels b et d sont strictement positifs, tErPoop(t) = %, et est donc indépendant

de po, le prix initial.
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Exercice 3 (d’apres EML 2004)
PARTIE I.

1. e Ej(A) est par construction un sous-ensemble de .Z3(R).
e Comme A-0=0, lI'ensemble E;(A) contient 0.
e Soient M et N dans Ej(A) et soient A et u dans R. Alors, comme

AMAM+pN)=A(AM) +u(AN) =AM+ puN,

la matrice A M+ N appartient elle aussi a E;(A), qui est donc stable par combinaisons linéaires.
Par suite, E1(A) est bien un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. a. Soit M€ E;(A), alorson a AM =M, donc A’M = A(AM) = A(M) = AM, donc M € E5(A).
Donc E;(A) € E»(A).

b. D'apres la question précédente, il suffit de montrer que, si A est inversible, alors E3(A) < E1(A).
Or, dans ce cas, soit M € E»(A), alors A>?M = AM, et donc, en multipliant 3 gauche par A~!, on en déduit que
ATYA2M = A"V AM et donc AM =M, donc M € E1(A) ce qui conclut.

3. Si A—1 est inversible, alors MeE (Ao AM=M
> AM-M=0
<> (A-DM=0
sA-D ' A-DM=0
< M=0.

On obtient donc dans ce cas, Ej(A) = {0}.

-210 . . . . . - (12 .
4. Comme B-1 = (8 2 %) B -1 est inversible (matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont non nuls),

donc E;(B) = {0} d'aprés 3.a.. De plus, B est inversible (triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont non nuls), donc,

d'apres 2.b., | Ex(B) = E1(B) = {0}

PARTIE II.
3-4 -2 -1
5. a. Soit A un réel. On écrit C—/Uz( 1 -1 —1)
2 -2 =2

1 -1 -1
En échangeant L; et Ly, il vient: [(3-4 -2 -1
2 -2 =2

1 -A -1 1 -A -1
Puis avec les opérations : (L — Ly —(3—A)Ly, L3 — L3 —2Ly), |0 -22431-2 2-A|=]0 A-1DE2-1) 2-2
0 2(A-1) 2-1 0 2(A-1) 2-1

1 -1 -1
Puis finalement avec 'opération (L3 — 2—A)L3—2Ly) : |0 (A-1)2-A) 2-1
0 0 A2-A)

Les valeurs pour lesquelles C— AT n'est pas inversible sont donc 0, 1 et 2 |, puisque pour ces valeurs, cette matrice est

triangulaire supérieure avec un (ou deux) élément(s) diagonal(ux) nul(s). Pour les autres valeurs de A, la matrice est
triangulaire supérieure avec des éléments diagonaux non nuls, et elle est donc inversible.

b. Pour A=0,

-z =0

2z —2y =0 ox=y=2z

CX:O@{ *

roa X 1 . . . . .
D'ou| F= {(ﬁ)’XER} =Vect((%)), espace vectoriel de dimension 1 car engendré par un vecteur non nul, qui est sa base.
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c. Pour 1=1,
CX=X©(C—I)X=0©{ x -z -y =0 @{ =y
=0 z=0

Vs x 1 . . . p .
D'ou| G= {(;ﬂ,xeﬂ%} =Vect(((1))), espace vectoriel de dimension 1 car engendré par un vecteur non nul, qui est sa base.

d. Pour 1=2,

CX:2X©(C—2[)X:0©{ x -z -2y =0 ©{ =z

y=0

ros X 1 . . . , .
D'ou| H= {(g),xeR} =Vect(((l))), espace vectoriel de dimension 1 car engendré par un vecteur non nul, qui est sa base.

111 -11 1
e. En posant| P= (% (1) (1)) et en calculant P! 3 I'aide de la méthode de Gauss-Jordan et on trouve | P! =( % 01 —01) et
P~lCP =D =diag(0,1,2).
f. P=np.ones((3,3)) # ne pas oublier les doubles parenthéses
P[1,2]=0 # on remplace le coefficient en 2eme ligne et 3me colonne par un O
P[2,1]=0 # on remplace le coefficient en 3eme ligne et 2me colonne par un O

6. a. En appliquant les définitions de la partie |., Ne E;(D) © DN=N
<P 'CPN=N
sPlcpp'M=P'M
sPlcM=pP'M
s PP lcM=pPP'M

< CM=M
< M€ E;(C).
. n ny ns .
b. Soit N= (m 15 ne) une matrice quelconque.
n; ng ng

n=ny=n3=0
Ne E(D) < DN=N <o Ng=n4 N5=N5 Ng=nNg
2n7;=ny; 2ng=ng 2ng=ng,

Vs . 000
d’'ol I'existence de trois réels a, b, ¢ tels que N= (8 g 8)

1 o= on v non = (o (§ ) boew] = (3] @no ew) o veal (38019 (1)

ol cette famille est clairement libre (matrices a supports disjoints), c’est donc une base de E;(C) qui est donc de| dimension 3.
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Exercice 4 (d’apres EML 2000)
I. PREMIER PROTOCOLE
1. X(Q) =[1,2n-1], car, comme il y a deux rois rouges dans le jeu, on aura le premier au pire a I'avant dernier tirage. Pour tout
ke{l,...,2n-1}, (X = k) signifie que le premier roi rouge apparait au k-ieme tirage, et que tous les tirages antérieurs n'ont pas
été des rois rouges. Cela arrive au plus tard au 2n—1-ieme tirage car il ne reste alors que les deux rois rouges.
Dot (X=k)=RinRyN...NRi_1 N Rg.
2. Alors d’apres la formule des probabilités composées, avec p(R_lﬂR_gﬂ... NRi_1) #0:

pX =k =pR) pg(R)... PR, nm (RK)
_2n-2 2n-3 2n—-2-(k-2) 2
T 2n 2n-1 2n—(k-2) 2n-(k-1

Car par exemple, quand on a tiré déja RyNRaN...N Ri_o, il reste 2n—2— (k —2) cartes qui ne sont pas des rois rouges parmi
2n— (k—2) cartes équiprobables.

Or 2n-2)2n-3)...2n-k)=2n-2)Y/2n—-k-1)! et 2n2n-1)...2n—-k+1)=(2n)!/2n-k)! donc :
—N(27— ) _ _
p(X:k):z(Zn 2)!2n-k)! _ 22n-k) _ 2n—k
2n-k-1D!2n)! 2n@2n-1) n2n-1)

3. Comme X(Q) est fini, X admet une espérance et

2n-1 2n-1
EX) =) kPX=k= ) kk
k=1

2n-1 2n-1
:27’1 Z k_é Z 2
ni2n-1) =1 ni2n-1) =1
_ 2n 2n-1)2n _ 1 2n-12n22n-1)+1)
T n@2n-1) 2 n@2n-1) 6

in—-1 2n+1

3 3

=2n-

4. a. D'aprés les conditions de I'énoncé, on a| G1 =a—- X | car le joueur gagne a euro lors de |la découverte du roi rouge, mais

a perdu 1 euro a chaque tirage, soit X euros.

b. Par suite, comme X admet une espérance, G; = a— X en admet une aussi et

E(G)=a-E(X)=a- 2 =| da=zn-l.

I1. DEUXIEME PROTOCOLE

1. Pour tout ke {l,...,n}, P(Ge=a-k) =P(X =k) =| -2k

2. (G2 =—n) signifie que |'on n'a toujours pas tiré de roi rouge a l'issue des n premiers tirages.
Donc (Go=-n)=RiNRyN...N R, et d’apreés la formule des probabilités composées avec p(RiNR,N...NR,y_1 #0 :

p(G2=-n) = pR)-prR) .. P .. (R
_2n—2 2n-3 2n-2-(n-1)
T 2n 2n-1 2n—(n-1)

_(2n—2)!_ n! B nn—-1) B n-1
T -2 (@n)! 2n@2n-1) | 22n-1)
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3. Comme G2(Q) ={-n}uia—k, ke[1,n]} est fini, G admet une espérance et

n
E(G) =-nP(Ga=-n)+ ) (a-kP(G=a-k)
k=1

n
— _ n—1 _ 2n—k
=N3on-n * kzl(“ k) 5@

n n n
- _ n-1 2na _ _2n+a 1 2
= N300 Y nen-n 2= ' T nen-n kZlkJ” n@en-1) kZlk

_ _n-n? 2na_,, _ _2nta_n(m+l) | 1 n(n+l)@n+l)
T 2@n-0 T n2n-D n@2n-1) "~ 2 n2n-1) 6

- _n-r’ | 2na__ @nta)(n+l) | (n+l)@n+l)
= 2@2n-1) " @n-1) 22n-1) 62n—1)

_ 3n-3n?+12na—6n>-3na—6n-3a+2n*+3n+1 _ —7n’+1-3a+9na _

3@n-1)a—(7n*-1)

6(2n-1) 6(2n-1) - 6(2n-1)

II1. COMPARAISON DES DEUX PROTOCOLES

Le protocole 1 est plus favorable que le protocole 2 si et seulement si E(G;) — E(G2) = 0. Etudions le signe de E(G;) - E(Gy) :

—2n-1 _ 3@n-la-@n’~1
E(G) ~E(Gy) = 241 - 0neae =)
_ 3(4n-2)a-8n%-2) _ 3@n-la-(7n-1
- 6(2n-1) 62n-1)
_ 3(4n-2)a—(8n?-2)-3@n-1)a-(Tn?-1)
B 62n-1)

Pour n=16, E(G)) —-E(G) = —ga+ %. Le protocole 1 est le plus favorable si et seulement
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Exercice 5 (EDHEC 2004)

_n .
pb n désigne un entier naturel non nul. On note f;, la fonction définie sur R par VxeR, f,(x) ={ xe'x six#0

0 si x=0.
On note C;, la courbe représentative de f;, dans un repére orthonormé (O,1,J).
1. a. lim f;(x) =0= f,(0), donc f, est continue a droite en 0.
x—0t

b. Pour tout x>0, M = e N/ - 0, donc f, est dérivable a droite en 0 et| f;,(0%) =0.

x—0

2. a. fy est dérivable sur ] —o00,0[U]0,+oo|[ par opération sur les fonctions usuelles et,

* ! _ _—nlx n ,—nlx _ ny ,—n/x
VxeR*, fi(x)=e +x.5e = (1+;)e

Par suite, f,(x) >0 1+ % >0o % >0, ce qui permet de conclure a I'aide d'un tableau de signes :
X —00 -n 0 +00 lim f,(x)= lim xe*=-o0
X——00 X—=—00 S~~~
x+n - 0+ | + )
X - | - 0 + Ju(=n) = —ne )
d N li =1 X =
b. | f/(x) + 0 0 + Jlim Jfu(x) lim xe oo (par
—ne I +00 croissances comparées et étude du signe)
Jn() / N I / lim f,(x)= lim xe ¥ =+o0
—00 _00"0 X—+00 X—+o00 T

2
3. a.Onale" =01+u+”7+0(u2) .
uﬁ

b. Posons X =1/x. Alors X — 0 lorsque x est au voisinage de +oo (ainsi que nX) et
faUX) = %™ = & (1-nX+ S8+ o(x?)

1 n’X
= Lon+2X 10X
X—»OX 2

[ _ n? 1
d’ou fn(x)x— x—-n++o(3)

—00

c. D'aprés le développement asymptotique de f;, obtenu en 3b, (C,;) admet en +o0o et en —oco une asymptote oblique (D)

d'équation| y=x—-n |

/ . " . . . ) . . 2
Pour étudier la position relative, il suffit de déterminer le signe de Z-.

D'ou | (Cy) est au-dessus de (Dy) au voisinage de +oo et au-dessous de (D) au voisinage de —oo.

~1

O/—’/
d.
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4. a. D’apres le tableau de variations de f,, I'équation f;,(x) =1 n'a pas de solution sur R™.
De plus, comme f est continue et strictement croissante sur R*, elle réalise une bijection de R* sur [0, +ool.
Par suite, comme 1€ [0, +ool, I'équation f,(x) =1 admet une unique solution sur R*, notée u,,.
On a bien montré I'existence d'un unique réel u, vérifiant f,(u,) =1.
b. Soit ne N*.
Comme f,(1) =e " <1, d'apres le tableau de variations de f;;, on a u, >1.
De plus,

falttn) =1 uye in =1

e Min =1y,
< —nlu, =In(1/uy)
< nlu, =1In(uy)

< n=uyIn(uy,).

U, est donc bien solution de I'équation xIn(x) = n.
C. g est strictement croissante sur [1,+oo[ comme produit de fonctions croissantes et positives.
OnagM=0et lim g(x)=+oo.
X—+00
Par suite, comme g est continue (par opérations sur les fonctions usuelles) et strictement croissante sur [1,+ool, elle réalise
une bijection de [1,+oo[ sur R*. Notons g~! sa bijection réciproque.
Alors, comme g(u,) =n et u, €[1,+00[, on a u, = g‘l(n). D’ou lirP Uy = liIP g‘l(n) = +00.
n—+00 X—+00

d. « Comme uyIn(u,) =n, on aIn(u,In(u,))=Inn, ie Inu,+In(lnu,)=Inn.
e Comme lim u,, = +oo, on a limIn(u,) = +oo et donc, comme In(x) = +(())0()6),

on a In(In(u,)) (In(un)).

= 0
+00o

Par suite, comme Inn=1Inu, + o(In(u;)), on a| Inu, o Inn |
(o0}

« Enfin, comme u,In(u,) = n, on a (car In(u,) #0) :

n

=_n | -
Un = muy oo Inn

5. a. lére méthode : On a n<n+1, donc, comme g‘1 est croissante,
onau,=g '(n)<g'(n+1)=uus1, (uy) est donc croissante.
2éme méthode : On a fy.1(uy) = upe” D/ tn = gy g7/ ting=Viin — g=lun < 1,
donc, d'aprés le tableau de variations de f,,+1, on a u,+1 = uy, ie (u,) est croissante.
b. fuluni1) = Uppre Minnr =y, e~ (D Uney plltney — pl/tnsy

6. a. Soit neN*.
Comme f;, est croissante sur R*, donc sur [uy, un+1], on a :

Vie [un»un+1], 1 =fn(un) an(t) an(un+l) = el/un+1.

D’ou, par positivité de I'intégrale (les bornes sont dans le bon sens car (u;) est croissante), on a :

Un+1 Un+1 Un+1 1
f 1drsf f(t)dtsf e "Mrdy,
Up Up Un

1/u
Upt1 —Up < Ty < e (Upy1 — Up),

donc

et, en divisant par uu+1 —u, >0, on a

< In S el/u,l+1‘
Up+1—Un
b. Comme lim e =1 (car u, — +00), d'aprés le théoreme des gendarmes, lim - I”_u =1, et donc I, ~ up+1— Uy.
n—+00 n+1 n +00

c. o La série (I;) est une série a termes positifs (intégrale d'une fonction positive et bornes dans le bon sens).
La série (uy+1 — up) est une série a termes positifs (car la suite (uy) est croissante).

n
o Pour tout neN*, Z Uk = Uk = Upp1 — U1 = 400, donc la série (1,41 — uy) diverge.
n—+o00

k=1
e D’ol, d'apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série (I,;) diverge aussi.
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