Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli ENTRAINEMENT DS

ENTRAINEMENT DS

Semaine du 18/11/2024

Probléme 1 - Ecricome ECS 2006

Partie I - Etude des longueurs de séries

1. La premiére série contient soit que des piles soit que des faces. Et pour que la série face une taille n, il faut
que tous les n premiers tirages donnent le méme résultat et le n + 1 donne le résultat contraire. On peut
donc écrire :

[len] = (P1ﬂPgﬂ---ﬂanFn_:,_l)U(FlﬂFgﬂ-“ﬂFnﬂPn+1)

(@) ul(e) o)

Les événements (i, Pi) N Fny1 et (7 F3) N Ppyq sont disjoints donc :

P(Ly=m) = P ((ﬂ g> mF) P ((ﬂ F> man) |

Puis comme les événements P; et F; sont tous mutuellement indépendants, on a :

P(Ly=n) = (HP ) Fup1) (HP ) (Prt1).

Pour tout i € [1,n+ 1], on a P(P;) = p et P(F;) = q. Donc :

|P(Li=n)=p"q+q"p.|

Calculons désormais :

+0o0 “+o0o
Y P(Li=n) = > (0"q+q"p)
n=1 n=1

+o0 +o0
= > g+ q"p
n=1 n=1

(les séries convergent comme série a termes géométriques de raison < 1)

= gqX +p X

1—p 1—g¢q
(1-pp | p(1—p)
+
I-p D
(on remplace g par 1 — p)
p+(1—-p)

=[]

2. (a) Comme précédemment, si on commence par Pile, si I’événement [L; = n] N [Ly = k| cela signifie que
I’on a eu n Pile puis k Face et de nouveau un Pile. C’est I'inverse si on commence par Face.

On a donc :

[Ly = n] N [Ls = K]
)0 () v
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Comme dans la question précédente, 'union est disjointe et les événements sont indépendants, on a
donc :

)

() () e

n k n k
= <H P(R-)) (H P(Fn+i)> P(Ppiky1) + (H P(Fi)> (H P(Pn+i)) P(Fyik+1)

=1 =1
= p"¢"p+q"p"q

n+1qk 4+ qn—&-lpk‘

= |P

(b) On utilise désormais la formule des probabilités totales appliqué au systéme complet d’événements
{[L1=n]}n>1:

+00
P(Ly=k) = Y P([Ly=kn[L =n))
n=1

+o0
= Y 0"+
n=1
+oo +o00
k k
= ¢"> "+ ¢
n=1 n=1
(les deux séries convergent bien donc on peut séparer la somme)
p q
1-— 1—¢q
k.2 k2
I
q p

— P il

= ¢"p +pFq
P

(c) Ly admet une espérance si la série : ;% kP(Ly = k) converge absolument. Comme Ly est positive,
c’est équivalent a la convergence simple.

On a:

—+o00 “+00
> kP(Ly=k)=> k(¢"'p* +p" ).
k=1 k=1

Or les séries Zf;’ol kg —1p? et Z;ﬁ kp*~1¢® convergent : ce sont des séries géométriques dérivées. Lo
admet donc une espérance et on a :

+0o0 “+o0o
E(LQ) — Z qu71p2 + Z kpk71q2
k=1 k=1
2 1 2 1
(1-p)?

2 sur 17



Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli ENTRAINEMENT DS

Partie IT - Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers

1.

e N est le nombre de séries sur la premiére valeur. On a donc toujours N; = 1. Ainsi Nj suit une loi

certaine. On a donc | E(Ny) = 1|

Pour deux lancers, on peut avoir 1 (tous les résultats sont identiques) ou 2 (on obtient un résultat de
chaque) séries. Donc Ny (2) = {1, 2}.
On a alors :

P(NQ = 1) = P((Fl N P2) U (P1 N Fg))
= P(F1)P(P)+ P(P1)P(F»)

incompatibilité puis indépendance)

—~

1 1 1 1
= 3%3T3%3
Rk
= |2

1
On a donc P(Ny =2) =1—-P(Ny = 1) = puisque ces événements sont contraires dans le cas

particulier ot on se limite aux deux premiers lancers.
On en déduit :

1 1 3
B(Ny) = 1% ~+2x ~=>.
(M) =1x5+2x5 =73

On a de maniére similaire N3(2) = {1, 2, 3}.
On peut calculer explicitement P(N3 = k) pour k € {1,2,3} en donnant les événements a chaque fois,

mais on va plutot s’inspirer de la question suivante afin de commencer a voir comment cela peut marcher
dans le cas général.

Cas N3 =1 : Sl y a une seule série, cela signifie que les résultats de tirage sont tous les mémes (soit
tous Pile soit tous Face). On a donc :

[Ngz1]:(Plﬂpgﬁpg)U(FlﬂFQHFg).

Par incompatibilité et indépendance, on obtient :

P(N3y=1)=p’+¢° =

X

+ X

1
1

N =
N =
N =
NN
N =
N =

On va regarder l'autre cas extréme : [N3 = 3|. Cette fois, tous les résultats ne seront pas les mémes.
Mais pour avoir 3 séries, on doit changer de résultat a chaque fois et donc, dés que le premier résultat
est connu (pile ou face), tous les suivants sont nécessaires. Ainsi :

[Ngz?)]:(PlﬂFgﬂpg)U(FlﬂpgﬂFg).

Puis :

AN

Et encore une fois, on déduit :

P(N3 =2) = —P(N3:1)—P(N3:3):

On peut désormais calculer :

1 1 1
E(Ns)=1Xx-42x-+3x-=2,
(N3) X7 x5 3><4
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2. Comme dans la question précédente, on a toujours au moins 1 séries et sur n lancers, on en a au plus n,

10

15

toutes les valeurs entiéres intermédiaires étant possibles. On a donc :

| Na(©) = [1,7].|

On a alors : . .
[Np = 1] = (ﬂP) U (ﬂF) :

On en déduit, encore une fois par incompatibilité puis par indépendance :

2n—1'

De méme, on peut expliciter I'événement [N,, = n] comme dans la question précédente pour [N3 = 3| :

[No=n]=|PnFnPn---nF,||J|ANPRNFEN---NP,

n termes n termes

ol pour des facilités d’écriture, j’ai écris le dernier terme dans le cas n pair. On en déduit, une derniére fois
par incompatibilité puis par indépendance :

P(Nn:n):pqupx---><q+p><q><p><---><q:Qn_l.

n termes n termes

Le cas impair donne le méme résultat grace a la condition p = ¢ = % que I'on s’est donnée pour cette question.

import numpy as np
import numpy.random as rd

def simulation(m):
X = np.zeros(m)
N = np.zeros(m)
X[0] = rd.randint (2)
N[O] =1
for i in range(l,m):
X[i] = rd.randint (2)

if X[i] == X[i—-1]:
N[i] = N[i—1]
else:
N[i] = N[i—1] + 1
return N

4. Fonction génératrice de N,,.

(a) Le sujet ne pose pas la question de la convergence et pour cause : la somme est finie.

En ce qui concerne 'espérance, on peut appliquer le théoréme de transfert (qui ne souléve donc aucune
question de convergence) :

E(sVn) = zn:skP(Nn =k) = Gp(s).
k=1

(b) La somme étant finie, Gy, est dérivable comme somme de fonctions dérivables. On a de plus pour
se0,1] :

Gr(s) =Y _ P(N, = k)ks* 1.
k=1
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Donc :
ZP N, = k)k1+! ZP

On reconnait ’espérance de IN,. Donc :

G;L(]‘) = E(Nn)

L’événement [N, = k| N P, est 'événement « il y a k séries sur les lancers 1 a n et le dernier lancer est
Pile » . Si on suppose que cet événement a lieu et si on se concentre sur les lancers 1 a n— 1, il y a alors
deux possibilités : soit le dernier Pile en n + 1 est le début d’une nouvelle série, soit il en prolonge une.
Formalisons le en terme d’événements.

Il faut se concentrer sur le lancer n — 1. Les événements F,_1 et P,_1 forment un systéme complet
d’événements. Donc :

[Ny =k|NP,=(Np=klNP_1NP)U([Ny,=k|NF,_1NPF,)
ol 'union est disjointe. Par incompatibilité des événements, on a donc :
P([N, =k]NnP,)=P([N,=k|NP,-1NP,)+ P([N,=k|NFE,—1 N Py_q).
Commencons par calculer P([N, = k]N P,_1 N P,). On a :
[Nn =k|NP,_1NP,=[Np1=klNP,_1NP,
puisque si P, et P,,_1 sont tous deux réalisés, le nombre de séries ne changent pas de n — 1 a n. Donc :
P([N, =klNP,-1NP,) =P([Nyp—1=k|NP,—1NP,) = P([Ny—1 = k| N Py—1)P(P,)

ou la derniére égalité utilise I'indépendance des événements. Et donc finalement :

P(IN, = H A Py1 1 Py) = %P([Nn,l — KA P).

De méme, on a :
[Nn :k] NFE, 1NP, = [Nn—l =k—- 1]ﬂFn_1 Nn~ek,
puisque si P, et F,,_; sont tous deux réalisés, le nombre de séries augmentede 1 de n — 1 & n. Donc :
P([N, =klNF,_1NP,)=P([Np-1=k—-1NF,_1NP,) =P([Np-1 =k —1NFE,_1)P(F,)

ou la derniére égalité utilise I'indépendance des événements. Et donc finalement :

P(INy = KN Fp1 1 Py) = %P([Nn_l — k1N Fy1).

En regroupant, on obtient bien :

P(IN, = K N Py) = %P([Nn,l KA P) 4+ ép([zvn,1 k1N F).

On admet la formule donnée par 1’énoncé :
1 1
P([N, =k|NE,) = §P([Nn,1 =klNF,_1)+ §P([Nn,1 =k—1]NP,_1).

Et on utilise désormais la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet Py, F, :

P(N:k) = P([N:k]mpn)‘f'P([N:k]ﬂFn)

- %P([Nn_l — KN P) + %P([Nn_l — k—1]NFu)

+ %P([Nn_l KA F) 4+ %P([Nn_l k1N Pyy)

= S (P(Nacx = FIN Pt + P(Noot = K0 o))

+ % (P([Not =k — 1] Po1) + P((Np_1 = k — 1] A Fa_1))
(on regroupe les termes selon la valeur de N,,_1)

- %P(Nn_l — k)4 %P(Nn_l k1),
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La derniére ligne provient de l'utilisation de la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme
{Pp—1, Fn—1} sur chacune des parenthéses.
(d) Soit n > 2 et soit s € [0,1]. On a :

Gn(s) = Y P(N,=
k=1

n
1 1
= > <2P(Nn_1 = k) + 5 P(Np1 =k - 1)) 5"
k=1
(Formule de la question précédente valable car n > 2)

= % (Zn: P(Nn—l = k)sk + zn:P(Nn—l =k - 1)8k>

k=1

(ZP w1 = k)s* + zn:P(Nn_l =k— 1)sk>

1

2
k=1

(Ie dernier terme de la 1% somme est nul car P(N,,_; = n) = 0)

1

2

n—1
(ZP =k)s* + > PNy = k’)sk’+1>
k'=0

(changement d’indice k' = k — 1)

n—1 n—1
1 k k1
= 3 < P(Np1=k)s" + > P(Nn1 =k)s
k=1 k=1
(Ie premier terme de la 2™ somme est nul car P(N,_; = 0) = 0)
n—1
1
— 2( P(N,_ s~|—sZP _1=Fk)s )
k=1
1
= 3 (Gaa(5) + 5Gaa ()
1
- ;San_l(s).
On a donc bien :
1+s
Gn(s) = 5 Gn-1(s).

A s fixé, (Gn(s)) est donc une suite géométrique de raison 155

Calculons désormais :
On en déduit I'expression de la suite géométrique :

G(s) = (1;5)n1 Gr(s) = (1_2”)”1 .

(e) 11 suffit de se rappeler que G, (1) = E(N,) et c’est cette espérance que l'on veut calculer. D’apreés la

question précédente, on a :
1+s\"!
Gn(s) = 5 s.

G, est donc dérivable (on le savait déja dans les premiéres questions) et :
—2 n—1
y o on—1[1+s\" 1+s
G(s) = 5 < 5 ) 1l .

G;l(1>:n—1(1+1> 1+(1+1) _n—1+1:n+1.

Donc :

2 2 2
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C’est-a-dire :

n—+1
E(N,) = 5

Partie II1 - Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs.

1. La fonction f :z +— e~ est convexe puisque sa dérivée seconde est x — —(—e™ %) est positive. Elle est donc
au dessus de sa tangente en n’importe quel point. Une équation de sa tangente en 0 est :

y=f(0)(z—0)+ f(0) = —z + 1.

(e

2. (a) La série de terme général P(A;) diverge. Or c’est une série a termes positifs, elle diverge donc vers +oco.

Donc, pour tout z € R, on a :

On a donc :
n n k—1
S SPG) = |52 P03 Py
i=k =0 =0
—400 constant
-
(b) On a:
PC,) = P |J 4
k<i<n
=1-P| |J 4
k<i<n
= 1-P A;
k<i<n

= [ r@.
k=1

(car les A; sont indépendants)

Or pour tout i € [k,n], on a :
P(4;) =1- P(4)

et d’aprés la premiére question, on a :
1 — P(A;) < exp(—P(A;)).

Donc :

0 < P(A;) < exp(—P(4;))

ol on a précisé que P(A;) est positive car c’est une probabilité. Cela de les multiplier termes & termes
pour obtenir :

[[PA) < [[exp(—P(A))
i=k i=k
c’est-a-dire : . .
[ PA) = —exp (— > P(A»)
i=k i=k
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Donc :

P(Cn) =1- ﬁP(E‘) >1—exp <_Zn:P(Ai)> :
i=k 1=k

Or limy, 400 2 i j P(Ai) = +00 (d’apres la question précédente) donc :

ngrfoo exp <— ;P(AQ) =0.

Par passage a la limite des inégalités larges, on en déduit :

lim P(C,) > 1.

n—-+o0o

Or P(C),) est une probabilité et donc inférieure a 1. Par passage a la limite, on trouve :

lim P(C,) <1

n—-+oo

Et donc :

lim P(C,)=1.

n—-+o0o

Pour tout n > k, on a Cy41 = C, U Ay41. Donce . Ainsi la suite d’événements (Cy,),> est

croissante pour l'inclusion.

On en déduit par le théoréme de la limite monotone pour les probabilités que :

—+00 n
P(Ue) - mmr(Ue) - e

On a clairement :
+oo +oo
UaiclJan
i=k n=k
puisque A; C C; pour tout i > k.
Montrons I'inclusion réciproque. Soit w € UZ:,; C,,. Montrons que w € U;r:o,? A;.
Comme w € :f;f Ch, il existe n > k tel que w € Cp. Or Cp, = Ui, Ai. Donc w € |J;-;, A;. Donc il
existe i € [k, n] tel que w € A;.

Comme w € A;, w appartient également & I'union Uj:olj A;. Donc :

—+o00 +oo

UJc.cla.

n==k i=k
Donc par double inclusion :

“+o0o +o0o

U4ai=Jcn

i=k n==k

On en déduit :

p(L‘j’A) :p(gcn) =

3. Pour n € N, on note I’événement A, : « on obtient Pile au (2n)®™¢ et au (2n + 1)®™° lancers ».

On va bien str utiliser la question précédente, mais pour cela il faut d’abord vérifier que la série des P(A,,)
diverge. On a :

P(A,) = P(PyNPypyr)
= P(Py,)P(Ponq1)

(indépendance)
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Donc P(A,,) ne dépend pas de n et la série des P(A,,) diverge (et méme diverge grossiérement).

P (01) -

Notons ’événement By, : « on obtient deux Pile consécutifs apres le lancer k£ ». On a :

Donc d’aprés la question précédente, on a :

—+00

By = [J@BnPen)
i=k
400 +o0
= U@ Poy) |J U (Potr1 0 Piargay1)
ik i=k

(On sépare les termes pairs et impairs)

+o0 oo
— (U Ai> U (U(P2k+l N P(2k+1)+1)> :
i—k

i=k
Et donc :
“+o00
U A; C By
i=k
Ainsi :

Or P(Bg) < 1 puisque c’est une probabilité. Donc :
P(By) = 1.

Ainsi la probabilité d’obtenir deux Pile consécutifs aprés n’importe quel lancer vaut bien 1.

[ Exercice 2 - ESCP ECT 2019

1. (a) g est bien dérivable comme quotient. De plus, pour ¢ > 0, on a :

—2t 2t

g(t) = T2 Q+ee 1)

(b) I(x) est une intégrale sur un segment (la fonction f est bien définie et continue sur Ry). On a donc
pour z > 0 :

Y RE 1
@)= [ 2 _qr— |- -
() /0 (1+ t2)2 [ 1+t2]0 1+ a2

(c) Soit A€ Ry. On a:

A A o
/Of(zt)dt:/0 mdt:[(ﬁl).

Or I(A)zl—ﬁ. Et donc :

A 1
/ FO)dt=1— 1.
0

1+ A2 Asgoco
——

0
A—+oco
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+o0
Donc fo t)dt converge et / f(t)dt = 1| De plus pour ¢t < 0, f(t) = 0 donc ff’oo f(t)dt = 0.
0
D’ou :
+o00
/ f(®)de =1.

Ainsi f est une fonction positive, continue et d’intégrale sur R convergente égale a 1, c’est donc bien
une densité de probabilité.

2. Onapourz e R:

3.

Flz)=P(X <z)= /_x F()dt

La deuxiéme ligne est la formule de la fonction de répartition lorsque ’on connait la densité.
Si z < 0, alors comme f(t) = 0 pour tout ¢t < 0, on a F(z) =0.
Six >0, alorson a:

:/;f(t)dt:/oxf(t)dtzl(x).

Donc :

1 1+22-1 z2
Flr)=1— — — )
(z) 1+ 22 1+ 22 1+ 22

On a donc bien :

(a)

2 .
VreR, F(z)={ T2 5720
0 siz<0

La fonction @ est dérivable comme quotient et pour tout x € Ry, on a :

Q') 22(1 + 22) — 2% x 2z 2z
xTr) = =
(14 22)2 (14 22)?
qui est du signe de z et donc strictement positif sur R* . Ainsi @ est strictement croissante sur R’
également.
De plus :

QMO)=0 et lim Qz)=

T—+00

Comme @ est continue, le théoréme de la bijection s’applique. @ est donc une bijection de Ry sur [0, 1].
Comme Y = Q(X) et que X(2) =R, on a:

V(@) = QRy) =[0.1[]

Soit y € [0,1]. On a :

X2
Glyy=PY <y =P <1 e < y) = P(X? < y(1+ X?)). (puisque 1 + X? > 0)
Donc :
G(y):P(XQ(l—y)<y):P<X2<1y>.(car1—y>()puisquey<1)
-y
Puis :

Gly) = ( \/7 \/7> (car 133/ > 0 puisque y € [0,1])
- < F (parce que X > 0 presque stirement)

- (i)
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Or pour y € [0,1[,ona: 0 < 1/ﬁ.Donc:

2
. W) s
_ A —y+
Vi) () s

D’ou finalement, pour tout y € [0,1] :

Gy) =y
De plus, en tant que fonction de répartition G est croissante. Donc pour tout y < 0, on a G(y) < G(0) =
0. Or G est positive. Donc pour tout y < 0, on a G(y) = 0.
De méme, pour tout y > 1, on a G(y) > G(1). Or :

Gl)=P(Y <1)=1

puisque Y (2) = [0, 1].

Donc G(y) > 1 pour tout y € [0, 1] et comme G est nécessairement plus petit que 1 (c’est une probabi-
lité), on a G(y) = 1 pour tout y € [0, 1].

Ainsi pour y € R :

0 siy<O0
Glyy=q vy si0<y<l1
1 sil<y

c’est-a-dire que G est la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0, 1[. Donc Y suit la loi uniforme
sur [0, 1].
Ona:

X2
V=" _
1+ X2
& (1+X3)Yy =Xx?
(pas de probléme de division par 0 en remontant)
& X} (Y -1)=-Y
Y
s X2=_"
1-Y
(puisque 1 ¢ Y (Q))

/Y
& X =/—=.
1-Y

(car X >0)

On peut donc simuler X avec le code suivant :

import numpy as np
import numpy.random as rd

Y = rd.random()
X = np.sqrt(Y/(1-Y))
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(a) Soit z > 0. Pour h >0, on a :

Th(z) = 3 X Pxsq)([X <2+ h])

P(IX >z]N[X <z +h|)
P(X > x)
Plzx<X<z+h)
P(X > x)
[P pa 1
h 1-P(X<u)
1
h 1—F(x)

= e
X X

8 g
+
>

~

—~

~

S—

o,

=

Comme F' est une primitive de f, on a :

L f0dt e+ h) - F(x)

h h
Donc : o
_Jp N fmdt  Feth) - Fa)
a ST P
D’ou :
: f(z)
lim 7; =
M Ti(*) = 15
(b) Soit > 0. On a:
f(x)
T =
(z) 1- F(z)
2x
. (1+I2)2
- 2
1- 1112
2x
_ (1+a2?)?
T 14222
1422
_ 2x
14 a2
(c) Soit z >0.0On a :
/ T(t)dt = / = _dt
0 o 1+1¢2
= [In(1+ t2)]g
= |In(1 +2?%).
Il y a plusieurs moyens de trouver I’expression en fonction de f. On peut reconnaitre que 7'(z) = 7 f E;E()x)

est de la méme forme que la dérivée de —Ino(1 — F)).

. 2
On peut aussi remarquer que comme : F'(x) = LfT pour z > 0, on a:

2 F(z)

$:1_7F,(x).
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Donc :

/xT(t)dt = In(1+2%)
0

[ Exercice 3 - ECRICOME ECS 2008

J’ai failli écrire « cf DS précédent ». Mais bon, pour que vous puissiez regarder dés la sortie du DS, revoici la
correction.

1. (a) Soit > 0. Pour n € N*, on a :
1 I n+zxz—n T x

fu(z) = = = =

n n+z nn+z) nln-—z) n—too n2’

La série Z:{g -5 converge (critere de Riemann). Donc par équivalence de séries & termes positifs,

‘la série de terme général f,(z) converge également. ‘
(b) On a:

F(O):f}@_nio) N

On a également F'(1) = :g (% — n%rl) Passons aux sommes partielles. Pour N € N*, on a :
i L1, 1
n o n+1) N+1
n=1 ——
N —+oc0 0

2. Commengons par remarquer que f, est effectivement dérivable sur Ry dés lors quen > 1. On a pour x € R :
1 1
fla) = s~
(n+z)? notoo n

Encore une fois Zzg # converge d’apreés le critére de Riemann. Donc, par équivalence de termes positifs,

‘1a série de terme général f] (z) converge. ‘

3. (a) p est de classe C? sur R%. On a pour z € Ry, " (z) = m% Cette dérivée seconde est décroissante, donc
sur U'intervalle [n,+oc[, on peut la majorer par sa valeur en n.

Donc 'inégalité de Taylor-Lagrange nous donne a 'ordre 2, au voisinage de zy € [n, 400 :

(x—wo)zw(n) < (z — x)? 2 o (x—iUo)Z.

lp(z) = p(w0) = (& = w0)¢ (20)] < = < 5 <03

(b) Soit x € Ry et soit h A0 tel quez +h € Ry. On a:

, _ r o r 1,1 1
[fn(@ + 1) = fo(2) = hfn(2)] N n n4+z+h n + n+ax h(n—l—x)?
= |—p(n+2+h)+on+z)+((n+z+h) = (n+2)(n+ )

lo(n+z+h) —pn+z)— ((n+z+h)— (n+2)¢(n+)

signe inversé
h2

<
~ ’]7,3
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: 2 R : :
Or la série Y729 % converge (critére de Riemann). Donc, par comparaison,

‘la série de terme général |f,(x + h) — fn(z) — hf} ()| converge absolument donc converge. ‘

(c) Soit x € Ry et soit h #0 tel que z +h €Ry. On a:

F(z +h) — F(z) ' O falwh) = S fa(r) R,
—Gr)| = |== = = fal®)
‘ h n=1
+00 1
= 13 7 Unla 4 )~ fule) — by (@)
n=1
(somme de séries convergentes)
+oo
1
<y 2 M@+ h) = ful@) = hfy ()]
n=1
(inégalité triangulaire)
_ 1 +o00 n2
S T2
‘h‘ n=1 "
400 1
< Al 2—21 3
constante

Ainsi, en posant K = Z;g %, on a bien :

‘F(x#—hg—F(x)_G(m) < KJh.
(d) Ainsi, on a :
Og’F(x+h)_F($)—G(x) < K|l
h ——
h—0

Donc, par encadrement limy,_,q w = G(x) c’est-a-dire la limite existe et est réelle.

‘F est donc dérivable en ‘ et on a :

F'(z) = G(z)
4. (a) z € Ry est fixé. On étudie alors la fonction v : t — % — t%t Elle est dérivable sur R* et pour ¢t € R*,
onaw’(t):—t%—i—mé().

Donc v est décroissante et donc pour k € N* :

Vi e [k, k+1], v(k+1) <(t) < (k)

qui peut aussi s'écrire V¢t € [k, k + 1], fri1(z) < 1 - t—i%x < fr(x). Par croissance de l'intégrale, on
trouve :
k1 k+1 /q 1 k+1
z)dt < - — dt < x)dt .
[t [ (G- )aes [ A
~ | S ——
=frt1(x) =fr(x)

(b) On somme l'inégalité de droite précédente, avec n > 2 :

n

k1 n
Z/k G_ t—fl—x> dt <) Jul@).

k=1

(e

On obtient bien la premiére inégalité.
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Pour 'autre inégalité, on procéde de maniére similaire :

n—1 n—1 ki1 1 1

< - - dt.
> fera(z) Z/k (t t+x>
k=1 k=1

=Shr—p s (@) — (A

t t+x

On rajoute alors le premier terme manquant de la somme :

kznzlfk(m)é &@ —#—/j(i—tia})dt

On a bien finalement :

n+1 1 n n 1 1
/1 <t_t+:r> Zf’“ ) /1<t_t+:n>dt

(c) Le but est de passer a la limite n — 4o00. Calculons d’abord la forme des termes de gauche et droite.

n(l+ x)
n+x

/In (1 - x) dt = [In(t) — In(t + 2)]} = In(n) — In(n + ) — (1) + In(1 + ) = In

On a nil:;c) P 1+ donc : [* (t t+x> dt%ln( + ).

Par passage a la limite, on en déduit ’encadrement :

=F(z)

(d) Puisqu’on étudie la limite x — +o00, on peut diviser par In(1 + ). On obtient pour x > 0 :

< F@) < +1
S In(l4+2)  (z+DIn(l+z)
T —+o00 0

L@ ——— 1 c’est-a-dire :

DOIlC ar enc adrement
b In(1+z) z—+00

F(z) ~ In(1+x).

[ Exercice 4 - EDHEC ECS 2016

1. (a) Ona:

(f =14+ fo(2d—f) = f*—2f +1d+2f - f[=Td |

(car f et Id commutent)

(b) Pour z € R, on a donc | (f —Id)?(z) + (f o (2Id — f))(z) = Id(x) =
(c) Le résultat permet de montrer que R" = Ker(f) + Im(f). En effet, pour x € R, on a

z = (f —1d)*(2) + (f o (21d — f))(z).
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Or (fo(2Id— f))(z) = f((2Id — f)(z)) € Im(f) par définition. De plus, on a :
FUf =1d)*(2)) = (f o (f = 1d)*)(2) = 0.
Donc (f —Id)?(z) € Ker(f). Ainsi, on peut écrire :

z=(f —1d)*(2) + (fo (2d - f))(x).

eKer(f) €lm(f)

Donc on a bien x € Ker(f) + Im(f) et donc ’R” = Ker(f) + Im(f). ‘

Il reste & prouver que Ker(f) et Im(f) sont en somme directe. Faisons-le par un calcul sur les dimensions.

On a:

dim(Ker(f) + Im(f)) = dim Ker(f) + dim Im(f) — dim Ker(f) N Im(f).
Or dim(Ker(f) + Im(f)) = dimR"™ = n. De plus, d’apreés le théoréme du rang, on a :

dim Ker(f) + dimIm(f) = dimR" = n.

Donc nécessairement :

| dim Ker(f) N Im(f) = 0. |

Cela implique que Ker(f) NIm(f) = {Orn} et donc que ‘Ker(f) et Im(f) sont en somme directe.
Donc finalement ‘R" = Ker(f) @ Im(f). ‘
2. (a) Soit P € Ry[X]. On écrira P = aX + b avec a,b € R. On a :

LX DX -9+ XP(X) = 1

1
@Z(X2—5X+4)+X(aX+b) = 1

& X?—5X +4+4aX? +4bX =
& (4a+1D)X2+4b-5X = 0

da+1 = 0
4b—-5 = 0
1
4

Ainsi | P = —iX + % est I'unique polynome de degré 1 | tel que :

LX DX -4+ XP(X) =1

(b) Comme f et Id commutent, on peut faire les mémes calculs en remplagant X par f. On trouve alors :

1 1, 5
L —1d)o (f —41d) + fo (—4f+41d) = 1d.

On en déduit que pour tout z € R™ :

o= 4 =10 (f ~41)@) + (F o (~3f + 1)) (o)

Comme dans la premiére question, on peut alors remarquer que :

(o (=1 + 310w = (=37 + 31a) (2) € i)

et : F(L((f —1d) o (f —41d))(x)) = 4 o (f — 1d) o (f — 41d)(x) = O
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Donc 3((f —Id) o (f — 41d))(z) € Ker(f). Dot :

T = Z((f—ld)o(f—éﬂd))(x)—i-(fo (—if—&-ild) (x).

GKer(f) EIm(f)

Ainsi, on a‘R” = Ker(f) +Im(f)‘

Il reste a prouver que Ker(f) et Im(f) sont en somme directe. On procéde exactement comme dans la
question 1 :

dim Ker(f) NIm(f) = dim(Ker(f) + Im(f)) — (dim Ker(f) + dimIm(f)) = 0.

=n =n

D'ont |R" = Ker(f) @ Im(f). |

3. (a) Comme P est de degré p, il existe ag,a1,...,a, € R tel que P = ag + a1X + a2 X? + -+ + a, X? ol
ap, #0. On a P(0) = 0. Donc :

a0+a1><0+a2><02+~--+ap><0p:0.

=ag

Donc | P = a1X+a2X2+~--+apo.
De plus P'(X) = a1 + 2a2X + -+ + pa,XP~L. Donc P'(0) = a;. Et comme P'(0) # 0, on a :

Donc|il existe bien (a1,...,ap) € RP avec a1 # 0 (et méme a, # 0) tel que P = a1 X + ar X2+ -+ ap XP.

(b) Soit z € Ker(f) NIm(f). Montrons que x = 0.
Comme z € Im(f), il existe y € R™, tel que z = f(y). Comme P est un polynéme annulateur de f, on

a:

arf(y) +az(fo f)(y) +---+ apfP(y) =0
que l'on peut réécrire dans ce contexte : ajz + asf(z) + - + a, fP~H(x) = 0.
Or z € Ker(f). Donc f(z) = -+ = fP~1(x) = 0 puis :

arxz = 0.

Et comme a; # 0, on a finalement

‘Donc Im(f) et Ker(f) sont en somme directe. ‘

De plus, d’aprés le théoréme du rang, on a : dim Im(f) 4+ dim Ker(f) = dim R". Et ainsi, par égalité des
dimensions, on a :

‘Im(f) ® Ker(f) =R". ‘

(c) Les deux questions précédentes sont I’application de cette question avec P = X (X — 1)2 et P =
X (X —1)(X —4) respectivement. On a bien dans chaque cas que ce sont des polynémes annulateurs de
degré au moins 2, avec P(0) = 0 et P'(0) # 0.
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