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TD10 - APPLICATIONS LINEAIRES

1 Exercices pour commencer

Exercice 1

-

1. Montrer que les applications suivantes sont des ap-
plications linéaires, puis donner leur noyau et leur
image, précisez quand elles sont injective ou sur-
jectives, et donner leur matrice dans les bases ca-
noniques :

(a) f:R* = R? (z,y) = (2, 22 — 3y, = +4y),
(b) g:R* = R% (z,y) = (—z+y, z—y, 20+

2y),
(C) h’:2f_3gv
R* — My(R)
(d) ¢: 20—t y+t
($’y7z7t) '_> 3‘,1:_{_2 0

2. On suppose que f est une application linéaire dé-
finie sur R?, muni de sa base canonique (e1, €2, €3)
et & valeurs dans R? muni de sa base canonique
(e1,e2), telle que f(e1) = e1 — 2ea, f(e2) = 3e
et f(e3) =2e;+ey. Déterminer f(x,y,z) pour
tout (z,vy,2) € R3.

- |

Exercice 2

Soit g 'endomorphisme de Mz ; (R) défini par :

T —2rx+y+z
gllv =| zr—-2y+=z
z T+y—2z

Déterminer Im(g).

Exercice 3

= |

1. On considére les matrices de Ma(R) : A = <2 11) 2. A= <5

0 —

00
et B = ( 1 O>'
Montrer que I’application ¢ définie pour toute ma-
trice M de Ma(R) par (M) = AM — M B est un
endomorphisme de My (R).
Déterminer sa matrice dans la base canonique de
M3 (R). Que peut-on en déduire quand a la bijec-
tivité de ¢ 7

2. Soit A € M,,(R) et f 'application définie sur M,,(RR)

par f(M)= AMA.
Montrer que f est un endomorphisme de M, (R).
Que peut-on dire si A est inversible ?

Exercice 4 *k

Soient f I’application de R? dans R? définie par f((a:, y)) =
(r—2y,x,3x+y) et g lapplication de R? dans R? définie
par g((x, v, z)) = (z+ 3y + 2z, —2x + 2).
1. Déterminer 'application go f et montrer que c’est
un endomorphisme de R?.
2. Qu’en est-il de 'application fog?
3. Retrouver ces résultats en se servant des matrices
d’applications linéaires.

Exercice 5

Soit f I’endomorphisme de R?® défini par :
f(xayvz) = (Z+y—$7$+2—ya$+y_z)-
1. Ecrire la matrice A de f dans la base standard B
de R3.
2. Déterminer la matrice de f o f de deux fagons dif-
férentes :
(a) en calculant les images par f o f des vecteurs
de la base standard
(b) en calculant le produit A2

3. En déduire une expression fof(x,y, z) pour tout (z,y, 2)
de R3.

*k

[ Exercice 6

Dans chaque cas, déterminer I’application linéaire f ca-
noniquement associée a la matrice A :

2 0
1. A=[-1 3],
0 1

1 2 -1
-4 0 )

[ Exercice 7

= |

1. Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans

1 2 3
la base standardest A=| 0 2 3
-1 0 -1
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2. Soit E un espace vectoriel ayant pour base B =

(617 €2, 63).

Soit f 'endomorphisme de E dont la matrice dans
11 1

labase Best C=10 1 0
010

(a) Calculer f(eq + 2e2), f(2e3 — 3e1).

(b) Résoudre I’équation f(z) = ej+eg, puis f(x) =

2e1 + eg + e3, ol x est un élément de F.
(c) Déterminer Imf.
(d) Déterminer Kerf.

Exercice 8

= |

Soit E un espace vectoriel et soit f € L(FE). Soit A € R.
Montrer que :

Ex(f)={z e E| f(z)

est un sous-espace vectoriel de F.

= Az}

[ Exercice 9 - Vrai ou faux

- |
Vrai ou faux? Justifier.
Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € L(E, F).

1. Si (e1,...,eyn) est libre alors (f(e1),..., f(en)) est
libre.

2. Si(f(e1),..., f(en)) est libre alors (ey,...,e,) est
libre.

3. Si(eq,...,ep) est génératrice alors (f(e1),. .., f(en))
est génératrice.

4. Si(f(e1),..., f(en)) est génératrice alors (eq, ..., ep)
est génératrice.

5. SiIm(f) = F alors f est injective.

6. Si Im(f) = F et dim(F) = dim(FE) alors f est
injective.

7. Si g est une autre application linéaire de E dans
F avec Im(f) = Im(g) et ker(f) = ker(g) alors

=g
- |

Exercice 10

On considére les Vecteurs de M3 1(R) suivants :
1 1
u=11],v= et w= 0
1
Soit g I’ endomorphlsme de M3 1(R) deﬁm par :
x —2x+y+z
g Y =| z—2y+=z
z r+y—2z

En supposant admis le fait que la famille B est une base
de M3 1(R), déterminer la matrice Matg(g) de 'endo-
morphisme g dans la base B.

Exercice 11 *k

Montrer que P = X2 —5X +4 est un polynéme annula-
2 11
teurde A=(1 2 1
11 2
e

En déduire que A est inversible, puis donner A~!.

Exercice 12

1. Soient R3 muni de sa base canonique B .
Soient v = (1,0,1), v = (—-1,1,0), w = (0,1,2).
On admettra que C; = (u, v, w) est une base de R?
(a) Donner la matrice de passage P; = Ppg, ¢, de
la base canonique B; de R? a la base C;.
Soit f un endomorphisme de R3. On note A sa
matrice dans la base standard et B sa matrice
dans la base C;.
Exprimer B en fonction de A, P; et Pfl
Application : Soit f ’endomorphisme de R3
tel que f(z,y,2) = (—2x+2y—4z, —3z+3y—
4z,3x —y + 62).
Déterminer la matrice de f dans la base Cy.

(b)

2. Soient M3(R) muni de sa base canonique Bs.
Soient :

1 -1 11 1

On admettra que C3 = (My, Mo, M3, My) est une
base de Ma(R).

(a) Donner la matrice de passage P3 = Pp, ¢, de
la base canonique Bs de M3(R) a sa base Cs.

(b) Soit f un endomorphisme de Ms(R) ayant
pour matrice G dans la base standard et H
dans la base Cs.

i. On suppose que H est inversible. Que
peut-on dire de G 7

ii. Donner une lien entre G, H et Ps.

iii. On suppose que H? +2H + I = 0. En
déduire une relation vérifiée par f, puis
une relation vérifiée par G.

iv. Soit A € R tel que G — A n’est pas inver-
sible. Que peut-on en déduire pour f —
Aid, puis pour H — X\ 7

v. Quelle sera la matrice de f™ dans la base
standard ? dans la base C3 7
Etablir enfin un lien entre ces deux ma-
trices.
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2 Approfondissements

Exercice 13

= |

Montrer que les applications suivantes sont des appli-
cations linéaires, déterminer leur noyau, leur rang, leur
image et donner leur matrice dans les bases canoniques
adaptées :

1. f:Ry[X] - Ry[X]; P~ 2P — XP

2. % ¢ lapplication définie sur Ro[X] par ¢(P) = Q
avec @ le polyndome défini par Q(z) = P(x + 1) —
P(z)

3. Tr: M3(R) = R; M +— my1+maoo+ma3

4. Montrer que l'application f définie pour tout po-
lynome P de Ro[X] par f(P) = X?P' —2XP est
un endomorphisme de Ry[X].

- |

Soit £ un espace vectoriel et f un endomorphisme de F
tel que : f2—2f =0

1. Montrer que Ker(f — 2Id) = Im(f)

2. Si de plus E est de dimension finie, montrer que
Im(f — 21d) = Ker(f)
- |

Soient F, F' et G trois espaces vectoriels. Soient f €
L(E,F) et g € L(F,G). Montrer que :

Exercice 14

Exercice 15

go f=0<Im(f) C ker(g).

[ Exercice 16 *ok

1. Soient P = 1 -3X + X2 Q = 1+3X, R =
1+ X+X24+X3, S=1.Co = (P,Q,R,S) est une
base de R3[X].

Soit f I’endomorphisme de R3[X] dont la matrice

1 0

1 3

1 4

0 6 3 —1

(a) Calculer f(24+X2), f(2+4X+X%4+X3), f(4+
X +2X?% 4+ X3),

1 3
0 2
dans la base Cs est B = 5 4

(b) Résoudre I'équation f(Y) = 243X, puis f(V) =

2-3X + X2
(c) Déterminer Imf.
(d) Déterminer Kerf.
2. Soient :

1 -1 11
= (1 ) e=(5 )

1 -1 0 —1
=y )= )

La famille C3 = (Mj, Mo, M3, My) est une base

de M3 (R).

Soit f I’endomorphisme de Ma(R) dont la matrice
1 2 -1 3
01 3 -1

dans la base C3 est T = 00 1 9
00 0 1

(a) Calculer f <(1) 8), f (é 8)

(b) Résoudre I'équation f(M) = <i 8), puis

f(M) = <(1) (2]> , ot M est une matrice de Mo (R).
(c) Déterminer Imf.
(d) Déterminer Kerf.

*k

Exercice 17

Soit E un espace vectoriel de dimension 3. Soit « un
endomorphisme de F tel qu’il existe un vecteur = de F
tel que u?(x) # 0 mais u3(z) = 0.

1. Montrer que (z,u(z),u?(z)) est une base de E.

2. Déterminer la matrice de ’endomorphisme u dans
la base B = (z,u(z), u?(z)).
u est-il bijectif ?

o

4. Déterminer la matrice de ’endomorphisme 3u? —
2u + Id dans la base B.

5. Soit v = Id 4 2u. Montrer que v est bijectif et dé-
terminer la matrice de ’endomorphisme v~ dans

la base B.

Exercice 18 - Polynémes de Lagrangexx

Soient n € N et ag,...,a, n+ 1 réels deux a deux dis-
tincts. On considére 'application :

{5

N Rn-i-l

(P(ag), ..., Plan))
1. Montrer que ¢ est linéaire.

2. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

3. Pour i € [0,n], on pose :

n

X —a;
L= L.
! Hai*a]’

(a) Calculer ¢(L;).
(b) En déduire que (Lo, ...
R, [X].

, L) est une base de
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4 Mathématiques approfondies

Exercice 19 * kK

. . ] ] _ 4.1 Geénéralités
Soient E, F' et G trois espaces vectoriels de dimension

finie. Et soient f € L(E,F) et g € L(F,G).
1. Montrer que rg(go f) < rg(g).

Exercice 22 *k

2. Soit (e1,...,ep) une base de Im(f). Montrer que Soit E un espace vectoriel et soient f,g € L(FE) deux

(g(e1),-..,g(ep)) est une famille génératrice de Im(goendomorphismes qui commutent (c’est-a-dire fog =go
f). En déduire que rg(go f) <rg(f). f).
3. Montrer que rg(g o f) < min(rg(g),rg(f)). 1. Montrer que ker(f) est stable par g.

2. Montrer que Im(f) est stable par g.

Exercice 20 * kK

Exercice 23 * * *

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1. Soit f

~ _ -1
un endomorphisme de E tel que f" = OﬂgE) et f*7 # Soient E un espace vectoriel, p € L(E) un projecteur et
. i
Oz(g). Soit = un vecteur de E tel que f*~ () # O f € L(E). Montrer que p et f commutent si et seulement

Montrer que la famille (z, f(z),..., f"~(z)) est une base ker(p) et Im(p) sont stables par f.
de E.

4.2 Sommes directes

3 Exercices de concours
Exercice 24 Kk

[ Exercice 21 - Oral ESCP 2019 %% % %% ]

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n et soit

Soit F un espace vectoriel de dimension n o n > 2. On ¥ W€ forme linéaire non nulle sur £. Montrer que pour

note L£(E) l'espace vectoriel des endomorphismes de E. tout u ¢ ker(yp), £ = ker(p) @ Vect(u).

1. Soit u un endomorphisme de E. Le but de cette
question est de montrer qu’il existe un endomor-
phisme w de E tel que u = wow owu. On note r le
rang de u.

Exercice 25 Sk

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £. On
suppose que I’endomorphisme f vérifie f2 = f. Montrer
que E =ker(f) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

(a) Traiter les cas r =0 et r = n.

(b) On suppose maintenant que r € [1,n — 1].

i. Montrer qu'il existe une base B = (eq,...,e
de F telle que la famille (u(e1), ..., u(e,))

?Oit libre et telle que, pour tout entier Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout entier ¢

i€ [r+1,n], u(e;) = 0. de [1,n], p; désigne un projecteur de E. On suppose que

ii. En déduire I'existence de w. pour tout couple (i,5) € [1,n]? : i # j = p; o pj = 0.

2. Pour tout endomorphisme f de E, on note @ 'en- Montrer que la somme Im(p;) +. .. +Im(p,) est directe.
domorphisme de L(E) défini par :

Vge L(E), ®s(9) =fog—gof.

On suppose que f est nilpotent, c’est-a-dire qu’il [ Exercice 27 - Symétries * * K
existe un entier p € N* tel que fP = 0.

Exercice 26 * * %

4.3 Projecteurs

(a) Montrer par récurrence sur m € N* que, pour Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On dit

tout endomorphisme g de E, on a : quun endomorphisme f € £(E) est une symétrie si f2 =
Idg.
m
(@)™ (9) = Z(_l)k (TIZ) ko go f. 1. Soit p un projecteur de E.
k=0 (a) Montrer que Im(p) = ker(p — Idg).

(b) Montrer que ®; est nilpotent. (b) Montrer que 2p — Idg est une symétrie.

3. Montrer que fP~! € Im ((<I>f)2pf2). 2. On suppose dans cette question que g € L(FE) est

. .. . . une symétrie.
4. Préciser l'indice de nilpotence de ®f, c’est-a-dire

le plus petit entier ¢ tel que (®7)? = 0. (a) Montrer que %(g +1dp) est un projecteur.
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(b) En déduire que ker(g — Id) et ker(g + Idg)
sont supplémentaires dans FE.

Exercice 28 - Projecteurs associés * * % ]

Soient p et ¢ deux projecteurs d’un espace vectoriel £
tels que p + ¢ = Idg. Montrer que F = Im(p) @ Im(q).

Exercice 29

* ok k ]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit f €
L(E) tel que f?2 + f — 6ldg = 0. On pose alors u =
f + SIdE et v= f - QIdE.

1. Montrer que f est un isomorphisme et déterminer
une expression de f~! en fonction de f et Idg.

2. Montrer qu'il existe deux suites (o) et (5,,) telles
que :
VneN, f"=a,f+ Bnldg.

En déduire une expression de f™ en fonction de f,
Idg et n.
3. Calculer w—v. En déduire que E = Im(u) 4+ Im(v

).
4. Calculer u ov et vou. En déduire que Im(u) C
ker(v) et Im(v) C ker(u).
5. Montrer que E = ker(u) @ ker v.

4.4 Exercices de concours

Exercice 30 - HEC 2018 (modifié) ok

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit ¢
une forme linéaire non nulle sur F.

1. Montrer que pour tout u ¢ ker(y), on a E =
ker(y) & Vect(u).

2. Soit 1 une autre forme linéaire non nulle sur F.
Montrer que ¢ et 1 sont proportionnelles si et
seulement si ker(¢) = ker(v)).

Exercice 31 - QSP ESCP 2004 * Kk Kok ]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient f
et g deux endomorphismes de F tels que E = Im(f) +
Im(g) et E = ker(f) + ker(g). Montrer que ces sommes
sont directes.

[ Exercice 32 - Oral ESCP 2012 %% % %% ]

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non
nul et (ai,...,a,) une famille de nombres réels distincts.
Pour tout (i,7) € N2, on note :

5oL sii=]
W10 sii#

1. (a) Soit i € [1,n]. Montrer qu’il existe un unique
polynéme L; € R,,_1[X] tel que pour tout
J € [[1,71]], Li(aj) = 6i7j'
(b) Montrer que la famille (L;);e[y ) est une base
R,—1[X].
2. Soit 7 : R[X] — R[X] définie pour tout P € R[X]
par m(P) =" | P(a;)L;.
(a) Montrer que 7 est un projecteur de R[X].
(b) Déterminer le noyau et I'image de .
(¢) On note :

F—{QH(X—az% QGR[X]}-

Montrer que F' & R,,_1[X]| = R[X].
(d) Soit P € R,,—1[X]. Déterminer les coordon-
nées de P dans la base (Li)ic[1,n]-

3. On pose :

E_{Rn_l[X] ~ R®
' P = (P(ai))iepin]

(a) Montrer que € est un isomorphisme.

(b) Soit f € F(R,R). Montrer qu’il existe un
unique polynéme P € R,,_1[X] tel que P(a;) =
f(ai), pour tout i € [1,n].

Ce polynome s’appelle le polyndome
d’interpolation de Lagrange associé a la

fonction f auzx points (ay,...,an,).

4. Soient a,b € R tels que a < b. Soient f € C"([a, b],R)
et ar,as,...,ap telsque a <ay < ...<a, <bet
P le polynéme d’interpolation de Lagrange associé
a f et aux points (ag,...,ay).
(a) Soient z € [a,b] \ {a1,...,a,} et K réel. On
définit la fonction ¢ par :

{ [a,b] — R
7 t o= f(t) - P(t) - K[ (t—ai)

Montrer qu'’il existe K tel que ¢(x) = 0.

(b) Montrer que pour cette valeur de K, il existe
¢ € [a,b] tel que ™ (¢) = 0.

(c) Montrer que pour tout x € [a,b], on a :

£(a) - Pla)] < L=t =0l gy ooy

[a,b]



