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CORRECTION DM3 - VARIABLES A DENSITE

Exercice 1 - ECRICOME ECE 2019 (Exercice 3)

Partie 1
1. Soit t € R.
e Sit>1,alors —t < —1. Donc :
-1 1
= S =@ =0
e Sit < —1,alors —t > 1. Donc :
1 -1
—t) = = = f(~t
f-) = = = g = 1)
e Site]l—1,1], alors —t €] — 1, 1]. Donc :
f(=t) =0=f(t)

Donc ’ f est bien paire. ‘

+o0 +oo 1
2. / fdt = / t—3dt est une intégrale de Riemann convergente (car 3 > 1). Donc lintégrale est bien
1

1
convergente.

De plus, pour A > 1, 0on a :

/1A Fat = /1A tlgdt

Donc :

3. (a) La fonction t — —t est C1. Donc le changement de variable u = —t < t = —u est licite.

-1 1 A
| rwae= | f_(f—(U))(—l)du: J

On a dt = —du puis :

Ainsi on a :

-1 A +o00o 1
/_A f(t)dt:/l Fdu —— [ f(w)du =,

A—+4o00 1

Donc l'intégrale suivante converge et :

(b) Vérifions que f est une densité :
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. ’f est bien positive.‘ C’est trivial pour t > 1 et t €] — 1,1[. Pour t < —1, on a t3 < 0 et donc
fit)=2 >0.

’ f est continue sauf éventuellement en —1 et en 1 ‘ (elle est méme discontinue en ces points).

o [M3 o0 £(#)dt converge (grace aux calculs précédents) et vaut

+00 1 1 400
s = /_OO F(t)dt + /_1 faes [ fa = % YO0+ % —1.

Donc ’ f est bien une densité de probabilité. ‘

4. (a) On a pour tout z € R :

Ainsi ;

e Siz<—-1,ona:

Pour A< z,ona:

-2 x 2 A2 1
[ A
B L2 2 Ao
Donc :
Fx(a) = 5
)= —
X 222

e Size]—1,1,ona:

—/m f(t)dt—/l_ldt+/x0dt—1+0—1
- —00 B —00 t3 —1 72 72
/ F(6)dt = / dt+/ 0dt+/

2

e Siz>1,0ona:

Or: g
1 t~ 1 1
[l
1t 2|, 2 2z
Donc :
1 1 1 1
Fx(@)=-+-———=1——.
x@ =545 93 222
Donc, on a bien :
%% six < —1,
Fx(z) =14 35 si —1l<z<l,
1- 5y siz>1

(b) X admet une espérance si et seulement si fj;o tf(t)dt converge absolument.
Découpons l'intégrale en 3 :

/+Ootf(t)dt:/1tf(t)dt+/l tf(t)dt+/+ootf(t)dt.
o o —1 1

L’intégrale f_ll tf(t)dt, il n’y a donc pas de probléme de convergence. De plus f(¢) = 0 sur ce segment,
donc : .
/ tf(t)dt =
~1
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1+°° tf(t)dt est une intégrale d’une fonction positive. Sa convergence absolue est donc équivalente a sa

convergence usuelle. Or :
+oo +00 1 400 1
/) tﬂww::/ t&:i/ —dt.
1 1 t3 12

Or f1+oo t%dt est une intégrale de Riemann convergente (2 > 1). Donc ffroo tf(t)dt converge absolument.

Enfin, pour A > 1, en faisant le changement u = —t (déja posé rigouresuement quelques questions plus
haut), on a :

/1A tf(t)dt = /A<—u)f(—u)(—1)du = —/A1 f(w)du.

-1

Donc, en passant a la limite A — 400, on obtient :

{A+mtﬂﬂdt:——/1ltﬂwdt

—00

Donc fj;o tf(t)dt converge absolument, donc ’X admet une espérance. ‘ De plus :

B(X) :/1tf(t)dt+/11 tf(t)dt+/1+ootf(t)dt:—/1+Ootf(t)dt+0+/l+ootf(t)dt:O.

—00 —

X admet une variance si et seulement si X admet un moment d’ordre 2. X admet un moment d’ordre 2 si
et seulement si fj;o 2 f(t)dt converge absolument. Comme tout est positif, cela revient & la convergence

usuelle.
+o00 ) d +o0 ) 1 q +oo 1d
t°f(t)dt = t°—dt = —dt
| erwa= [ ega= [

Or:
est une intégrale de Riemann divergente (1 < 1). Donc ’X n’admet pas de variance.

Y est une variable aléatoire. Posons Fy sa fonction de répartition. Pour y € R, on a :
Fy(y) = P(Y <y) = P(IX|<y).

Pour y < 0, puisque | X| >0, on a :

Fy(y) =0
Pour y > 0,0on a:
Fy(y) = P(-y<X<y)
— P(X<y)- P(X < —y)
= P(X<y -PX<—y)

(car P(X = —y) = 0 puisque X est & densité)
= Fx(y) — Fx(-y).
siz<—1

Or Fx(z) = z si —1<z<1 .Donc:
1 siz>1

1 [ 1-p o siy>1
y<1 |0 si0<y<1

VAN

11—t — ot siy
Rﬂﬁ_{O—ﬁﬂ o

Et donc, en mettant tout bout & bout :

1—# siy>1
sty <1
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Fy est C! sauf éventuellement en 1 par opérations sur les fonctions usuelles. Elle est donc C° au moins
sur le méme ensemble. De plus :

lim Fy(y)= 0 = lim Fy(y)
Y =Fy(1) Y

Donc Fy est continue en 1 également.

Fy est donc C° sur R et C! sauf éventuellement en un point. Donc ’Y est & densité.
(b) Pour y e R\ {1}, on a:

2 .
= siy>1
F! =4 v
v () { 0 siy<l1
Donc : ) _
_ ) = sz > 1,
Iy(x) { 0 sinon.

est bien ’une densité de Y. ‘

(c) Y admet une espérance si et seulement si fj;o z fy (x)dz converge absolument. Cela revient a la conver-
gence de ffroo T X x%dx vue 'expression de fy et comme l'intégrande est positive.

Or 1+°°x X %d:z: = 1+°O %dx est & un facteur prés une intégrale de Riemann convergente (2 > 1).

Donc Y admet une espérance.
De plus pour A > 1, on a :

x2 - A Astoo
Donc :
EY)=2
Partie 11
6. (a) Comme D prend les valeurs +1, Z prend les valeurs 0 et 1. Puis :
1 1
P(Z:O):P(D:—l)zi et P(Zzl):P(Dzl)za

On peut reconnaitre deux lois différentes : Z < B (%) ou Z — U([1, 2]).

Dans la suite, j'utilise Z — B (%) mais on retrouve les mémes résultats avec la loi uniforme.
Onadonc: E(Z)=1etV(Z)=1(1-3) =1

OrZz%@DzQZ—l. Donc :

|E(D) =2E(Z) —1=0|

et :

V(D)=V(2Z-1)=4V(2) =1

(b) Comme D et Y sont indépendantes, "= DY admet une espérance et :

|B(T) = B(D)E(Y) =0 x E(Y) =0.]

(c) Appliquons la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([D = —1],[D =
1]) :
Pr<z) = P(T<zln[D=-1))+P(T <z]Nn[D=1])
= P([DY <z|n[D=-1])+ P([DY <z|N[D =1])
= P((-1)xY<z]n[D=-1])+P(1xY <z]Nn[D=1)])
= P(V > —2]n[D = —1))+ P(IY <] N[D = 1)
= PY>2-2)P(D=-1)+PY <x)P(D=1)

(par indépendance)

1 1
= [PV 2 —2)+ 5P <),
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(d) Notons Frp la fonction de répartition de 7. On a pour x € R :

Fr(z) = P(T<x)

1 1

= PV = -2)+ 5P <)
1 1

= 5(1 —P(Y < —x))+ §P(Y < x)
1 1

= 5(1 —PY <—x)+ §P(Y < )
(car P(Y = x) = 0 puisque Y est & densité)
1 1

= 3 (1—-Fy(—=z))+ iFy(x).

Procédons par disjonction de cas :
o Sixz < —1,alors —z>1et Fy(—x)=1-— (_#)2 =1- ;—2 De plus Fy (z) = 0. Donc :

1 1 1 1

e Sixe€]—1,1], alors —z €] — 1,1] et donc Fy(—z) = Fy(z) = 0. Donc
1 1 1
ra) = 2 (1-0)+ 2 x 0= ¢
e Siz>1,alors —x < —1<1let Fy(z)=1- m% De plus Fy (—z) = 0. Donc :
1 1 1 1
Friaz)=-(1-0)+=x(1-=)=1-—.
(@) =5 (1=0)+35x < x2> 212

En mettant tout bout & bout :

| Pr(z) = Fx(z).|

7. (a) La fonction de répartition de U est donnée pour tout x € R par :

0 siz<O
Fy(z)=4¢ = size]0,]1]
1 siz>1

(b) V est une variable aléatoire. Notons Fy sa fonction de répartition. Pour v € R, on a :

ﬂmo:mv<w2p<¢547<0.
=i

Comme

>0,siv<0,0na:
Fy(v) =0.

Maintenant, si v > 0, on a :
Fy(v) = P@gmﬂ—U)(mmﬂ—U>m
= P<\/1—U> > (car v > 0)

= PQ—U>2>
v

(car & +— x? est une bijection croissante sur R )

~r(ren- L)
v

[ 1-% sil-4 e[0,1]
R sil— 2 <0

1
(le cas 1 — — > 1 ne peut pas se produire)
v

[ 1-% siv>1
B 0 si0<v<l1
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En réunissant avec le cas v < 0, on obtient :

1= siv=1 .
FV(”)_{ 0 i0<v<1 )

Donc V et Y suivent bien la méme loi.

1 |def D(n):
tableau = np.ones(n)
for i in range(n):

if rd.random() < 1/2:
5) tableaul[i] = —1
return tableau

(b) c est la multiplication de réalisations de D avec des réalisations de V' qui suit la méme loi que Y. Ainsi
c contient des réalisations de la loi de X.

Pour n assez grand, I’affichage de la moyenne devrait se rapprocher de I’espérance. On devrait donc voir
des valeurs proches de 0.
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