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DS3 APPLI - ALGEBRE LINEAIRE, V.A.R. A DENSITE

Exercice 1 - EDHEC Appliquées 2023 (Exercice 2)

1. La fonction nulle est un tel exemple avec K quelconque.

Sinon, on peut simplement poser :

f(z) = Kx.

On a alors :

f(@) - f(y)| = |Kz — Ky| = |K(z — y)| = K|]o — y| < K|z — y].|

2. On fixe x € R. Quand y tend vers x, on a alors |x —y| —— 0. Donc, par encadrement :
Yy—T

lim | £(z) — £(y)| = 0.

Yy—x

On peut encore ’écrire :

lim f(y) = f(x).

Yy—x

Donc f est continue en z. Et comme cela est valide pour tout « € R, | f est continue sur R.

3. Soient x,y € R tels que f(z) =z et f(y) = y. On suppose = # y. Montrons qu’il y a une absurdité.

On applique (x). On a donc :
| f(x) = fy) | < K|z —yl.

—~— =~
=x =y
D’ou :
0< (K~ Dl —y.
Or K — 1 < 0 puisque K < 1. Donc |z — y| < 0. Et comme la valeur absolue est positive, cela implique

|x —y| =0 puis =z = y. ’C’est absurde. ‘

Donc il y a au plus une solution & f(z) = =.
4. (a) Procédons par récurrence sur n € N :

e Initialisation : pour n =0, on a :
KOy — | = Jup — ug| > |uos1 — uol.

Donc la propriété est initialisée.
e Hérédité : Soit n € N. On supponse |upt1 — un| < K™|ug — ug.
D’apres (x), on a :
| funt1) = flun) | < K |ung1 — un|.
— 2 = N 2
=Un+2 =Un+1 <K™|up—uo|
Donc :
[Un+2 — Unt1| < Kn—H’ul — ug|.
Donc la propriété est héréditaire.

Ainsi, par principe de récurrence, on a pour tout n € N :

’ [tnt1 — un| < K™ uyp — u0|.‘

(b) Considérons la série "2 (uy11 — ). Montrons qu’elle converge absolument.

On a pour tout n € N :
0 < Jupt1 — up| < K™ug — ug).
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La série > %% K™|us — up| est une série géométrique convergente (puisque K €0, 1[). Donc par critére
de comparaison du théoréme de comparaison des séries i termes positifs, la série Z:{i% [tUn+1 — Unl
converge.

Donc | Y272 (w41 — up) converge absolument donc converge.

Maintenant, pour N € N*, on a :
N-1

Z(un—l—l —Up) = UN — U

n=0

par télescopage et donc (uy,), converge si et seulement si la suite (ij:_ol (Unt1 — Uup))N converge c’est-
a-dire si et seulement si la série "2 (u;11 — uy,) converge.

Donc ’1& suite (uy) est convergente. ‘

Comme f est continue sur R, elle est en particulier continue en a. Donc comme (u,,) vérifie uy+1 = f(uy),
d’aprés le théoréme du point fixe, on a :

f(a) = a.

Ainsi ’ f admet un point fixe. ‘ D’apres la question 3, il y a au plus une solution a f(z) = .

Donc ’ f(x) = x admet une unique solution sur R. ‘

Pour tout i € [n,n+p—1], on a:
Uip1 — u;| < Ki|u1 — up|.

Par sommation, on obtient :

n+p—1 n+p—1
i
E |wit1 — ui| < E K'|up — up.
i=n i=n
D’une part, on a :
n+p—1 n+p—1
E K1|’LL1—U0| = |U1—UO| E K
=n =n
1—-KP

= |up —ug|K" I (somme des termes d’une suite géométrique)

D’autre part, on a par inégalité triangulaire :

n+p—1 n—+p—1
D (i —w)| < Y fuin — i,
i=n i=n
Donc :
n+p—1
_ p
(uip1 —ui)| < lug —u |K"1 K
i+1 i) X 1 0 1_- K .
i=n
Or par télescopage, on a, :
n+p—1
D (i1 — w) = tpip — up.
i=n
Ainsi :
1—-KP
”U,n+p — un| < K" x 1- K |U1 — UQ|.

On choisit n fixé. On passe alors a la limite p — +o0o dans l'inégalité précédente. On obtient, puisque
K €]0,1] :

n

1-K

la — up| < |ur — up-
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6. (a) f est C?sir R par opérations sur les fonctions usuelles car 1 + e’ ne s’annule jamais.

On a de plus pour tout t € R :

et

et :

el +ef)?—ef2ef(14ef)  2e* —ef —e*  el(ef —1)

(@) = (1+ch)t T (At T (1te)3

(b) f”(t) est du signe de e’ — 1. Or :
—1>0ee>1at>0.

De plus :
lim f(z)=0 et lim f'(z)=0.

T——00 T——+00

On en déduit le tableau de variation suivant :

r |—o0 0 +00
et - 0
f'(@) - 0
0 0
f(z) \ /
f1(0) = —3
On en déduit :
vieR, |f'(t)] < i.

(¢) Pour tout x,y € R, on en déduit avec I'inégalité des accroissements finis que :

7@~ F)] < glr vl

puisque |f’| est majoré par ;.

Donc | f est bien %—contraetante.

(d) Comme f est %—contractante, d’apres la question 4, la suite (u,) converge vers un point fixe de f.

(e)
1 |def suite(n):
u=20
for k in range(l,n+1):
u= 1/C(l+np.exp(u))
5) return u

(f) Si 4™ >2000/3 alors :

" 4 1 _4 3 1
=—-x—< =X < —
1—1 3747 =37 2000 ~ 500
Deplusulzﬁ:ﬁ:%.Donc:
1 1
—ug| = |z -0 = =.
1 = ol '2 ' 2

D’aprés la question 5, on en déduit que pour 4™ > 2000/3, on a :

_ <
@ = unl < 7500
——

=103
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1 |n = int(np.log(2000/3)/np.log(4)) + 1
print(suite(n))

Exercice 2 - EDHEC ECE 2016 (Exercice 1 - trés largement adapté)

1. On a:
3 —1 1\ /3 -1 1 8 —4 4
A2=12 0 2|2 0 2]=18 -4 8
1 -1 3/ \1 -1 3 4 —4 8
Donc :
8 —4 4 3 -1 1 8 —4 4 12 —4 4 -4 0 0
A2 —4A=|8 —4 8| —-4(2 o =8 -4 8]-18 0 8|=|0 -4 0| =-4I
4 —4 8 1 -1 3 4 —4 8 4 —4 12 0 0 -4

Ainsi, on peut écrire A2 — 4A 4 41 = 0 et donc ‘xz — 4z 4 4 est un polynéme annulateur de A.

2. Soit X € M3 ;(R) non nul. Soit A € R. On suppose AX = AX. Montrons que A = 2.
Calculons :

(A2 —4A+ 41X = A(AX) —4(AX) +4X = ADX) —4AX +4X = MAX —4AX +4X = N2X —4)\X +4X.
Or A? —4A+41 = 0. Donc (A% —4A +4I)X =0 et ainsi :
MX —4)\X +4X =0.

=(A—2)2X

Comme X # 0, cela implique (A — 2)? = 0 c’est-a-dire
x
3. Soit X = [y | € M31(R). On a :
z

X € By(4) & AX =2X

3 -1 1 T x
& 2 0 2 yl =21y
1 -1 3 z z
3r—y+z = 2z
= 2¢ +2z = 2y
r—y+3z = 2z
r—y+z = 0
& 20 —-2y+22 = 0
r—y+z = 0
& z—-—y+2=0
& yYy=x+=z
x x
= yl=lxz+=z2
z z
T 1 0
& Y 11 +2z]1
z 0 1

1 0
& X € Vect 11,11
0 1
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4.

1 0
Donc | E2(A) = Vect 1],11 est bien un espace vectoriel | (c’est le sous-espace de Mz 1(R) engendré
0 1
1 0 1 0
par | 1] et [ 1]). De plus, 11,11 en est une famille génératrice. Comme c’est une famille de deux
0 1 0 1
1 0
éléments non colinéaires, cette famille est libre. Donc 11,11 est une base de Fy(A)| qui est donc
0 1

de | dimension 2.

(a) Montrons que la famille (uq,ug,us3) est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que A\juq + Aaus + Agug = 0. Montrons que A\j = Ay = A3 = 0.
On a donc :
1 0
A1 1 + A +X311] =10
1 0
On en déduit le systéme :
AM+2A3 = 0
AM+A+A3 = 0
M+A3 = 0
AM+2A3 = 0
-3 = 0
L2<_L2 X+A3 = 0
A =0
<~ )\3 =0
X =0

Donc, on a bien ’ A=Ay = A3 = O‘ et donc la famille est libre.

De plus, comme (u1, u2, u3) est une famille libre de cardinal 3 dans un espace de dimension 3 (dim M3 ; (R) =

3), c’est une famille génératrice et donc une |base de M3 1 (R).
(b) On a :

1 01
P=[111
011

On sait que P est inversible puisque c’est une matrice de passage. Calculons P!,

10 1 100
11 1] (o
01 1 00
101\ /1 00
o 010|[=110
Lelo=ln - \g 1 1) \ o 0 1
101\ /1 0 0
o 010|l[=1 1 o0
Lacls=l2 \g o 1 1 1
100\/0 1 -1
o 010|l[=1 1 o
Lichi=Is  \g o 1 1 -1 1
Donc :
0 1 -1
Pl=11-1 1 o0
1 -1 1




Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli DS3 ApPLI - ALGEBRE LINEAIRE, V.A.R. A DENSITE

Ensuite, on calcule :

—_ = O
— =

[a)
—
|
—_
O NN =W

T est bien triangulaire et ses éléments diagonaux sont bien égaux & 2.
(¢) Comme on note T'=2I+ N, ona N =T — 2[. Donc :

2 01 100
N=10 2 1|-210 1 0| =
0 0 2 0 0 1

o O O
o O O
(e e

On a alors :

o O O
— =
o O O

%
I
o oo
=
o oo
o oo
o oo

Et :
IN =N =NI.

Donc N et I commutent.

(d) Comme N et I commutent, la formule du binéme de Newton s’applique. On a :

n

@[+N)"=>" (Z) (21)"* N,

k=0

Or N2 = 0. Donc par récurrence immediate, pour tout k > 2, N*¥ = 0.
Sin > 1, on a donc :

n __ g n n—k k _ n n A70 n n—1arl _ on n—1
(21 + N) _;;) <k> (21) Ozyk>2_ <O> (21)"N° + <1> (20)" "IN = 27T 4+ n2" ' N.
= =0s1 kK=

On constate que 'expression reste valable pour n = 0. On peut ensuite écrire :

(21 + N)" = 2"T 4+ n2" " 'N = 2"T + n2"" YT — 2I) = n2"'T — 2"(n — 1)I.

5. (a) Soit n € N. On a :

A" = (PTP YHY'=PTP ' xPTP !'x...x PTP!
n fois
= PI"P~ ' =Pm2" T —2"(n - 1)I)P!
n2" 1 prpP=t — 2"(n — 1)PIP~!

= [n2" A - 2"(n—1)I.

(b) On a A%2 —4A + 41 = 0. Donc :
A(A —AT) = —41
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et ainsi : )
A <4(A — 4I)> =1
On vérifie aisément que de méme :

<—3A—4D>A:L

Donc A est inversible et :

A7l = —Z(A—4I).

1
4

(c) On met dans la formule n = —1 et on obtient :
n2" A - 2"(n - 1I = (-1)272A-27Y(-1-1)I

B VU Y s

Donc la formule reste bien valable pour n = —1.

Exercice 3 - EDHEC ECE 2017 (Exercice 3 - adapté)

1. (a) Soitx € R.On a:
Fy(z) = P

[
pucgpa- e
|
E
=
N
&

car exp est une bijection strictement croissante
= 1-P(V<e™)
= 1-P(V<e™)

car V est a densité et donc P(V =¢e77) =0

Or e7® > 0. Donc en utilisant ’expression de Fy,, on obtient :

—x

Fy(z)=1—¢°

(b) Fy est CY sur R par opérations sur les fonctions usuelles. Elle est méme C! sur R entier pour la méme
raison.

Donc ’ W est bien une variable & densité.

2. (a) Y, est une variable aléatoire. On a pour x € R :

= P(max(Xi,...,X,) <x)

k=1
car le maximum est inférieur & z si et seulement si tous les X}, sont inférieurs a X

= [[Pw<a)
k=1

par indépendance mutuelle des Xy,

= P(X1 < CL’)n

car les X, suivent tous la méme loi
_ 0 siz <0
N (I—e™)" siz>0

en utilisant la fonction de répartition de la loi £(1)
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(b)

(d)

Fy, est C! sauf peut-étre en 0. On a pour z € R* :

, |0 siz <0
Fy, (x) = { ne (1 —e )" 1 siz>0

Donc :

fy () = 0 siz <0
Yol = ne (1 —e )"t siz>0

est une densité de Y,, puisque la valeur en 0 est arbitraire (du moment qu’elle est positive).
On apourt>0:
1-Fy,(t)=1—(1—eH™

Quand t — +00, et — 0. Donc on peut utiliser le développement limité (14 u)* = 1+ cu+ o(u) quand
u—0.0na:

1—Fy,(t) = 1-(1—-ne"+o(e™)=ne"+ole") ~ mne™

t——+o0 t——+o0

Comme Fy, (t) est une probabilité, on a Fy, (t) < 1 et donc 1 — Fy, (t) > 0. On a évidemment ne* > 0.
Donc par critére d’équivalence, les intégrales :

+oo +oo
/ (1— Fy, (t)dt et / ne”'dt
0 0

ont méme nature. Or 0+°O ne~tdt est convergente puisque 'exposant est négatif.

+oo
Donc / (1 — Fy, (t))dt est convergente.
0

On pose u(t) =1 — (1 —e )" et v(t) = t. u et v sont C! sur R,. Donc on peut faire une intégration
par parties. Pour x € R, on a :

/01(1 — Fyn(t))dt = /OI (1 — (i_ e*t)n) X

= |Q-(1—-eH")x _t /0 (—ne (1 —e)" )y x ¢ dt
=u(t) =], =u/(t) =v(t)
= z(1-(1—-e""))+ / tne (1 — )" tdt
0
= |z(1 — Fy,(x)) —I—/ tfy, (t)dt.
0
On a pour z >0 :
z(1—Fy, (x)=z(1—(1—e"")").
Encore une fois, on a e™* — 0. Donc :
z(1 — Fy, (z)) T z(l—(1—ne®+o(e™”))) =nxe *+o(xe™™) L0 e
Or par croissance comparée, on a ze~* — 0. Donc :
i ar(1— Fy (1)) = 0. ‘
On en déduit que :
x x “+oo
/ tfy, (t) = / (1= Fy,()dt  —z(1 - Fy,(x)) — (1 = Fy, (t))dt.
0 0 ~——— T+ ]y
=Py, )t e

xr—+o00
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Donc f0+oo t fy,, (t) converge et vaut [,"°°(1 — Fy, (t))dt. De plus, on a :

/0 tfyn(t)dt:/o tx 0dt = 0.

Donc :
+00 +oo
|t - / (1~ Fy, (£))dt.

Donc Y,, admet une espérance et :

B = [ - By @)

4. (a) La fonction ¢ : ¢+ 1 — e~ est C' donc le changement est licite.

Onau=1-etet=—In(l—u)et dt:ﬁ—“u. Donc pour z € Ry :
x z o(z) 1 — I—e™® 1 _n
/ (1 - Fy, (t))dt = / (1-(1—eHym)dt = / Y du = / Y du.
0 0 »(0) 1—u 0 1—u
(b) On a
n—1 uk B 1—um
C1l-u
k=0
Donc :
[a-rw s [T (S
1—Fy, (t)dt = / du:/ u' | du
0 0 l—u 0 =0
n—l/l_ez N nil U,k+1 1—e™®
= uwdu = [
k=0"0 im0 Lk 1o
n—l (1 — e—2)k+1 "(1- e—x)k’
D DR sl D e
k=0 k=1

en posant ¥ =k + 1

En passant & la limite x — +o00 (ce qui est possible car ¢’est une somme finie), on obtient :

+oo "1
/0 (1— Fy, (t))dt = ; -

Donc :

| =

1 |def £(n):

X = rd.exponential (1,n)
Z = np.max(x)

return Z

Remarque : np.max me semble vraiment ce qui est attendu par le sujet. Mais nous n’avons pas bien
eu le temps d’en reparler cette année. On pouvait sinon bricoler la solution suivante mais ¢a demande
de modifier la structure du code :
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(b)

def f(n):
Z =0
for i in range(n):
X = rd.exponential (1)
if x > Z:
Z = X
return Z

1l semble que la fonction de répartition de Z, tendent en un sens & préciser vers celle de la loi de Gumbel

lorsque n — 4-o00.
Plus précisément, il semble que pour tout z € R :

lim Fz, (z)= Fy(x).

n—-+oo

Zy, est une variable aléatoire. On a pour z € R :

On a donc pour x € R :

Fy(z) = {O siz+In(n) <0

1—(1—e (@tnn o 2 4 in(n) >0

0 siz < —In(n)
1-(1-%7)" sie>-I(m)

On a % — 0 lorsque n — +o0. Donc on peut utiliser 1’équivalent :
—XT —XT
In <1 - ) ~
n n—+o00 n

—T —X

e e _
nln{1l— — ~ —n—  ~ —e T

n n—-+oo n n—+oo

Donc :

Dot :

e*l’
lim nln <1 — ) = —e 7
n—-+4oo n

Soit « € R. Pour n suffisamment grand, on a > —In(n). Donc pour n suffisamment grand, on a :

Fa () =1 (1>

n

(5 - (e-5)

—T

Donc comme exp est continue :

e T\"
l—-— ) ——e®
n n——+oo

D’ou :

nEIfoo Fy (z)=e° = Fy(x).
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Probléme 4 - EDHEC Appliquées 2023 (Probléme)

Partie I - Propriété d’une loi de probabilité.
1. Vérifions que f est une densité :

e f est continue sur | — oo, 1] et est continue sur |1, +oo[ par opérations sur les fonctions usuelles.

Donc ’ f est continue sauf éventuellement en 1.‘

/_;f(x)d:r:: /_;dezo.

Puis f1+°o f(z)dx converge car c’est une intégrale de Riemann avec 1+¢ > 1. Donc f_Jr;o f(z)dx converge.

. ‘f est bien positive sur R. ‘

e Ona:

De plus, pour A > 1, 0on a:

A A4 e 174 1

Donc [[7° f(z)dz = 1 puis :

+o0 1 +o00
f(z)dz = / f(z)dx + (x)dz=0+4+1=1.
oo —00 1

Donc f est bien une densité de probabilité.

2. Comme X a pour densité f, on a :
F(x) :/ f()dt.

Distinguons deux cas :

e Siz<l,ona:

F(x):/_;f(t)dt:/_;Odt:O.

e Siz>1,ona:

Donc :

0 siz <1
F(x)_{ 1-L siz>1

3. (a) Comme le suggére I’énoncé, distinguons les deux cas suivants :

e Sizx<l1:

On a alors :
P([X > t]N[X < tz])

P(X >1)

Pixsg(X <) =
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Or si z < 1, en multipliant par ¢ (positif), on a tz < t. Donc X < tz implique X < ¢ et donc :
(X >tNn[X <tz] = 2.

Donc :

P[X>t] (X < ta:) =0.

e Sixz>1:

On a encore :
P([X > t]N[X < tx])

P(X >1t)

Pxsy(X <tx) =

Oron a:
P([X >t|N[X <tz]) = Pt < X <tx) = F(tz) — F(t)

cartxr >tsix > 1. Donc :

De méme, on a :

Ainsi ;

Prsg(X <ta) = = g~

(b) On trouve ainsi que dans tous les cas :

Pix>yg(X <tx) = F(x).

Donc :
X
Et ainsi %, conditionnellement a [X > t], suit la méme loi que X.

Partie II - Réciproque de la propriété précédente.
4. OnaG(1) = f_loo g(t)dt. Or g est nulle sur | — oo, 1[. Donc : |G(1) = 0.
5. (a) Soit # > 1, soit ¢ > 1. Le calcul est similaire & celui de la partie précédente. On a :

G(te) —G(t) P <tx)—-P(Y <t)
1-Gt) 1-P(Y <t)
P(t<Y < tx)

P(Y >t)
P(t<Y]N[Y < tz))
P(Y >t)

= Py>qg(Y <tx)

Y
= Plysq (t < $>

= P(Y <t) par hypothése
= |G(t).

(b) Comme g est continue sur |1, 4+oc[, G est bien C! sur le méme domaine.
Puis, avec t fixé, en dérivant la relation précédente pour x > 1, on obtient :

;o tG(tx)
G'(z) = -G
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(c¢) Comme g est continue sur |1, 4+o00[, on a G'(z) = g(z) pour tout x €]1, 4+o00[. Donc :

tG' (tx)
g(x) = m

On prend alors la limite x — 1. Comme g est continue en 1, et comme G’ est continue en t €]1, 400/,
on a :

@
W=1"awy

Comme G(1) =0, on en déduit apreés modifications cosmétiques :

Glt)+ G (1) =1.

6. (a) Soit y selon les conditions de I’énoncé. On a :
Vt > 1,2/ (t) = ct“Ly(t) + %Y (t).
Cela nous pousse a étudier les équivalences suivantes :

t
y solution de (Ey) & Vt>1, y(t)+-y/'(t) =0
c

& V> 1, c Hy(t) + ' (t) = 0 en multipliant par ¢t~
&S Vi1, 2 () =0

< ’z est constante sur |1, 4o0]. ‘

(b) Ainsi, y est solution si et seulement si t“y(t) = K. On en déduit que les solutions de (E;) sont les
fonctions :

K
{t»—>t—c, K € R}.

(¢) Soit u une fonction constante. On a :

t
u solution de (E2) < Vt>1, u(t)+ Eu'(t) =1
< u(t) =1

Donc ’u = 1 est bien solution de (Eg)‘

(d) Soit h une fonction C! sur |1, +oo[. On a :
h solution de (E2) < Vt>1, h(t)+ zh/(t) =1
& V> 1, h(t) + Eh’(t) = u(t) + zu’(t)
o Vs, (h—u)) + z(h — W) =0

& ’h — u solution de (Ej). ‘

(e) Soit h une fonction C! sur |1, +o0[. On a :

h solution de (E2) < h —w solution de (E)

K
& dK e R, Vt > 1, h(t)—u(t):tfc

K
& |IK eR, Vt>1, h(t):1+t—c.
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7. (a) D’aprés tout ce qui précede, on a :
K
Vi>1, G(t)=1— —
tC

avec K € R.
De plus, G(1) = 0. Donc en prenant la limite ¢ — 1 dans ’égalité précédente (G est continue) :

K
0=1-—=1-K.
16
Dout K=1et:
1
Vi>1, G(t)=1——.
tC
(b) Pour t =1, on a1l — - =0 qui est bien égal & G(1) = 0.

Comme G est croissante et minorée par 0, on a G(t) = 0 pour ¢ < 1.

Donc pourt e R :

0 six <1
G(t) = {1—C stz >1

Y suit donc une loi de Pareto de paramétre c.

Partie III - Simulation d’une variable suivant la loi de Pareto de paramétre c.

8. (a) Soit z € R. On a :

H(z) = P(Z<«x)
— P(n(X) <)
(X <e”)

car exp est une bijection strictement croissante

|
o)

i

(b) On a donc pour z € R :

0 sie? <1

H(z) = {1—@ si e? > 1
- 0 six <0

- 1—e™® siz>=0

On reconnait la fonction de répartition de la loi £(c).

Donc | Z — &(c).

(c) On peut inverser la formule X = exp(Z) et donc simuler X & partir de Z.

1 |def simulX(c):

# Numpy a la convention américaine plutdot que frangaise
# pour le paramétre. C’est pourquoi on met 1/c

Z = rd.exponential (1/c)

5 X = np.exp(Z)

return X
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