Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli DS 3 APPRO - ALGEBRE LINEAIRE, V.A.R. A DENSITE

DS 3 APPRO - ALGEBRE LINEAIRE, V.A.R. A DENSITE

[ Exercice 1 - ECRICOME ECS 2022 (Probléme - extrait)

1. (a) Fj,q est de classe C? sur R par composition de fonctions de classe C2. De plus, pour € R, on a :

fua(@) = Fq(z)=— <—i> exp </7E> exp <— exp (M ; x>>

Et :

(@) = —;exp<“;f”)exp (_eXp<“;l’>>+ (iexp@;x)):}{p (_exp<u;x>>
= [ () o o () [ (7)1

(b) On commence par remarquer que f, , est positive sur R et donc ’F ua €st croissante sur R. ‘

Le signe de f;/w est donc donné par le signe de exp (%) — 1. Pourx € R,on a:

exp<’u_m)—1>0 & exp<'u_$) >1
a a

w—x

= >0
a
& p—ax>0
& pu> .
Donc |sur | — oo, u[, F}, 4 est convexe| et [sur |, +00[, F}, 4 est concave.
De plus on a :
-z
lim Fj,q(xz)= lim exp [ exp a =0
T——00 T——00 a
~——
—+00
——00
et :
. . -z
1 = - =1
Jlm Fla(x) J:EI—iI-loo exp [ exp - 1
——
——00
—0
On peut désormais tracer le graphe de F), , :
Y
M
1/e
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’Le point d’inflexion est en ,u‘ d’aprés la discussion sur la convexité.

(c) Fyqest C? donc continue, elle est également strictement croissante. D’aprés le théoréme de la bijection,

’c’est une bijection de R dans |0, 1[‘ (d’aprés le calcul de limites précédent).

Soit r e Retye]—1,1[. On a:

Flx)=y & erp(—exp(—2)) =y
& —exp(—x) = In(y)

& |z=—In(-In(y))|

Et donc G est la fonction définie par :

f]-11 = R
G‘{ y = —In(~In(y)

2. On a déjamontré que F), 4 est strictement croissante, qu’elle est continue et méme Cl et que limy oo Fma(x) =

0 et limy—s o0 Fja(x) = 1. C'est donc une ’fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité. ‘

FEn conséquence, sa dérivée ’ fu,a est une densité associée. ‘

3. X = aZ + p est obtenue par transformation affine de Z. C’est donc une variable aléatoire réelle a densité.
De plus, si on note Fx la fonction de répartition de X et F celle de Z alors pour z € R :

prter= 2 (222 = (o0 (222)

puisque a > 0. On reconnait ici la fonction de répartition de la loi de Gumbel de paramétre (u,a). Et donc

on a bien | Z — G(u,a).

4. (a) OnaY = G(U) ou G est la réciproque de Fpp ;. Comme G est continue, Y est bien une variable aléatoire
réelle.

De plus, en notant Fy la fonction de répartition de Y, pour x € R, on a :

Fy(z) = P(Y<z)=P(GU)<x)
= P(Foa(GWU))_

Or Fyi(x) €]0,1[. Comme U suit une loi uniforme sur [0, 1], on a P(U < Fy1(z)) = Fp1(z). D’ou :

Fy(z) = Foi(x).

Dot |[Y < G(0,1).

1 |def gumbel (mu,a):

U = rd.random() # tirage selon U([0,1])
Y = —np.log(Cnp.log(U)) # Y suit G(0,1)
Z = —mw/a #Z suit G(mu,a)

5 return Z

5. (a) L’intégrale est généralisée en 0 et en +oo.

e En +o00 : On a pour tout u € R} :

Uu——+00

In(u)e ™ = 1n(u)e7“/2 e u/2 — (e,%> .
—

u——+o00

+001

Or f0+oo e~ zdu converge. Par négligeabilité, I'intégrale | [ In(u)e™"du converge | (et méme abso-

lument).
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e En0:0na:
Vuln(u)e™ ~ Vauln(u) —— 0.
u—0t u—0t
1 L .
Donc In(u) = P (ﬁ) Or fo ﬁdu converge (intégrale de Riemann convergente) et donc par

négligeabilité, 'intégrale fol In(u)e™*du converge | (et méme absolument).

Donc f0+°° In(u)e "du converge.

(b) On pose ¢ : u+ e “. Cette application est strictement décroissante et C. De plus :
li =0 et i =1.
W ) =0 et i elw)

u

Donc, d’aprés le théoréme de changement de variable, en posant ¢ = e*, on a dt = —e “du et les

intégrales suivantes ont méme nature et sont égales en cas de convergence :

1 0
/O In(— In())dt et / In(— In(e~))(—e~*)du.

—+00

Or ffoo In(—In(e™™))(—e ")du = 0+oo In(u)e™*du est Uintégrale que 'on vient d’étudier.

’Donc les deux intégrales sont convergentes. ‘

(c) Z a une espérance si et seulement si I'intégrale fj;o x fo,1(x)dz converge absolument.
On cherche a poser u = exp(— exp(—z)). Remarquons que :

u = exp(—exp(—z)) & —In(u) = exp(—z) < z = — In(—In(u)).

Posons v : u +— —In(— In(u)) définie sur ]0, 1] & valeurs dans R. Cette fonction est strictement croissante
(on reconnait G qui est la bijection réciproque d’une fonction strictement croissante) et elle est C1. De
plus :

lim ¢¥(u) = —co et lim ¢(u) = +oo.

u—0 u—1

Donc d’aprés le théoréme de changement de variable, les intégrales suivantes ont méme nature et sont
égales en cas de convergence :

+o0 ! ~u
/ |z] exp(—x) exp(—exp(—x))dz et /0\ln(ln(u))|exp((ln(ln(u))))u ( In( )du

oo u)

Or exp(—(—1In(—1In(u)))) = —In(u). Donc la seconde intégrale se simplifie en : fol | In(—In(u))|du.

1
De plus siu €]0, [, on a |In(—In(u))| = In(—In(u)). Or fol In(— In(u))du converge donc [ In(— In(u))du
converge également.
De méme, siu €]1,1[,ona |In(—1In(u))| = — In(—In(u)). Or — fol In(— In(u))du converge donc [1 (— In(— In(u)

converge également.

Donc les deux intégrales convergent et donc ’ Z admet une espérance. ‘

De plus :

+o00
E(Z) = / x exp(—z) exp(— exp(—x))dx

—
= —/0 In(—In(?))df{ = 7]

(d) Maintenant, on a X = aZ + p. Donc par linéarité de 'espérance, X admet une espérance et :

’E(X):cw—k,u.‘

Exercice 2 - ECRICOME ECS 2014 (Exerice 1 - adapté)
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1. On sait que F' = F(R’,R) est un espace vectoriel. Montrons que E est un sous-espace de F'.
e On abien £ C F.
e Soit f la fonction nulle. On a pour tout z € R% :
f(z) = 2P(x) + 2 In(z)Q(x)

a condition de poser P = @ = 0 qui sont bien des polynomes de degré au plus n — 1 (le degré du
polynéme nul est —o0). Donc f € E et E est non vide.
e Soient f,g € E et soit A € R. On peut écrire :

Vo €RY, f(z) =2P(z) +xln(z)Q(z) et VzeRY, g(z) =2P(z)+zln(r)Q(x)
oit P, Q, P, Q sont des polynomes de R,,_1[X].
On a pour z € R} :
(f+Ag)(z) = flz)+ Ag(z)
= zP(z) +zln(2)Q(z) + AN(zP(z) + zIn(2)Q(x))
= z(P(z) + AP(2)) + zIn(2)(Q(x) + Q(x))
et donc comme P+ P et Q 4+ Q sont dans Rn1[X], (f + Ag) € E.

Donc E est un sous-espace de F' et donc ’E est bien un espace vectoriel. ‘
De plus, soit f € E. On a pour tout z € R} :

f(z) =2P(z) + 2 In(z)Q(z)
avec P,Q € R,,_1[X]. Or une base de R,,_1[X] est donnée par 1, X, X2 ... X"~ On peut donc écrire :
flx) = (ao +aiz+--- + an12" V) + zIn(z)(by + biz + - - 4+ by_12™ 1)

= Z akq:kJrl —+ Z b xk+l ln Z Qf— 1Uk + Z bk lvk

et donc f € Vect(uy,vy,...,up, vy,). Ainsi ’E C Vect(uy, vy, ... ,un,vn).‘

Réciproquement, on a clairement uj, € E (avec P = X* 1 et Q = 0) et vy € E (avec P =0 et Q = X*71).
Donc ’E contient ’espace engendré Vect(ui,vi, ..., Up, Uy). ‘

D’ou ’E = Vect(u1,v1, ..., Un, Vp). ‘
2. Soit f € E. Notons :

f(z) = 2P(z) + xIn(x)Q(x)

avec P,Q € R,_1[X]. On a lim,_,o+ zIn(z) = 0 par croissance comparée. Donc :

lim f(x) =0 x P(0) +0 x Q(0) =

Ainsi ’ f est prolongeable par continuité sur Ry en posant f(0) = 0. ‘

Soit maintenant & € [1,n]. On a pour x € RY :

1 xk 1 [ ¢ktl z ok 1
= — tdt = — = =
i) (@) a:/o JTI:k-i-lo E+1 k+1

donc | p(ug) =

1
Tl Yk
Pour vy, 'intégrale est généralisée 0, mais c’est en fait faussement improre. Cela dit, je vais détailler I'inté-
gration par partie dans le cas généralisé, pour que la correction soit complete. Pour e € R7, on a :

T

x tk—‘rl x tk—l—l 1
/ t* In(t)dt = k+1ln(t) —/ o1 1 @
<=t o) M~ (1) C—~—
—u(t) . —u(t) =v'(t)
2" n(z)  flne) 1 [ ‘
 k+1 k+1 k+1k+1],
2F 1 In(z) zhtt "1 n(e) ehtl

k+1  (k+1)2 k+1 +(k+1)2'
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On a é**11n(e) —— 0 par croissance comparée et donc :

e—0t

x xk+1 ln(m) xk‘—i—l
tFIn(t)dt = - .

/0 n(t) K+l (k+ 1)

Puis : N (@) N
I ¥ In(x x 1 1
== [ tfIn(t)dt = - = S -
cu)(e) = 1 [ P = T - s - ) - @)

o — 1 1
c’est-a-dire : | p(vg) = 7k Br1)? Wk

3. Soient f,g € Eet A € R. On a pour x € RY :

o(f + Ag)(x) = 1/x(f+kg)()d zl/x(f()JrAg(t))dt

_ i(/ i dt+>\/ ) () (@) + Apl9) (@)
(s

f)+2e(9)(z

Il n’y a pas de probléme de convergence puisque les fonctions de E sont prolongeables par continuité et donc
les intégrales sont faussement impropres.

D’ou ’go(f +Ag) = o(f) + Ap(9). ‘ Donc ¢ est linéaire.
Soit maintenant f € F. On a :

f=aius +bivy + - + apup + bpoy

car (u1,v1,..., Uy, vy) est une base de E' et est donc génératrice. On a alors par linéarité de ¢ :
Sp(f) = al(p(ul) + bl@(vl) T+t an@(un) + bn@(vn)
L +0b L ! + o+ ! +b ! !
= a1-u —v1 — —U et ap——uUn Up — U
PR TR n+1 "\n¥1 " (nt12 "

L L0 I P bn L
= —|laa——|u+—-v+--- an — u v
1 1 9 1 n+1 n 7’L—|—1 n n

m
5
Q
-+
—~
S
_
<
[l
g
S
<
3/

4. Les calculs de ¢(ug) et ¢(vg) permettent de déterminer la matrice de ¢ dans la base 5. On a :

1 1

i -+ 0 o0 0 0

0 & 0 o 0 0

1 1

o o 1 -1 0 0
Matg(p)= [0 0 0 3 0 0

O O 0 0 M T_H _W

00 0 0 -+ 0 =5

C’est une matrice diagonale par bloc, chaque bloc correspondant & un couple (ug, vg).

5. La matrice obtenue est une matrice triangulaire supérieure. | Ces termes diagonaux sont {%H, ke [1l,n]}

et sont tous non nuls. Donc la matrice M est inversible.

En conséquence, | ¢ est bijectif.

6. g est dérivable comme produit de fonctions dérivables sur R* . En effet, comme f est continue (techniqument
prolongeable par continuité), z — fo t)dt en est la prlmltlve qui s’annule en 0.

Pour x € R%, on a :

/(@)= =50 P [ s+ a A o)
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Or ¢(f) = Af c’est-a-dire pour x € RY :

1 xT
: /0 F(dt = Af(a).

Donc :

§(2) =~ P f) + VA () = 0

Ainsi il existe K € R tel que pour tout = € R :

Donc | g est constante sur R? .

/I f(t)dt = Ka'/A,
0

Puis, en dérivant :

K
Ve e RY, f(z) = Tml/k_l.

On peut encore écrire f de la forme K’z'/>~! puisque la constante A peut étre réabsorbé dans K.

7. On vient de voir que pour A # 0, une solution a ¢(f) = Af est nécessairement de la forme : f(z) = K'z'/*~1,
Donc si f vérifie p(f) = k%‘,—lf alors nécessairement : Vo € R%, f(z) = K'zV/U/k+D-1 = K'zk = Ky (z).
Et on peut Pécrire : f € Vect(uyg).

On a donc bien ’Ek C Vect(uy). ‘

L’inclusion réciproque est vrai puisqu’on a déja montré que @(ug) = ug. Donc : ’Ek = Vect(ug). ‘

On en déduit :
@B 1)

puisque les uy sont non nuls et forment donc tous individuellement des bases des Vect(ug).

k+1

[ Exercice 3 - ECRICOME ECS 2020 (Exercice 2)

L. (a) > ,> Un est une série de Riemann. Elle converge si et seulement si

(b) Soit k > 2. Pour tout ¢ € [k,k+ 1], on a k < t. Ainsi, puisque a >0, on a : & < 7.
Donc par croissance de l'intégrale :
k+1 1 k+1
—dt < —dt
Joowe ) e

1

=
De méme, pour tout ¢ € [k — 1, k], on a k > t. Ainsi, puisque > 0, on a : t% > k%

Donc par croissance de l'intégrale :

Ainsi ;

(¢) Soit n > 1. On a en sommant den+1a N >

N k+1 1 N 1
Z/Jﬂza Z/&t
ot k-1t
k=n+1 k=n+1
N+l 1 g, _ (N 1 dt

7L+1 a3
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Comme o > 1, les intégrales convergent lorsque N — +o00. La somme du milieu converge également
puisque c’est le reste de la série convergente En>1 uy,. Par passage & la limite, on a :

+o0o 1 +oo 1
/ —dt < Ry, < / —dt.
to ) to
n+1 n

Pour AeR,on a:

/A L 1 A 1 1 1 1
apr t [l —a)te ] 1—a \A* T (n41)271 ) Astee a—1 (n41)o1

On a de méme : f;oo Ldt = L. ﬁ Et donc :

1 1 <R < 1 1
a—1 (n+1)e-1 S"™S 47 paT
(d) On a donc :
na—l le o1
(n+1e-1t > L. 1 =
,  a—1 no1
—1
n——+oo
Donc par encadrement :
Rn,l 1
1 1 n—-+00
a—1 no-1
c’est-a-dire :
1 1
R, ~ : .
T notoo o — 1 nol
(e) ﬁ : ﬁ est de signe constant. Donc R, 1 est également de signe constant au voisinage de +o0.

1

P ai A . 1 A )
Par équivalence de séries & termes de signes constants, >, ) Ry 1 et ) - 577 - 7a=7 ont méme nature.

1

v nTl,l est une série de Riemann, qui converge si et seulement si « — 1 > 1,

Or la série ), -,
c’est-a-dire o > 2.

Donc R,, 1 converge si et seulement si o > 2. Donc u,, converge a l'ordre 2 si et seulement
n>1+n,l n>1 Un

ifa>2)

(f) Puisque ), - un converge a l'ordre 1 si et seulement si o > 1 et converge a l'ordre 2 si et seulement si
a > 2, on peut conjecturer que Zn>1 uy, converge & l'ordre p si et seulement si o > p.
Ou pour revenir aux termes de I’énoncé, on conjecture que la série Zn>1 uy, converge a tout ordre p tel
que p < a.

2. (a) Pour n > 2, on a n” > n? Donc :

0< 1 < L
Sopn T2
La série Z:i’i 7712 est une série de Riemann convergente donc par comparaison des séries & termes positifs,

+oo 1

n=1 nn

la série

converge.

(b) Pour tout k € N, la fonction x — k% est croissante. Donc k% < k*. Et donc :

Les séries convergent. Donc les restes des séries existent. En sommant, on a :

+oo +o0 1
0< Y ws Y o
k=n+1 k=n+1
N——
:Rl,n
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Or:
o +00 itnt1
> 5= 2 (3)
k=n+1 1=0
1 +oo 1 )
S0
i=0
1
=T
_ 1
 2x3n
D’ou :
O0< R < 1
X 1,n X 2 % 3n

(c) La série > 5o est une série géométrique de raison 1 €] — 1,1[ donc convergente. Par comparaison

de séries a termes positifs, la série Yt Ry, converge.

Donc |la série 7S u,, converge a l'ordre 2.

En sommant, on obtient :

+0o0 “+o0o 1
Z Fan < Z 2 x 31’

k=n+1 k=n+1

Or S 41 3a57 = 1297 (calcul similaire au calcul précédent). Donc :

1
4 x 3n’

< RQ,n <

(d) Procédons par récurrence sur p € N*.
e Initialisation : On a déja montré 'assertion pour p =1 (et méme p = 2).
e Hérédite : Soit p € N*. On suppose que :
1
2pr3n

et que Zn 1 Un converge a l'ordre p c’est-a-dire que Z 1 RBp—1,n converge.

Vn e N*, 0 < Ry, <

_ - p
Ona > o ngk = W (calcul identique encore une fois). Donc par comparaison » ;| R
converge et donc Z:{i’i uyp, converge a l'ordre p 4 1. De plus :

1

VnGN* Rp+1n\ W

(e) D’apreés la question précédente, on a pour tout n > 1, 0 < Ry, < 2n3n c’est-a-dire :

0< Rnn <

Comme la série des % converge, par comparaison de séries & termes positifs, on a bien E+°° R, ,, converge.

3. (a) Pour tout t € [0,1], on a 1 4+ ¢ > ¢. Donc :

Par croissance de I'intégrale, on obtient :

1 tn 1
0</ dté/t”dt.
o 1+t 0

——
=
Par encadrement, on a :
1 n
lim dt=0
n—+oo Jo 1+t
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(b) On a:

Puis pour N € N, on a :

- (Be)a

n=0
1]}_ _ A\ N+1
L [y,
0o 1-(—1)
1 dt 1/ 4 \N+1
o 1+t Jo 1+t

(¢) On alim, 40 fol £dt = 0 donc :

1+
EN:U ot _/1 CORALPY /1 dt
oy " 0 1+t 0 1+t N—+400 0 1+t

| ——
—0
N—+oo

1 4t
0 1+t-

Donc | 3% w,, converge | et vaut

De plus :
“+oo n
Bin = > u=) w
k=0 k=0
_[td ldt_/l(—t)"“dt
Jo 14t o 1+t Jo 1+t
1/ _4\n+l
_ /U)dt_
o 1+t

(d) Procédons par récurrence sur p € N*.

e Initialisation : On a déja montré la proposition pour p = 1.
e Hérédité : Soit p € N*. On suppose que Zn>0 u, converge & l'ordre p et que pour tout n > 0, on

a :
1 (_t)ner
R,, = -———dt.
" /0 (L+1)P

Montrons la méme chose au rang p + 1.
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Pour N >0, on a:

Rpn = /
n=0 n=0"0 1+t
LS >
0 n=0 1

+
_ / (=P Ny
Jo (e
B (tp 1__ N+1
N /0(1+tp — (—t di

1 )p 1() tp+N+1
B / ( 1 4

1+tp+1 o (L+typfl

Comme dans la premiére sous-question, on montre que :

1 (_t)p+N+1
lim —————dt =10
N—+o00 0 (1 + t)p+1

Ainsi Y39 R, , converge vers fo T))p“dt Donc | 32 u,, converge & 'ordre p + 1.

De plus pour n € N :
400 +o00 n
D Rpr = D Box =D B
k=n+1 k=0 k=0
_ / = g / Hdt_/ Oy
o (1+¢)ptl o (L+t)ptt o (1+t)ptt

1 (_p\n+(p+1)
- / O
o (1+¢)ptt

Ainsi pour tout p > 1, Zn>0 Uy, converge & 'ordre p|et pour tout n > 0, on a :
1 (_t)nﬂo

Ry, = ——dt
o /0 (1+1)P

Probléme 4 - EML ECS 2013 (Probléme 1)

Partie I - Etude d’une fonction f définie par une intégrale.
1. Puisque z > 0, le dénominateur ne s’annule jamais et la fonction ¢ — ? est continue sur [0, +-00]. L’intégrale
est donc généralisée uniquement en +oc.

De plus, on a :
—t

e _
2 ~ tet ——0
r + 1t t—=+oo t—+o00
. . 2 2 . 2 -t . 2
la limite étant donnée par croissance comparée. Donc £~ = o (%) et comme l'intégrale de 5 converge
T+t t—+oo \t t

+<>Oe

o  a7dt est donc absolument convergente et donc convergente.

+oo e*t 1 eft +o0o eft
flz) = / dt = / dt +/ dt.
0 x + t o T + t 1 x + t

Par positivité de l'intégrale on a :
+o0 e—t
/ dt > 0.
1 T + t
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De plus, la fonction ¢ — e~ est décroissante. Ainsi pour tout ¢ € [0,1], on a :

Et donc par croissance de I'intégrale, on a :
1 -t 1 -1
e e
/ dt > / de.
0o T + t 0o T + t

1 —1
F) > /0 e

Ainsi, on a bien :

T+t T

DS 3 APPRO - ALGEBRE LINEAIRE, V.A.R. A DENSITE

[ = e 0y = 1)~ ) = e (F25) =etm (1

Et : .
In (1—|—) — t00,

T z—0t

puisque % — +00. Donc par comparaison :
z—0

. On a prouvé a la question précédente que :
1 1
f)y>e "In{1+—]).
x

OrIn(1+ 1) > 0 donc on a bien | f(z) > 0| (pour tout z > 0).

D’autre part, on a, sous-réserve de convergence :

too ot too ot 1 [t
f(z) = / dt < / —dt < = / e tdt.
0 r+t (carz+t>z) JO X T Jo

De plus, pour A >0, on a :

4 —t —t1A —A
/ e dt:[—e }Ozl—e —_— 1.

Donc la derniére intégrale converge et on a :

fla) < =

- .

Par encadrement (0 < f(x) < 1/z), puisque % —+> 0, on a bien :
Tr—r+00

f@) =2 0

.Ona:

t——+oo

Comme l'intégrale f0+oo e zdt converge, l'intégrale 0+°° te~!dt converge absolument et donc converge.
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Soit désormais x > 0. On a :

flx) =~

T

‘ 1

I
+

3
@
L
N
8
+ |~
g

\
SN
S~
o,
=+

0
(I'intégrale converge comme somme d’intégrales convergentes)

+00
- / LY
0 CU"‘t)
+o0
— / oy
0 .’L'+t)

(par positivité de 'intégrale)

Pour ¢t > 0, on a x(x + t) > 22. Donc, par croissance de 'intégrale, sous réserve de convergence, on a :

o0 t —+o00 t 1 “+o00
/ e tl——dt < / el —dt < = tetdt.
0 x(z+1t) 0 x z? Jo

Et comme on a prouvé la convergence de la derniére intérgale, on a :

1 [T
< = / te~tdt.
= Jo

1 [T
wof(z) — 1] < / N
T Jo

‘f(x) -2

T

On a ainsi pour tout = > 0 :

Or L 77 tetdt e 0 (Vintégrale est une constante dans la formule). Donc, par encadrement : z f(z) —

1 —— 0, c’est-a-dire zf(zr) — 1 et donc on a bien :
T—+00 T—+00

f(z) x_g“roo >

Partie II - Une autre expression intégrale de f.

A. Dérivabilité et expression de la dérivée de f sous forme d’une intégrale.

5. (a) Encore une fois, l'intégrale est généralisée en +o0.

On a: .
e B 1 ¢ s
(x+1)2  (x+1)2 e _t—0>0(e )
—=0

t—0
Donc l'intégrale fo
(b) Soit t>0.0On a:

x+t)2 dt converge absolument.

—h 1
X +
(x+t)(z+h+t) (z+1t)?
1 1 ’

1 1 1 1
h<x+h—|—t_:c+t> * (x +1)2
1

h

(x+1t)? (z+t)(z+h+t)
h
(z+t)2@+h+t)|
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Or ¢t > 0 donc e +t) < 4. De plus, comme h > —x/2,ona x+h-+t>x/2+t et donc x+h+t <2 2 On
a donc :
1 1 1 N 1 2|h|
h\z+h+t x4+t (x +1)? x3
(c) On a:
h) — +oo —t
f+h) - f(2) +/ .
h 0 (.’L‘ + t)2
1 —+00 Foo -t oo ot
= |- — ——dt —
B </0 <m+h+t> /0 @+ 1) > /0 (@ + 1) ‘
1 et et
= — + dt
0 h :L'—i—h—l—t x+t (x+1t)?
(I'intégrale converge comme somme et différence d’intégrales convergentes)
1 1]
= dt
/ [ <fc+h+t m+t>+(aj+t)2_ ‘
1 1
< e! - dt
= / (a:+h+t x+t>+( +1)2
(inégaliteé triangulaire sous réserve de convergence)
/ _ Q\h\
<
(croissance de I'intégrale)
2|h
< ‘—3| T e tat.
x

Or l'intégrale f0+°° e

0

~tdt converge et vaut 1. Donc :

_ +oo —t
h 0 (:I: + t)2 1;3
6. Pour x > 0,on a: 2|h| ;——) 0 et donc, par encadrement :
o +o0 —t
Mot f) [
h 0 (.’E + t)z h—0
et ainsi :
flx+h)—f(x) /*O" e
— —=dt
h h—0 0 (l‘ =+ t)2

Et donc comme

fla+h)—f(z)
h

est le taux de variation de f en z, f est effectivement dérivable en x et :

, o0 et
= — dt.
rw=-| =
7. Soit z > 0, et soit (e, A) ] 1] x [1,+o0o[. On a par intégration par parties :
A
1
/ = / et x dt
e =~~~ (z+1)?
=u(t) S—\—
= v'(t)
A
A
= |et ><<— ! > - —et><<— ! )dt
~~ T+t e —~— T+t
= u(t) = (1)
= v(t) . = o(t)
—A —e At
_|_e e / e L
r+A x4+e J. x+t
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8. Avec l'égalité précédente, on a :

*G_A e—¢ A et e—A 1 A et
- - dt - + - - dt.
r+A xz+4+e J. x4+t =0 z+A x  Jy z+t

La limite existe puisque 'intégrale est une intégrale sur un segment (et donc continue par rapport a sa borne).

Donc : A . ) A .
_ _ 1 _

/ ¢ _q=--2° +—/ ° .
0 (z+1)? z+A x Jy xz+t

e—4 1 A et 1 oo ot
- += - dt - dt
r+A =z 0 T+t A=t T o T+t

ol 'existence de la limite est cette fois-ci donnée par la convergence de 'intégrale. D’ot :
+o00 —t oo L=t
e 1 e
[
o (z+1) r Jo x4+t

P@=- [ o=t [T a= @
T = o (+t2 Tz Jy z+t oz s

On a de plus :

On a donc :

9. f’ est continue comme somme de fonctions continues sur ]0, +oo[. Donc f est C! sur ]0, o0
La fonction z — —2 + f(z) est C! sur |0, +o0o[ comme somme de fonctions C'. Donc f’ est C! et f est donc
C2.
De plus :

F() = -5 + (@)

en utilisant la formule de la dérivée de la somme.

B. Intervention d’une fonction auxiliaire g.

10. g est dérivable sur |0, +o0o] comme produit. De plus, on a pour x > 0 :
g (@) = —e"f(z)+e"f (2)

= e f(z) e <—; " f(x))

11. L’intégrale f;oo %du est généralisée en +o0o mais pas en x (puisque x > 0). De plus :

u—+o00

Donc l'intégrale est convergente (et méme absolument). Posons h la fonction définie pour x €]0, +oo[ par :
h(z) = f+oo <2 du.

x u

Comme pour z > 0 :

De plus, comme f(z) ~ %, on a :

9(z) = e f(z) ———0.
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Donc :

400 e U
A— / —du=0
1 u
puisque l'intégrale converge. Et donc :

+o0o —u x —u +oo —u 1 —u +oo —u
g(x) = / £ du —i—/ <_e> du = / C du —|—/  du= / ° du.
1 U 1 u 1 u z U z u

Comme g(z) = e~ " f(x) pour tout = > 0, on en déduit :

12. D’apres la question précédente, on a pour tout z > 0 : f;oo ¢ Zdu=e*f(z). Or f(x) ~ L. Donc:

T—+00
+oo —u -
e e
—du ~ .
- u r—=+oo0 T

: P 2 [+00 e~ 2¢~ M . . o L. 9 [+ g~
13. Avec la question précédente, on an fn “—du MO qui est de signe positif. Donc la série anl n fn =
—n

a la méme nature que la série de terme générale : “—. Or cette dernicre série est une série géométrique dérivée

qui est convergente puisque la raison est % € [0,1].

P +00 e~ U
Donc la série Y-, - n? [ ©=du est convergente.

Partie ITI - Etude d’une densité.
14. Vérifions que h est une densité :

e Positivité : h est positive (nulle sur R* et produit de termes positifs sur R, ).
e Continuité : h est continue sauf éventuellement en 0.

e Intégrale : On a ffoo h(t)dt = 0 puisque h est nulle sur R* . De plus, on a déja prouvé que Uintégrale

O+oo %dt converge. Donc l'intégrale de h sur R converge. De plus :

/+Ooh(t)dt _ /+Ooh(t)dt
- O+oo et
= | soara®
1 400 et
= M /0 Tt

= f(ll) < FO[=1s

Donc h est bien une densité.

15. X admet une espérance si et seulement si l'intégrale fj;o th(t)dt converge absolument. Et ici, la convergence
absolue est équivalente & la convergence car th(t) est nulle pour ¢ < 0 et positive (au sens large) pour ¢ > 0.

Or t x h(t) = ﬁ X tle;tt = ﬁ (e*t — %) Comme l'intégrale de e~ et % converge sur [0, +oo[, X admet

une espérance. De plus :

+o0 1 +o0 ey +<>Oi _LX B _L_
E(X):/oo th(t)dt:fﬂ)(/o otdt /0 1+tdt)—f(1) (1 4(1) = 57y 1
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