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CORRECTION DM4 APPROFONDIES - APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 1 - EDHEC ECS 2016 (Exercice 2)

1. (a) Ona:

(f =14+ fo(2d—f) = f*—2f +1d+2f - f[=Td |

(car f et Id commutent)

(b) Pour z € R, on a donc | (f — Id)?(z) + (f o (2Id — f))(x) = 1d(z) = z.
(c) Le résultat permet de montrer que R” = Ker(f) + Im(f). En effet, pour x € R", on a :

z = (f—1d)*(z) + (f o (21d - f))(=).
Or (f o (21d — f))(z) = £((21d — f)(z)) € Im(f) par définition. De plus, on a :
FU(f =1d)%(2)) = (f o (f —1d)*)(z) = 0.
Donc (f — Id)?(x) € Ker(f). Ainsi, on peut écrire :

z=(f —1d)*(2) + (fo (2d - f))(x).

/

~~

eKer(f) €lm(f)

Donc on a bien z € Ker(f) + Im(f) et donc ’R" = Ker(f) + Im(f).‘

Il reste a prouver que Ker(f) et Im(f) sont en somme directe. Faisons-le par un calcul sur les dimensions.
On a:

dim(Ker(f) + Im(f)) = dim Ker(f) + dim Im(f) — dim Ker(f) N Im(f).
Or dim(Ker(f) + Im(f)) = dimR"™ = n. De plus, d’apreés le théoréme du rang, on a :

dim Ker(f) + dimIm(f) = dimR" = n.

Donc nécessairement :

| dim Ker(f) N Im(f) = 0. |

Cela implique que Ker(f) NIm(f) = {Orn} et donc que ‘Ker(f) et Im(f) sont en somme directe.

Donc finalement ‘R" = Ker(f) @ Im(f). ‘
2. (a) Soit P € Ry[X]. On écrira P = aX +b avec a,b € R. On a :

LX DX -9+ XP(X) = 1
@%(X2—5X+4)+X(aX+b) =1

& X? —5X +4+4aX? + 40X =
& 4a+1)X2+4b-5X = 0

4da+1 = 0
-5 = 0
1
4

.
b = 2

Ainsi | P = —%X + g est I'unique polynome de degré 1| tel que :

LX DX -4+ XP(X) =1
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(b)

Comme f et Id commutent, on peut faire les mémes calculs en remplacant X par f. On trouve alors :

1 1, 5
L —1d)o (f —d1d) + fo (—4f+41d> =1d.

On en déduit que pour tout z € R™ :

= i((f —1d) o (f —41d))(z) + (f o <—1f + ild)>(f”>-

Comme dans la premiére question, on peut alors remarquer que :

(o (=3 + Ja)) = £~/ + 10) @) € ()

et : f(3((f = 1d) o (f = 4Id))(w)) = 1f o (f —1d) o (f — 41d)(z) = Ogn.
1

x:i((f—ld)o(f—éﬂd))(:r)—i—(fo (—if+ild) (x).

eKer(f) €Im(f)

Ainsi, on a ’R” = Ker(f) + Im(f)‘

Il reste a prouver que Ker(f) et Im(f) sont en somme directe. On procéde exactement comme dans la
question 1 :

dim Ker(f) NIm(f) = dim(Ker(f) + Im(f)) — (dim Ker(f) + dimIm(f)) = 0.

=n =n

D'on |R" = Ker(f) ® Im(f). |

Comme P est de degré p, il existe ag,a1,...,a, € R tel que P = ag + a1 X + asX? 4+ -+ apXP ou
ap, #0. On a P(0) = 0. Donc :

a0+a1><0+a2><02+--~—|—ap><0p:0.

=ag

Donc |P =a1 X +as X?+--- + apXP.
De plus P'(X) = a3 + 2a2X + - -+ + pa,XP~L. Donc P'(0) = a;. Et comme P'(0) # 0, on a :

Donc | il existe bien (ay,...,a,) € RP avec a; # 0 (et méme a, # 0) tel que P = a1 X + aaX? + -+ + a, XP.

Soit x € Ker(f) NIm(f). Montrons que z = 0.
Comme z € Im(f), il existe y € R™, tel que z = f(y). Comme P est un polynéme annulateur de f, on
a:
arf(y) +az(fo f)(y) + -+ apff(y) =0
que D'on peut réécrire dans ce contexte : ajz + asf(z) + - + a, fP~(x) = 0.
Or z € Ker(f). Donc f(z) = -+ = fP~1(x) = 0 puis :

arx = 0.

Et comme a; # 0, on a finalement

’Donc Im(f) et Ker(f) sont en somme directe. ‘

De plus, d’aprés le théoréme du rang, on a : dim Im(f) + dim Ker(f) = dim R™. Et ainsi, par égalité des
dimensions, on a :

Im(f) @ Ker(f) = R".|

Les deux questions précédentes sont l’application de cette question avec P = X(X — 1)2 et P =
X (X —1)(X —4) respectivement. On a bien dans chaque cas que ce sont des polyndémes annulateurs de
degré au moins 2, avec P(0) =0 et P’(0) # 0.
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