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1 Vecteurs de taille quelconque

Exercice 1

-

2. Justifier que Z et T'= —1InY sont indépendantes.
Déterminer la loi de Z + T puis la fonction de ré-
partition de XY et enfin une densité de XY

Soit (A1,..., ) € (RY)™ et soient X1 — E(A\1), ...,
X, — E(An) mutuellement indépendantes. On pose Y =
min(X7, ..., X,). Déterminer la loi de Y et E(Y).

Exercice 2 * K Kok

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant toutes la loi ¢([0, 1]).

1. Pour tout entier n € N, on pose Y;, = min(Xo, ..

Montrer que Y;, est une variable a densité et déter-
miner 'une de ses densités.

2. Soit a présent N une variable aléatoire suivant
P(A) et indépendante des (X,). On pose Z =
Yy = min(Xo, ..., Xn) c’est-a-dire :

) Xn(w) (w))

(a) Montrer que Z est une variable aléatoire.

Vw € Q, Z(w) = min(Xp(w), ...

(b) Montrer que Z admet une densité et détermi-
ner l'une de ses densités.

2 Sommes de variables & densité

Exercice 3

-

Soient X1, X2 et X3 < £(5) indépendantes.
1. Déterminer la loi de 5(X; + X2 + X3).
2. Déterminer une densité de X7 + Xo + X3.

)
Soient X et une Y deux variables aléatoires indépen-
dantes suivant la méme loi £(A). On pose Z = X + Y.

1. Déterminer la loi de A X.
2. En déduire la loi de AZ puis une densité de Z.

[ Exercice 4

*k

Exercice 5 - Produit d’uniformes

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes
suivant la méme loi ([0, 1]).

1. Déterminer la loide Z = —1In X.

LX) 2

[ Exercice 6 - Loi de Pareto * * *

Soient Z1, ..., Z, des variables aléatoires indépendantes

suivant toutes la loi U(]0,a]) avec a > 0. On pose X; =
1

Z;"
1. Déterminer la loi des X; et montrer que ce sont
des variables & densité, dont on déterminera une
densité.

Soit X = min(Xj,...,Xy). Montrer que X est une
variable aléatoire & densité et déterminer 'une de
ses densité.

3. En déduire E(X) et V(X).

Exercice 7 - Loi du x? * % *

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes
suivant toutes la loi normale centrée réduite. On pose
_ 2
Yo =230 X7
1. Montrer que la fonction de répartition ¥ = Xf est
0 siz <0
soale & F _ <
égale & Fy (x) { 20(\/T) — 1
2. En déduire que Y est une variable a densité et en
déterminer une densité.

sinon

3. Déterminer une densité de % et reconnaitre sa loi.

4. En déduire la loi de % puis une densité de Y.

Exercice 8 - Loi I' & 2 paramétres x %%

Soient b et v deux réels strictement positifs. On définit
une fonction :

0
f = { tr—1le™
bvI'(v)

1. Montrer que f est une densité.

sit<0

S

sit>0

Dans la suite, on considére une variable X admettant f
pour densité. On écrira X < T'(b,v).
2. Quelle est la loi de % ? Quelle est la loi de X si
v=17
3. Reconnaitre la loi I'(1, v).
4. Montrer que Yk € N*, X admet un moment d’ordre

k et le calculer. Vérifier que E(X) = bvet V(X) =
biu.
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5. Soient X; et X9 deux variables réelles indépen-
dantes avec X7 < I'(b,11) et X9 < TI'(b,v2). Mon-
trer que X1 + Xo — I'(b, 11 + 12).

6. Plus généralement, si X1,..., X, sont n variables
aléatoires mutuellement indépendantes telles que
X; — I'(b,v;), montrer que X; + --- + X, —
Lbvy + -+ ).

7. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires mutuel-

lement indépendantes sur (€2, A, P) suivant la méme

loi exponentielle £(\). Déterminer la loi de X7 +
X,

Exercice 9 - D’aprés EDHEC 2010 x % %

Soit @ > 0. On consideére deux variables aléatoires X et
Y, indépendantes et suivant la méme loi U([0,a[). On
pose alors : Z = |X — Y.

1. (a) Déterminer une densité de =Y.

(b) En déduire que la variable X —Y admet pour

densité la fonction g définie par :
a—lz|

_ 5 siz€[—a,d
9(x) { % sinon '

On note G la fonction de répartition de X Y.

2. (a) Exprimer la fonction de répartition H de la
variable Z en fonction de G.

(b) En déduire qu'une densité de Z est la fonction
h définie par :

2(@;:5)
o ={ g

3 Exercices de concours

si z € [0,q]
sinon ’

Exercice 10 - Ecricome 2015

» |
. . . 0 siz<O0
Soit f la fonction définie par f(x) = o Tr=

T2 siz> 0
1. Montrer qu’il existe un unique « € R tel que f soit

une densité de probabilités.

Dans la suite, on considére que « prend cette valeur.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f. Dé-
terminer la fonction de répartition Fx de X. X
admet-elle une espérance ?

Dans la suite, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et
X1,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes
admettant toutes f pour densité. On pose alors, pour
tout k € [1,n], Yy = min(X1,..., Xg).
3. Déterminer la fonction de répartition de Y3 et en
déduire que Y5 est une variable & densité dont on
donnera une densité fs.

4. Montrer que pour tout € R, on a arctan(x) +

arctan (%) = g

5. En déduire un équivalent de fo en 4o00.

6. Montrer que Y5 admet un espérance. En déduire
que pour tout k > 2, Y admet une espérance.

[ Exercice 11 - QSP ESCP 2013 * Sk k

Soient X et Y deux variables indépendantes sur (£, 4, P)
telles que X — N(u,0?) et Y — N (v,0?). Déterminer
une condition nécessaire et suffisante sur p et v pour que

P(X<Y)> 1

Exercice 12 - QSP ESCP 2014 * K Kk

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur
(Q, A, P), indépendantes, admettant une espérance M #
0 et une variance V # 0.

1. Calculer 'espérance et la variance de XY en fonc-
tion de M et V.

2. Les variables X + Y et XY sont-elles indépen-
dantes ?

Exercice 13 - Oral HEC 2015 * % Kk Kk k

1. Soient a, b, « trois réels strictement positifs véri-
fiant 0 < o < a? < b2.

(a) Etablir la convergence de l'intégrale :

a b
i (4 -1) (= - 1) o
Cette intégrale est notée I, ().

(b) Calculer I, p(c) al'aide du changement de va-

riable t = a cos? u.

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, on place
deux points M et N tels que leurs abscisses respectives
Xy et X suivent la loi uniforme sur |0, a[ et leurs or-
données Yy, et Yy suivent la loi uniforme sur |0, b].
On suppose que les quatre variables aléatoires X7, Xn,
Y et Yy sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P)
et sont indépendantes.
On note D la variable aléatoire égale & la longueur du
segment [M, N] - D? = (XM — XN)2 + (YM - YN)Q.
2. (a) Quelle est la loi suivie par —X s ?
(b) On pose :
Zo= (XN —Xn) et Zy = (YN — Yu).
Déterminer les lois de probabilités de Z, et
Zp, respectivement.

(c) Montrer qu'une densité fz2 est donnée par
fpol) = a%(%—l) si0<z<a?
¢ 0 sinon

3. Soit § < a. Calculer P(D < 0).
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Exercice 14 - QSP ESCP 2014 % *x* %

Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires sur un es-
pace probabilisé (€2, .4, P) mutuellement indépendantes
et suivant toutes la loi géométrique de paramétre p. Pour
n € N*, on pose S, = > p_; Xk
1. Soit n € N*. Montrer que la variable aléatoire S—ln
admet une espérance, que 1’on notera par la suite
M.
2. Soient (k,n) € Nx N*. Exprimer I'espérance de g—:
en fonction de m,,.

Exercice 15 - Oral HEC 2010 * % Kk Kk K ]

Soit p un réel donné de ]0,1[. On pose ¢ = 1 — p. On
considére un couple (U,T) de variables aléatoires dis-
crétes définies sur un espace probabilisé (2,4, P) dont
la loi de probabilité est donnée par, pour tout entier
n > 2, pour tout t € Z :

p?q" % sift|<n-—2
et si n et |t
de méme parité
0 sinon
2 n—2
tl<n—2  P¢TT=1

n,|t| de méme parité

1. Vérifier que Y25 3"

2. (a) Déterminer la loi marginale de U.
(b) En distinguant les trois cas t = 0, t > 0 et
t < 0, montrer que la loi marginale de 7" est
donnée par :

_ pqltl
1+q

vt e Z, P(T =t)

(c) Calculer E(T).
3. Soit n un entier supérieure ou égal a 2.

(a) Déterminer la loi conditionnelle de T' sachant

[U =n].
(b) Calculer I'espérance conditionnelle E(T|U =

4. (a) Justifier l'existence de E(U) et de E(UT).
Calculer Cov(U,T).

(b) Les variables U et T sont-elles indépendantes ?

Exercice 16 - Oral ESCP 2014 %% % %% ]

Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépen-
dantes, identiquement distribuées, définies sur un méme
espace probabilisé (2, A, P) et suivant la loi exponen-
tielle de paramétre A > 0.

Pour tout entier n > 1, on pose S, = > ;_, X et U, =
minlgkgn Xk

1. Soit n un entier naturel non nul.

(a) Déterminer la loi de U,.
(b) Donner une densité de S,,. Montrer que pour
tout z > 0, P(S, >z) =e A 37 7; )‘Z—fk
2. Soit N une variable aléatoire définie sur (€2, A, P),
indépendante des (X;) et qui suit la loi géomé-
trique de parameétre p avec 0 < p < 1. On définit
S et U par, pour tout w € € :

S(w) = Sn(w) (W) et Uw) = Un(w)(w)-

On admet que S et U sont des variables aléatoires.

(a) Montrer que U est une variable aléatoire a
densité et déterminer une densité de U.

(b) Déterminer la loi de S.



