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CORRECTION DM6 FACULTATIF - MATHS 2 ECE 2019

Partie I - Entropie différentielle d’une variable a densité

1. (a) Soit (z,y) € RL xR%. On a:

_In(zy)  In(x) +1In(y)) In(z) | In(y)
bea@y) =705y = m@E) m@) b

(b) Soit « € R. On a :

In(2%)  «aln(2)

e =12 ~ T~ °

(c) La fonction logy est deux fois dérivables par opérations usuelles. De plus, on a pour x € R} :

1 1

logh(z) = -

OgQ(:l:) 11’1(2) X T

et : 1 1
1 " - - )

OgQ(x) 111(2) X x2

—_

Donc pour tout z € RY, logy(z) < 0 et donc la fonction log, est concave sur RY.

2. Comme log, est continue et comme f(x) est nulle en dehors de I, sous réserve de convergence absolue, on a
d’aprés le théoréme de transfert :

b
E(logs(f)) = / logs(f(x)) f (x)dx = —h(X).

3. (a) 1. Y est une transformée affine de X. On a directement pour tout y € R :

() =rfly—o)|

ou fy désigne une densité de Y.
ii. Faisons le changement de variable affine x = y — c.

L’application 4 — y — ¢ est strictement croissante et C'. En posant = 3 — ¢, on a dz = dy et donc
les intégrales suivantes ont la méme nature et sont égales en cas de convergence :

b+c

b
/ £(2) logy(f(2))dz et f(y — ) logs(f(y — ¢))dy.

a+c
Or la premiére intégrale converge puisque X admet une entropie différentielle. Donc :

b+c

b
WX) = - / fa)logy(f(x)dz = = [y = ) loga(1(y )y
b+c

= /. fy (y) logy(fy (y))dy = h(Y).

On reconnait bien l'intégrale définissant ’entropie différentielle de Y (qui converge bien et donc qui
existe) et on a ‘ hX) = h(Y).‘

(b) i. Z est une transformée affine de X avec coefficient strictement positif. On a directement pour tout
zeR:

fz(2) = éf( )

z
«

ou f désigne une densité de Y.
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ii. Faisons le changement de variable affine z = .

L’application z + z/a est strictement croissante et C1. En posant = Z,onadr = % et donc les
intégrales suivantes ont la méme nature et sont égales en cas de convergence :

[ s [ () ((2)E

a
Or la premiére intégrale converge puisque X admet une entropie différentielle. Donc :

hMX) = ‘/ f(@)logy(f(2))dw = chf< )ng(( ))if

a

_ / o f2(2) oz (0 f(2) / F2(2) (logy(a) + logy(f(2))) dz

= [ 12(2) 1ogp(a)dz — / f2(2) ogs (f2(2))dz = — logy(a) + h(Z).

aa aa

On reconnait bien l'intégrale définissant ’entropie différentielle de Y (qui converge bien et donc qui

existe) ainsi que lespérance de logy () et on a donc ‘ WMZ) = h(X) + logy (). ‘

i. Une densité de X est donnée par :

R—)R+

fx: % siz € [0,d]
Tl e {o siz ¢ [0,q]

ii. L'intégrale — [ fx(2)logy(fx(2))dz converge puisque c’est une intégrale sur un segment d’une

fonction continue. Donc ’ X admet une entropie différentielle. ‘ De plus :

WX) = - / " fx () logy (fx (2))dz
= _/“ L 10%2(1)(i

1

ili. Soit @ > 0. On a :

On considére donc l'intégrale :

_/+oo 1 e_%lo (1 e_y22>d _/+oo 1 _% [lo (\ﬁ)-i- v’ d
oo V2T 52 Vo v= oo V2T 52 21n(2) Y

2

2
Or fj;o \/% 'z dy et f too \}’—W _%dy converge (le premier car fy est une densité et le second car
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c’est le moment d’ordre 2). Par linéarité de 'intégrale, on a donc convergence et :

/+OO 1 -2 <1 —f>d 1 (\/27)/%0 Loyt /+Oo v
— e O —= = O v (&3 e
o V2T 82 V2 Y 82 oo V2T Y 2In(2) J_o V2r Y
2 =1
1 1 1 In(e)
— Jog,(V27) + ———— = —log,(27) + -
082(V2m) + 57y = 3 loe(2m) + 5% g
——
=log,(e)

1
=13 log, (2me).

Donc Y admet une entropie différentielle et | A(Y) = 3 log,(2me).

(c¢) Une densité de Z est donnée pour z € R par :

0 siz<0
fZ(Z):{ e ™ §iz>0

On considére donc 'intégrale :

e -z —Az e —Az Az
—/0 Ae” ¥ logy ()\e ) dz = /0 e [— logy(N) + 1n(2)} dz

Comme dans la question précédente, on voit deux intégrales connues et convergente (intégrale de la
densité et espérance). Donc par linéarité :

+OOA A e ) d logs (A +OOA AT AT e %d
—/0 e 0g2<e ) z = —ogQ()/O e z+1n(2)/0 z\e z
[ — | —

=1 =1/

1
= logy ()\) + log, ()| = log, %

Et donc Z admet une entropie différentielle et | h(Z) = log, .

(d) 1. Vérifions que f est une densité.

. ’ f est clairement positive sur R. ‘

° ’ f est également continue‘ par opérations usuelles (méme la valeur absolue est bien continue).

“+oo “+oo 1 +oo 1
/ f(z)dz = / “de Mgy = / e Mdx
0 o 2 o 2

est bien convergente (c’est une des intégrales de références). On a méme :

e Ona:

+oo 1

+00 q
f(z)dz = / “de ™Mz = = x A x
0 0 2 2

/O f(x)d _/0 1)\ —Alzlg _/O 1)\ Az q _1
. x)dr = 3 e x = 3 edz = o

On peut le montrer explicitement soit en passant par une primitive, soit par changement de
variable u = —zx.
Donc fj;o f(x)dz converge et :

De méme :

Donc ’ f est une densité de probabilité. ‘
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5.

ii.

Le calcul est trés similaire & la question précédente avec la loi exponentielle. On doit considérer

I'intégrale :
o 1
—/_oo iAe_’\‘xl log, <2)\e_’\$|> dz

L’intégrande est visiblement paire. Il faut et il suffit donc de vérifier la convergence de
[0 e Nellog, (Lae=Ael) dz. Or dans ce cas :

el =z 1 —A|z| ! -z -z Ml -z 1
—)Xe log, | =Ae dz = —Xe” “log, (x\e ) dx + —de”"logy | = ) dx
0o 2 2 0o 2 0o 2 2

1 e 1 1
= —510g2x+§10g2§

ou le calcul est issu de la question précédente.
Par parité, W a donc bien une entropie différentielle et :

1 e 1 1 e
h(W) =2 x <2log2 X" 3 logsy 2) = log, <X) +1.

(a) aX + BY est une variable de loi normale centrée pour tout «, 8 € R. En particulier, pour o = 1 et

8=

0, ‘X est une variable de loi normale centrée. ‘

(b) Avec les notations de I’énoncé, on a X = 0Z ou Z est une variable de loi normale centrée réduite
(transformation affine d’une loi normale). On a donc :

()

h(X) = h(Z) + logy (o)

d’aprés une des questions précédentes. De plus, on a déja calculer que h(Z) = %log2(27re). Donc :

L.

ii.

iii.

1 1
h(X) = 5 log, (2me) + logy (o) = 3 log, (2mec?).

Montrons ’existence par domination.
Ona (|X]|—|Y]?2>0.Or (|X|-|Y])?= X2 —-2|XY|+ Y2 Donc :

1

IXY| < (X2 +7Y?).

DO |

Comme X et Y suivent des lois normales, elles admettent toutes deux des moments d’ordre 2 et
donc E (3(X? +Y?)) existe. Par domination ‘ E(XY) existe. ‘

On procéde de maniére similaire, on a pour A € R :

MNEY?) 4+ 20E(XY)+ E(X?) = EWNY?2+2XY +X?)
E((\Y 4+ X)?)

Or (\Y + X)? > 0 donc :

ME(Y?) +2\E(XY) + E(X?) > 0.

Le polynoéme précédent est un polyndéme d’ordre 2 toujours positif. Nécessairement, il a donc au
plus 1 racine (sinon, il serait strictement négatif entre ses racines).

Donc le discriminant associé est négatif ou nul. Calculons ce discriminant :
A= (2E(XY))? —4E(Y?)E(X?)

et donc on a E(XY)? — E(X?)E(Y?) < 0 cest-a-dire :

E(XY)? < E(XY)E(Y?).
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iv. Comme X et Y sont centrées, on a E(X) = E(Y) = 0. D’aprés la formule de Huygens, on a ainsi
V(X)=E(X?) et V(Y)=E(Y?). Or V(X)=V(Y) = 02 par hypothése.
Donc :
E(XY)?* <o

En passant & la racine, on obtient : |[E(XY)| < o2 puis :

S| <L

E(XY) ‘

\pz‘

‘On a donc bien p € [—1, 1]‘

v. Si X et Y sont indépendantes, on a E(XY) = E(X)E(Y) = 0. Et donc
(d) i Ona:

h(X,Y)=0 & logy(2mec?y/1—p2) =0
& 2mec?\/1—p2=1
& V1-p2= 5
2meo

(équivalent car 1 — p? > 0)

ii. On a:
I(X,)Y) = h(X)+hY)-h(X,)Y)
= %log2(27rea2) + %log2(27r602) — logy(2mea?\/1 — p?)
= logy(2mec?) — logy(2meay/1 — p?)

1 2meq logy /1 — g2
= logy | ———F——||=—logy v/1 - p2.
>\ 2re02, /T P> 2

iii. Comme p €]—1,1[, on a 1—p? €]0,1]. Ainsi, on a également /1 — p2 €]0, 1] D’ott logy /1 — p? < 0.
Et enfin :

I(X,Y)>0

iv. On a :

—

lim I(X,Y) = lim —logy /1 — p? = +o0.
p—1 p—1 ~——

—0

Partie II - Généralités sur I’entropie des variables discrétes

6. (a) D’aprés le théoréme de transfert (pas de probléme de convergence car la somme est finie), on a :
n
E(g(z)) = > g(k)P(X =k)
k=0

= > logy(P(X =k))P(X = k)
k=0

— [-H(X).
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(b) Pour tout k € [0,n], on a 0 < P(X = k) < 1. Donc pour tout k € [0,n], g(k) = logy(P(X = k)) < 0.
Ainsi :

(¢) i Ona:

[0(p) = H(X) = (1 — p) logy(1 — p) — plogy(p). |

ii. 1 est C? sur ]0, 1[ par composition et, pour tout p €]0,1[, on a :

¢/ (p) = logy(1 — p) — logy(p)
et donc :

1 1
(1-p)In(2) pln(2)
1 p+(1-p
In(2) p(1-p)
1

. —)
p(l—p)ln2<

P (p)

Ainsi 9" est négative et donc ‘1/1 est concave sur |0, 1[. ‘

iii. On commence par résoudre pour p €]0, 1] :

1 1—p
/
= 1 _— =
v =0 & 1n<2>n< y ) ’
1_
o Py
p
& l-p=p
o ot
p=g

Comme 1) est concave, 1)’ est décroissante et donc est positive avant % et négative apres.

En conséquence, v atteint un maximum local en | pg = % Et comme 1 est concave ce maximum

est en fait global.

(d) On a:
1 1 1 1 1 1 1 1
H(X) = _510g2§_110g21_§10g2§_§10g2§
1 -~ 1 _ 1 _
= ——510g2(2 h— 110g2(2 %) — 110g2(2 %)
B 1+2+3
2 4 4
_ |7
= 7
7.
1 |def Entropie(P):
h =20
for k in range(len(P)):
h = h — P[k]«np.log(P[k])/np.log(2)
5 return h
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8.

(a) Procédons par I’absurde. On suppose, quitte & renuméroter, que P(X =

(b)

x1) = 1. Montrons qu’il y a
une absurdité.

Comme N > 2, on a [X = x9] C [X # 1] donc :
P X=22)< P(X#x1))=1-P(X =) =0.
Or P(X = z3) > 0 donc ‘P(X =x9) =0. ‘ Mais c’est absurde car on a supposer que la loi de X était a

support sur {x1,z2,...,xx} et donc P(X = x9) # 0.
D'on Vi € [1, N], P(X = ;) # 1 et donc | P(X = ;) < 1|
SiN=2ona:

E(p(X))

pre(zr) + p2p(z2)
prp(w1) + (1 — p1)p(x2)

z p(prz1 + (1= p1)ag)
(inégalité de convexité : le graphe de ¢ est sous ses cordes)
z |p(E(X)).
i. On a:
N-1 N-1 »; ;N
/ )
P = = Z pi=1
k=1 prll e e
——
=l-pn

De plus, on sait que p; # 0 pour tout ¢ € [1, N — 1]. Donc on a également p} # 0.

En outre, on a 1 — py = Z] 1 p;j > p; puisque p; > 0 pour tout j # i. Donc p21 5 < 1.
D’ou :
0<p,<l1.
N—-1 ¢

ii. D’aprés le théoréme de transfert, on a > ;" ;" plo(x;) = E(o(Y)).
—1)aYetdonc: E(p(Y)) = o(E(Y)). Et

D’aprés la question précédente, on peut appliquer P(N
donc :

N-1 N-1
> pipla) = (Z péfﬂ:’) :
=1 =1

iii. On a d’aprés le théoréme de transfert :

N
= pip(w:)
=1

puis :

N-1
pnp(zN) + Z pip(zi)
i=1

N
1 —

= pne(zn) +

_p;

pNSD(-'EN) 1 —PN (Z pzxz>

(cf. question précédente)

N-1
® (pN$N + (1 —pn) Z PQ%)

WV

WV

i=1
(inégalité de convexité)
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et donc avec une derniére application du théoréeme de transfert :

[E(p(X)) > p(B(X)).|

Cela conclut I’hérédité de la récurrence. La question 8b a fait U'initialisation, donc P(N) est vraie
pour tout N > 2 (et techniquement trivialement vraie pour N = 1).

(d) Si ¢ est concave, alors —¢ est convexe et donc :

et donc par linéarité de l'espérance —E(p(X)) = —p(F(X)) et ainsi :

[E(p(X)) < p(B(X)).|

9. (a) D’aprés l'inégalité de Jensen que 'on vient de montrer, on a :

1 - 1
Zpk 082 ( n+1)p > < log, (kzopkml)pk>

puisque log, est concave. De plus :

[+
—
Il
—_

S :
k pu—
T+ pe n+l

i
o

=n-+1

Donc | logsy (ZZ:O pkm) =0.|Dou:

lo <0
Zpk &2 < (n+ 1)1%)

(b) On a:

D logy((n+1)pr) = > prloga(n+1)+ Y prlog(pr)

n n
= logy(n+1) Zpk + Zpk logy (Pk)
k=0 k=0
——
M —H(x)

= |logy(n+1) — H(X).|

(c) D’apreés la question précéédente : logg(n + 1) — H(X) = >~} _logy((n 4+ 1)pk). Or

ZlogQ (n+ 1)pk) Zlogg > 0.

k=0

<0

Et ainsi |logy(n+ 1) > H(X). |
(d) Si X — U(J0,n]), on a :

n

—Z ! lo ! =logy(n + 1)
nt1 &2 n+l) " g2 :

k=0

Cela prouve en particulier que I'entropie est maximale pour la loi uniforme.

8 sur 14



Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli CORRECTION DM6 FACULTATIF - MATHS 2 ECE 2019

10. (a) On utilise la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements {[Y = k|}eo,n
P(X=Y) = ) P(X=Y]n[Y =k])
k=0
= Y P(X=Kn[Y =4k)
k=0

= Y P(X =k)P(Y =k) (indépendance)
k=0 M

—P(X=Fk)

k=0

(b) Posons Y = logy(v(X)). C’est bien une variable aléatoire puisque X est discréte. On pose ¢ : t — 2
qui est convexe sur R. D’apreés I'inégalité de Jensen, on a :

Et donc :
o (log, (v(X))) E(glogz(v(x))).
—_—
=v(X)
(c) Ona:
9—H(X) _  9E(logy(v(X)))
< E((X))
< Y prv(k)
k=0

= > =P =Y)
k=0

(d) Considérons X et Y indépendantes de loi U([0,n]). On a :

o H(X) _ g-logy(nt1) _ 1
n+1
Puis : . )
1 1
P(X=Y)= = .
n+1 n—+1

k=0

Ainsi, on a bien |27H(X) = p(X =Y).

Partie III - Entropie jointe et information mutuelle de deux variables discrétes

11. (a) D’apres le théoréme de transfert (pour les couples de variables discrétes), on a :
E(g(X,Y)) = > > gk )P(X =k N[ =]
k=0 j=0

= S logy(PIX = KN [V = j)P(IX = KA [Y = j))
k=0 j=0

= [—H(X, V).
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(b) On a:

H(X,Y) = =) > logy(PIX =kN[Y = j)P(X =K N[Y = j])
k=0 j=0

= =) logyo(PIX =4 1N[Y =K])P(X =j]N[Y = k) (changement k = j’ et j = k')
j’*() k'=0

= — Z Z logy (P NY =K)P(X =4 ]Nn[Y =k]) (interversion des sommes)
=075'=0

= — Z Z logy([Y = KN P[X = j])P([Y = K] N[X =j']) (permutation des intersections)
k'=037'=0

= [H(Y,X).
(c) On a:

H(X)+ H(Y/X)

= =Y P(X=klogy(P(X =k) + Y P(X=k) ( Y Pix=n(Y = j)loga(Px—p (Y = j)))

k=0 k=0 7=0

n

= - ZP(X = k) (10g2(P(X =k)) + ZP[X:k](Y =7) log2(P[X:k](Y = J)))

k=0 J=0

Concentrons-nous sur le terme dans la grande parenthése. Pour k € [0,n], on a :

oas (P — ) + Z X =8, PIY X =)
= logy(P(X =k)) + JE; P([Y;g{i[f) =) 105, P(Y = j0 X = 4]
_ ; Py ;(i](ﬂ:[; = kD) 1o, PX = k).
La derniére somme se simplifie :
Z K= o pix iy - k’g;fX(i:)’“);P([Y:ﬂm[szb

= logy(P(X =F))

ou on a utilisé la formule des probabilités totales pour la simplification. D’ou :

g P = 1)+ 3 P AN g P10 H)
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On a donc :

H(X)+ H(Y/X)

= -y rec=p Y AR D g, p(y = 0 1x = k)
k=0 Jj=0
- 33— AT = s P =0 X =)
= SSOSCP(Y = 10 (X = ) logy P(IY = )N [X = k)
k=0 j=0
= [H(X,Y).

(d) On montre de méme que :

H(Y)+ H(X/Y)=H(Y,X).

Donc :

HX)+H(Y/X)=H(X,Y)=H(Y,X)=H(Y)+ H(X/Y).

En passant les termes des bons cotés, on obtient :

|H(X) - H(X/Y) = H(Y) - HY/X).|

12. (a) La loi (marginale) de X est la donnée pour tout k € [0,3] de P(X = k). Or on a :

en utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements {[Y = j]};ec[o,3]-

On a donc :
1 1 1 1 1
PX: et — —_ —_ — = —
( 0) 8+16 16+4 2’
1 1 1
PX=1 = —+-+4— = -
( ) 16+8+16+0 4’
1 1 1 1
PX=2) = —4+—4+—=+4+0==
( ) 32+32+16+ 8’
1 1 1 1
PX=3) = —4+—4+—40=-.
( ) 32+32+16+ 8
On en déduit :
7
H(X)=-
(xX)=1
puisque c’est exactement le méme calcul qu’a la question 6d.
(b) On a de maniére similaire :
1 1 1 1 1
P(Y = = -+ =+ =+ ===
( 0) 8+16+32+32 4’
11 1 1 1
PY=1) = —4+-4+—+4+—-=-
( ) 16+8+32 32| 47
1 1 1 1 1
PY=2) = —4+—4+—+4+—=-=
( ) 16+16 16+16 ’
PlY=3) = 1+0+0+0—1
— = 3 =71

Y suit une loi uniforme, son entropie est donc maximale. On a ‘ H(Y) = logy(4) = 2. ‘

11 sur 14



Fauriel - ECG2 - Maths Appro/Appli CORRECTION DM6 FACULTATIF - MATHS 2 ECE 2019

(c¢) C’est un peu rébarbatif mais on le fait. On a d’abord :

4 4 4 4 4 4 4 4 7
H(X/Y =0) = —§10g2§ - Elogzﬁ - 3*2108;23*2 - 3*2105-’;23*2 1
4 4 4 4 4 4 4 4 7
HEXY =1) = —jglosaqg — glosag ~ 5310825 32 32 %82 33 32 s
4 4 4 4 4
H(X/Y =2) = _EIOgQT@‘ - T610g2r6 161 g2 616 1 082 7 16
4 4
H(X)Y =3) = —110g21+0+0+0
Puis :
1 7 1 7 1 1 11
(d) On en déduit :
7 11 13
H(Y/X) = H(Y) - H(X) + HX/Y) =2 1+ = = =
(e) Et on obtient également :
H(X,Y) = H(Y)+ H(Y/X) =2 + % - %7
13. (a) On a:
Ly POX =K}y =)
I(X)Y) = P(X =k N[y log :
_ 3y _ P(X =71n[Y =K
= 2 2 P =TINY =KD les o — )
] = =
(changement k = j' et j = k')
~\ : PX =710 =K])
ZZ (l J1n k])OgQ P(X = j\P(Y = k)
(permutation des sommes)
: PY = KN [X =jT)
= P X == ! 1
ZOJZO JD1o8 Py — P = )
(permutation des intersections)
= [1(v, x).
(b) On a:
H(X) - H(X/Y)
= =), P(X =k logm(P(X=k)+) P =j)d Py—(X =Fk)logy(Py—(X = k)
0 e =0 k=0
=>_j—o P(X=KIN[Y'=j])
= 3OS PX = KA = ) loga(PX = k) + 33 P(Y = )Ply—y (X = k) logy(Py—y (X = k)
=0 TR0 —px=Hny =3)
v 3 . Py—j(X =k)
= ZZP([X = k[ N[Y = j])log, <P(X:k)
k=0 j=0
L SOSp(x — y P([Y = j]n [X = k)
= S P =K = o, (A
k=0 5=0
—- [1(x,Y).
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14.

(c) Il suffit de remarquer que Py_g(X = j) = 0si j # k et Px_j(X = j) = 1 si j = k. Donc avec la
convention 0log, 0 = 0, et comme 1log,1 =0, on a :

H(X/X = k) == Px—i(X = j)loga(Px—i)(X = j)) = 0.
i=0

Donc H(X/X) =% ,_(P(X =k)H(X/X =k) =0. Puis :

|I(X,X) = H(X) - H(X/X) = H(X).|

(d) Si X et Y sont indépendantes, on a :

Donc | I(X,Y) =0.

(a) Le systéme {[Y = j]}je[o,n] est un systéme complet d’événements. Donc, d’aprés la formule des proba-
bilités totales pour tout k € [0, n] :

P(X =k) =) _ P(X=knN[Y =)
j=0

d’ou :
~ N~ PX=KNY=j)
;)pf T & PIX =4
- Fa=p L PX =HA =)
=0
—P(X=k)

(b) C’est une application de l'inégalité de Jensen. En effet, log, est concave et donc :

E(logy(Zk)) < logy(E(Zk)).

Oron a :
E(Zy) = Y wp;
§=0
_ zn: PX =j)PY L PX =KNY =]
S Px =Ny =) P(X =k)
= > (v=j=1
j=0
Donc :

| E(log(Zk)) < logy(1) = 0. |

(c) Commengons par remarquer que toute la construction précédente dépend d’un entier k € [0,n]. On a
donc en fait n + 1 inégalités E(logy(Zx)) < 0.
Or les termes x; qui forment le support de Z, ressemblent fortement a I’argument du logarithme dans
la formule de I(X,Y). L’espérance de Zj, donne une somme sur j. Cela pousse donc a resommer sur k
pour obtenir une formule apparentée a celle de I(X,Y).
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Apreés un peu de recherche au brouillon, on calcule :

STP(X = k)E(logy(Z4)) <0 = Y P(X =k) > logy(x;)P(Zy = ;)
k=0 Jj=0

M= T

P(X = k)Y logy(a;)p;
j=0

e
I
o

PIX = 1)Y logy () L
=0

= kI N[Y = j])logy(z;)

.
(=)

3 |

Il
M- T+ 11
M:
,“Q
<

Pix == v (£ A=)

e
Il
o
.
I
o

I
M-

Ha Y = o, (PE =N =)
k:ogp([X —Hnlr=aplos, < P(X = k)P(Y = )

= —I(X,Y).

Or Y ) o P(X = k) E(logy(Zy)) < 0. Donc :

=0 <0

I(X,Y) > 0.
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