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CORRECTION DS 4 APPRO - REDUCTION, PRODUIT SCALAIRE

[ Exercice 1 - ECRICOME ECS 2022 (Exercice 2 - adapté)

1. (a) Calculons :

11 -1
rg(A— (—1)I3) = rg (0 3 0 )
1 4 -1
11 -1
. = rg (0 3 0 )
3¢ L3—L1—Lo 00 0
= 2.

Comme rg(A—(—1)I3) # 3,ona —1 € Sp(A). Et comme A a le méme spectre que f,on a|—1 € Sp(f).
De plus dimE_(A) =3 —rg(A— (-1)I3) =3—-2=1.
Soit (z,y,2) € R3. On a :

(xvyaz) € E—l(f) ~ f((l’,y72)) = _(xayaz)
y—z = —
< 2y = —y
r4+4y —22z = —z
z+y—2z = 0
& 3y = 0
x4+4y—2z = 0
r+y—z = 0
L L<:>L L 3 =0
e r+4dy—z = 0
r4+y—2z = 0
& 3y = 0
L3<—L3—L1—L2 0 _ 0
o T = z
y = 0
& (a,y,2) € Vect((1,0,1))

Par égalité avec la dimension, ‘ ((1,0,1)) est une base de Eq(f). ‘

-2 1 -1
rg(A—2I3)=rg| 0 0 0 | =2
1 4 —4

De méme, on a :

et donc‘Z € Sp(4) = Sp(f) ‘ et dim Fo(f) =3—-2=1.
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Et pour (z,y,z) € R3 :

(2,y,2) € Ea(f) & f(z,y,2)) = 2(z,y, 2)
y—z = 2z
& 2y = 2
r4+4dy—2z = 2z
o —2z4+y—z = 0
r+4y—4z = 0
9y—92 = 0
=
L3<L1+2L> r+4y—4z = 0
y = z
< { zr = 0
= (x,y,2) € Vect((0,1,1))

Et de méme, ‘ ((0,1,1)) est une base de FEs(f) ‘ par égalité des dimensions.

(b) Si f est diagonalisable, puisque dim E_1(f) + dima(f) = 2 < 3, il existe nécessairement une troisiéme
valeur propre \ distincte de —1 et 2. De plus, comme dim R? = 3, f a au plus 3 valeurs propres et il ne
peut pas y en avoir d’autre.

Ainsi Sp(f) = {—1,2,A}. Dans une base adaptée, on a :

~1 0
Mat(f)=| 0 2
0 0

> O O

et donc ‘Tr(Mat(f)) =—14+2+A=X+ 1.‘
Or Tr(A) =042 — 2 =0 et la trace est invariant de similitude. Donc :

d’ou A = —1. ’ On a une contradiction puisque A # —1. ‘

Donc ’ f n’est pas diagonalisable. ‘

2. On a toujours | Ker(f + Id) C Ker((f + Id)?) | puisque si z € Ker(f + Id) alors :

(f +1d)%(z) = (f + Id)((f + Id)(x)) = 0.
——

=0

Montrons que l'inclusion n’est pas une égalité. Il nous faut trouver un vecteur qui est Ker((f 4 Id)?) mais
pas dans Ker(f + Id).

Commencons par trouver un vecteur non trivial dans Ker((f + Id)?). Pour (x,y,2) € R? on a :

T 0
(f+1d)%(x) =0 & (A+DB)>°|y 0
z 0
1 1 T 0
& 0 3 Y 0
1 4 z 0
000 T 0
& 090 Y 0
090 z 0
& y=0

& (x,y,2) € Vect((1,0,0), (0,0,1)).

Posons u = (1,0,0). D’aprés ce qui précéde, on a |u € Ker((f +1d)?). | En revanche :

(f+1d)(u) = (0,0,1) 4+ (1,0,0) = (1,0, 1) # Ogs
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Donc ’ u ¢ Ker(f +1d). ‘
Et donc | Ker(f + Id) # Ker((f +1d)?).

3. On a déja montré que :

Ker(f — 2Id) = Vect((0, 1, 1))

et :
Ker((f +1d)?) = Vect((1,0,0), (0,0, 1))
Comme ces familles sont libres ce sont des bases respectives de Ker(f — 2Id) et Ker((f + Id)?).
De plus ((1,0,0),(0,1,1),(0,0,1)) est échelonnée et est donc une famille libre de R3. Par considération sur

les dimensions, c’est une base.

Ainsi la concaténation d’une base de Ker(f — 2Id) et d'une base de Ker((f + Id)?) est une base de R3.
Ker(f — 2Id) et Ker((f + Id)?) sont donc supplémentaires dans R3, c’est-a-dire :

R? = Ker(f — 2Id) @ Ker((f + Id)?).

4. Soit x € F. Montrons que f(x) € F.
f — 2Id est un polynéme en f. Il commute donc avec f. On a donc :

(f =21d)(f(x)) = f((f —21d)(x)) = f(0) = 0.

On a bien f(z) € F. Et donc m

De méme, soit z € G. Montrons que f(z) € G.
On a pour les mémes raisons :

(f +1d)%(f(x)) = F((f +1d)*(x)) = £(0) = 0.

On a bien f(z) € G. Et donc | f(G) C G.

5. Soit € R3. Comme R?* = F @ G, il existe y € F et z € G tel que x =y + 2.
On a :

P(f)(x) = P(f)(y) + P(f)(2) = (f +1)*((f — 21d)(y)) + (f — 21d)((f +1d)*(2)) = 0.

=0 =0
Dot | P(f) = 0.

6. m et mo commutent car ‘Ce sont des polynomes en f. ‘

7. (a) On a:
TpomM = <—£1)(f +4Id) o (f — 21d)> o (;(f + Id)2>
1
= _871(f+41d) o P(f)
=0
=
(b) Soit x € Im(7y). 11 existe donc y € R? tel que 1 (y) = z.
On a:

ma(x) = m2(m1(y)) = 0.
Donc z € Ker(ms).
D’ou ‘Im(m) C Ker(ms). ‘

8. (a) Ona :
Ty = %(erId)Q—é(f+41d)o(f—21d)
= %(f2+2f+1d)—%(f2+4f—2f—81d)
=
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(b) Soit z € Ker(mz). On a :
x = (m +m)(x) = 7 (x) + me(z) = m ().
=
Donc z € Im(7q).

D’ou ‘Ker(m) C Im(my). ‘

9. Avec les deux inclusions précédentes, on en déduit que ‘Ker(ﬂ'z) = Im(m). ‘

De plus, comme 71 et 7o commutent, on a 7 o w3 = 0 et donc Im(my) C Ker(my).
D’aprés le théoréme du rang, on a :
dimIm(m) = 3 — dimKer(ms)
= 3 —dimIm(m)
= dimKer(m).

Donc par égalité des dimensions, on a ‘ Ker(m1) = Im(m). ‘
10. On a:

7'[‘%:71'10(1(1—71'2):71'1—0:71'1

et donc ‘711 est un projecteur. ‘

On a de méme :
ﬂ%:ﬂgo(Id—ﬂl)zﬂg—Ozﬂ'g

et donc ‘7r2 est un projecteur. ‘

11. my est le projecteur sur Im(mg) parallelement a Ker(ms).
Or Im(ms) = Ker(m;) = Ker(3(f + 1d)?) = Ker((f +1d)?) = G.
Et Ker(my) = Ker(—§(f + 41d) o (f — 2Id)). f 4 41d est inversible puisque 4 ¢ Sp(f).
Donc z € Ker(m) < x € Ker(f —2Id) &z € F.

D’ou ‘7@ est le projecteur sur G parallélement & F'. ‘

Comme Ker(71) = Im(ms) = G et Im(mg) = Ker(m1) = F, on en déduit que

‘m est le projecteur sur F' parallélement & G. ‘

12. 7 et mo sont des polynémes de f. Donc g est un polynoéme de f comme combinaison linéaire.
Et h est & son tour un polynéme en f comme combinaison linéaire.
13. On connait une base de F': ((0,1,1)). Et on connait une base de G : ((1,0,0), (0,0, 1)). Calculons la matrice
de G dans la base concaténée : B = ((0,1,1),(1,0,0),(0,0,1)).
On a :
71((0,1,1)) = (0,1,1)
m((1,0,0)) = (0,0,0)
m((0,0,1)) = (0,0,0)

car m est le projecteur sur F' parallélement & G. Et on a :

m((0,1,1)) = (0,0,0)
m((1,0,0)) = (1,0,0)
m2((0,0,1)) = (0,0,1)

car mo est le projecteur sur G parallélement & F'.

Donc :
9((0,1,1)) = 2x(0,1,1)
9((1,0,0)) = —-1x(1,0,0)
g((0,0, 1)) = —1x (0707 1)
Et donc :
2 0 0
Matp(g)= [0 -1 0
0 0 -1
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14. Calculons :

h = f-g
f—2m +m
= fo(m +m)—2m +m2
= |(f—2Id)om + (f +1d)om.|

Et donc :

h? = ((f—2Id)om + (f +Id) o 7mp)?
= (f—QId)Zo\ﬂ'i—{—Q(f—QId)o(f—i—Id)077107T2—|—(f—|—1d)20\7r§4

=71 =0 =T

—~

tout commute car ce sont des polynémes en f)

(f —21d)% o (f +1d)% — %(f+ld)2o(f+4ld)o(f—21d)

(f = 21d) o P(f) - 5(f +41d) o P(/)[=0.]

O~ O~

15. On a bien ‘ f =g+ h, ou g est diagonalisable et h est nilpotent (d’ordre 2)‘

Exercice 2 - EDHEC ECS 2022 (Exercie 1 - adapté)

1. Commengons par montrer que g est bien définie. Pour cela, nous devons vérifier que F'(a) # 0.
Ona:

a
F(a) = f(t) dt.
oo~~~
>0
Or f est postive et continue donc l'intégrale s’annule si et seulement si f est identiquement nulle. Or f est

strictement positive. Donc F(a) # 0 (et méme F(a) > 0).

‘Donc g est bien définie. ‘

Vérifions maintenant que g est une densité :

e Comme f est continue, ‘g est également continue. ‘

e D’apreés ce qui précéde, F'(a) > 0 et f est strictement positive. Donc ‘g est strictement positive.

[ sea= [ g

qui converge bien puisque f est une densité.

+o00 B F(a) B
/_Oo g(z)dx = Fla) 1.

e On a:

Puis :

Donc ’ g est une densité.

2. (a) Comme g est une densité, on peut calculer la fonction de répartition associée pour tout z € R avec
I'intégrale suivante convergente :

Siz <aalors:

Et si £ > a alors :
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Donc :

E(z) siz<a
siz>a

(b) Puis que F(a) # 0, P(X < a) # 0 et donc Pix<q(X < z) est bien définie. Calculons pour x € R :
PIX <2]n[X <d])
P

(X <a)

P[Xga](X < l‘) =

Siz < aalors [X <z] C[X <a] et donc :

Px<q(X <) = = ) = G(z).

Et si > a alors [X < a] C [X < z] et donc :

Ainsi on a bien pour tout x € R :

G(z) = Px<q(X < ).

3. (a) M, étant une variable aléatoire, calculons sa fonction de répartition pour tout =z € R :
Gpn(z) = P(max(Y1,...,Yn) < x)
Or le maximum est inférieur a x si et seulement toutes les variables Y7, ..., Y, sont inférieures & x. Donc :

Gn(z) = PN [Yi <)

= HP(Yl < z) (indépendance)
i=1
=G(x)
Et donc :

Gn(z) = G(z)" = { F@r slzsa

sixz>a

(b) Puisque f est strictement positive et continue, pour = < a, on a :

/:f(t)dt >0

et donc [*__ f(t)dt < [*_ f(t)dt c’est-a-dire F(z) < F(a). Comme 0 < F(z), on obtient pour z < a :

lim G(z)= lim < Flz) >n =0

n—s-+oo n—-+o00 F(a)
——
€]0,1]
Pour > a, on a Gp(z) =1 — 1. Et pour x = a, on a G, () = Gp(a) = ?EZ%: =1—1

Donc on a bien pour tout = € R, | G, (x) — ¢ (x).
n—-+oo

‘1/1 est la fonction de répartition de la variable certaine égale a a. ‘
4. (a) Soit z € R. On a:

H,(z) = P(Z,<z)=Pnla—M,) <)

x
— P(Mn>a E)Zl—P(Mn<a—£)
n n
= 1—P(Mn<a—£) (M, est a densité)
n
0 siz <0
- Fa-2)]"
1—[ F(a)"] sizx >0

3 x
puisque z <0< a— 7 > a.
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(b) Comme f est continue, F' est une primitive de f. Donc F est C! et la formule de Taylor s’applique :
F(a+h)=F(a)+hF'(a)+ o (h).
~— h—=0
=f(a)

En particulier pour x € R :

St ho e o (3)

(¢c) Pour x < 0,0n a Hy(z) =0— 0.
Pour z > 0, on a :

o] - g )
S R
@ e

Q)
e’ F(a)

Donc toujours pour z > 0, on a :

H,(z) = 1-—

= l—exp | nln

F(a)
o f)
f(a)
ot LTexp (—xF(a) '

Donc on a bien pour tout =z € R, | H,(z) — n(x).
n——+oo

7 est la fonction de répartition de la loi £ ( ))>

[ Exercice 3 - ECRICOME ECS 2015 (Exercice 1 - adapté)

1. (a) Vérifions que ¢ est linéaire.
Soient P,QQ € Eet A€ R. On a :
A(PAQ) = (P+Q)" —2X(P+AQ)
— P4 AQ" - 2XP —2)XQ'
= (P"=2XP)+ Q" —2XQ) = ¢(P) + p(Q). |

Donc | ¢ est bien une application linéaire‘ a priori de E dans R[X].

De plus pour P € FE, on a deg P < n. Donc deg P’ < n — 1 et deg P’ < n — 2. Puis deg2X P’ <
D’ou :

deg p(P) < max(deg P”,deg2X P') <

Donc ¢(P) € E et donc | ¢ est bien un endomorphisme de E. ‘
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(b)

(b)

Soit k € [0,n]. On a :
O(X*) = k(k —1)X"2 - 2X x kxF?
la formule étant valable méme pour k£ < 2 puisque les coeflicients s’annulent en cas d’indéterminée au
dénominateur.
Donc :

o(X*) = 2k XF 4 k(k — 1) XF2,

On en déduit, en notant B = (1, X, X2,..., X") la base canonique de E :

0 O 2 0o .- 0
0 -2 0 6
0O 0 -4 0 0
Matg(p) =
n(n —1)
0
0 0 —2n

La matrice de ¢ dans B est triangulaire. Son spectre est donc donnée par les valeurs sur la diagonale.
On a donc :
Sp(MatB(SD)) = {07 _27 _4-7 cee _2n}
puis ‘ Sp(y) ={0,—2,—4,...,—2n}. ‘
Donc ¢ admet n 4 1 valeurs propres distinctes. Comme dim F = n + 1, ‘g@ est diagonalisable. ‘

Si P =0ou @ =0, I'intégrale est évidemment bien définie. On suppose donc P # 0 et Q) # 0.
Notons P =>"7_ arX¥ et Q =3 1_ by X" avec ap # 0 et by # 0. On a :

P(t) ~ apt? et Q(t) ~ bett

t—+ t—+o00

On a donc P(£)Q(t)e " ~ apbqtp+qe_t2.

t—+o00
On a alors : , ,
2 —t ~ p+q+2 -t
t P(t)Q(t)e et oo Clpbqt e m 0
par croissance comparée et donc P(£)Q(t)e " = o (t%)

t—400
Comme ;7 #dt converge, par domination, Je P(#)Q(t)e™*dt converge (et méme absolument).
De méme f:olo P(t)Q(t)et*dt converge.
Et donc fj;o P(t)Q(t)e™dt est bien défini.

e Linéarité a gauche : Soient P,P,Q € Eect A\€ R. On a :

~ +oo ~ 2
(P+AP.Q) = / (P+ AP(H)Q()edt

oo
_ /_Oo [P(t)—i—)\ﬁ(t)} Q(t)e " dt
+o0

—+00

= P(t)Q(t)e " dt + A / P(H)Q(t)e ' dt

= (P,Q)+\P,Q).

e Symétrie : Soient P,QQ € E. On a :

P = [ PwQwe
- |
= Q(t)P(t)e " dt

[e.9]
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e Positivité : Soit P € E. On a :

+o0 5 +o0 9
(P, P) :/ P(t)P(t)e™" dt:/ (P(t))%e™" dt > 0.

—o0 —o0
20

e Caractére défini : Soit P € E. On suppose (P, P) = 0. Montrons que P = 0g.
On a:

+00
/ (P(£)% " dt = 0
oo T

Comme ¢ — (P(t))2e~*" est continue sur R, on a pour tout t € R, (P(t))2e~" = 0 et donc P(t) = 0.
P a donc une infinité de racines et donc P est le polynéme nul.
Donc (-, ) est bien un produit scalaire sur E.
3. Soient P,Q € E. On a :

+oo 2 +oo 5
(o(P).Q) = / o(P)(DQ(t)edt = / (P"(t) — 2tP' (1)) Q(t)e " dt.

et : . 2 . 2
(P.o(Q)) = / P(1)p(Q) (e dt = / P)(Q" () — 26Q/(1))e dt.

Soient A, B € R. On a par intégration par parties :

B 2 B 2
/ (P"(1) — 2P (1) Q(t)e—dt = / (P"(1) — 2P (1))e=" Q(1) dt

A A SN~~~
=u/(t) =v(t)
B
2 B 2
= |Pwe™ow| - / (P/(H)e ") Q' (1) dt.
— A S
=u(t) =v(t) ] 4 =u(t) =v'(t)

De méme :

B 2 B 2
/ PUYQ"() — 26Q'(£))e Pt = / P(t) (@ (1) — 26Q(t))e " dt

A A =~
=u(t) =v'(?)
B
2 B 2
= |P®O)Q'(t)e | - / P'(t) Q' (t)e " at.
N —— A N N
=ut) =v(t) ], =u/(t)  =v(t)

On combinait ces deux calculs, on obtient :

B 2 2 B 2 B B 2
/ (P"(t) — 2tP'(t))Q(t)e " dt = | P'()Q(t)e " }A — [P(t)cg’(lt)e*lt }A + /A Pt)(Q"(t) — 2tQ'(t))e " dt.

A

Pour A =0, 0n a:

B
/0 (P"(t) = 2tP'(1))Q(t)e "dt = P/(B)Q(B)e 5" —P'(0)Q(0)

T (P (-2 P (1) Q0e P dt B tos

B 2
+ / Pt)(Q"(t) —2tQ' (t))e " dt .
0

B—4o0 o P()(Q" (t)—2tQ’ (t))e—t2 dt
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ol les termes intégrés tendent vers 0 par croissance comparée et les intégrales convergent pour la méme raison
que la bonne définition de (-, ).

Donc :

“+o00

/;OO(P”@) —2tP/(1)Q(t)e " dt = —P'(0)Q(0) + PO)Q(0) + [ P(1)(Q"(t) — 2tQ'())e " dt.

0

De méme, en posant B = 0 et en faisant tendre A — —o0, on montre que :

0 0
[P0 - 2P @)ame e = POQO) - POQO + [ POIQ () - 2Q ) at

—00

Et donc :
—+o00

/ TP - 2P () Qe Pt = / PUOY(Q"(1) — 26Q (1)) dt

—00 —00

c’est-a-dire :

[((P), Q) = (P.¢(Q)).]

4. (a) Remarque : La formule donnée ressemble beaucoup a celle utilisée pour le processus d’orthonormali-
sation de Gram-Schmidt. En fait, c’est la méme sauf qu’il n’y a pas l’étape de normalisation et il y a
une division en plus pour compenser le manque de normalisation. Ce procédé modifié donne une base
orthogonale plutét que orthonormée. Mais nous allons le prouver explicitement.

Montrons par récurrence (finie) que (Fp, ..., Px) est une famille orthogonale de E pour tout k € [0, n].

e Initialisation : Pour kK = 0, Py = 1 est non nul et forme bien une famille orthogonale.

e Héréditeé : Soit k € [0,n — 1]. On suppose que (Py, ..., Px) est une famille orthogonale. Montrons
que (P, ..., Pgy1) Dest aussi.
On a déja (P, P,) = 0si m,n € [0, k] avec m # n. Il reste uniquement a calculer (P, Py11) pour
tout ¢ € [0, k].
Soit £ € [0,k]. On a :

D=1,y
(P, Poyr) = (P, XFH— )~ MPD
—~ (PF)

k
]Dian+1
= (P, XMH > Lo X2 Py
; ~——

b, P,
= (R —0 i b
<P€a Xk+1>
= (P, XM - Py, Py
< > (P, Py) < )
= 0.
Donc (P, ..., Py11) est orthogonale.

Par récurrence finie, (P, ..., Py) est orthogonale pour tout k € [0,n] et en particulier :

‘ (Po, ..., P,) est orthogonale. ‘

De plus, (P, ..., P,) ne contient pas de vecteur nul (car X* ¢ Vect(P;)icon—1] = Vect(Xi)ie[[O,k_l]]) et
donc (Pp, ..., P,) est libre car orthogonale.

Par égalité des dimensions, ‘c’est une base orthogonale de F. ‘

b) Comme (Fy,...,P,) est orthogonale et sans vecteur nul, la famille Do .., Le) est orthonormeée.
[l Poll [Pl

C’est donc une base orthonormée de E.
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Soit k € [0,n]. On a :

. P\ B
o(Py) = Z<‘P(Pk)7 ) D
paar 230" 1175l
= (e(Pr), Pi) 75
2 A
i=0 (B, B)
k—1 n
(p(Pr), Pi) (p(Pr), Pr) (p(Pr), Pr)
= 27Pi+7pk+ Z b
i—0 <P7,7PZ> <Pk,Pk> i1 < 17P7,>
k—1 n
(Pg, p(F%)) (p(Pr), Pr) (p(Pr), P;)
= 73- + P, + P;
(questlon 3)
Remarquons, comme dans la question précédente, que R;[X] = Vect(F,..., P;) pour tout j € [0,n].

Remarquons également que p(R;[X]) C R;[X].
Pour i < k, on a P; € Ri_1[X] et donc p(P;) € Ri_1[X] = Vect(Fy, ..., Px_1). Ainsi (Py, ¢(P;)) =
De méme pour i > k, on a P, € Ri[X] et donc p(Py) € Ri[X] = Vect(P, ..., P;). Ainsi (p(FPy), P;) =

Il reste donc :
{(Br), Br)
<P/€> Pk’>
=X\

o(Pr) = Py.

Comme Pj, est non nul, ‘Pk est bien un vecteur propre de . ‘

Probléme 4 - EDHEC ECS 2013 (Probléme)

Partie 1
Remarque : Cette partie permet de traiter les intégrales de Wallis. C’est un calcul trés classique qui illustre
beaucoup de techniques sur les suites d’intégrales sur segment. Il est bon de savoir le faire.

1. (a) Pour tout n € N, ¢ — (sint)" est continue sur [0, %] donc toutes les intégrales de cette partie sont de
simples intégrales sur segment. Il n’y a pas de probléme de convergence & traiter.

On a:

us

3 3
ug = / (sint)dt = / 1dt =
0 0

= gsin Lt = [~ cos
ul—/0< Bt = [ cos(t)

(b) Soit n € N. Calculons :

|

Et :

[=IVTE
Il
Q
o
wn
—~
()
N—
|
Q
o
n
/N
oS
N——
Il
=

2 . n+1 2 : n
Uptl — Uy = (sint)" ™ dt — (sint)™dt

0 0

_ / : ((sin )™ — (sint)") dt = / 2 )" (sin — 1) dt.

0 0
(Linéarité de l'intégrale)

Or pour ¢ € [0,%], on a 0 < sin(t) < 1. Et donc sin(f) — 1 < 0. D’ou : (sint)" (sin¢t — 1) < 0. Par
croissance de l'intégrale, on a donc :

/2 (sint)" (sint — 1) dt < 0.
0

Et donc |up 41 — uy < 0] clest-a-dire (uy,) est décroissante.
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(¢) Soit n € N. Comme précédemment, pour ¢ € [0,5], on a 0 <sin(t) < 1 et donc (sint)” > 0. Donc par
positivité de l'intégrale :

™

Up = /2 (sint)"dt > 0.
0

De plus t — (sint)™ est non identiquement nulle et continue sur [O, g], donc son intégrale est non-nulle.

Donc (uy,) est décroissante et minorée. D’aprés le théoréme de la limite monotone, (u,) est convergente.

2. (a) Soit n € N. Procédons par intégration par parties :

3 3
Upto = / (sint)"2dt = / (sint)" " (sint) dt
0 0 S
=u(t) = v'(t)
5 us
= |(sint)"" (= cost)| — /2 (n+1)cos(t)(sint)" (—cost)dt
—_———— — 0 N —

= u(t) =) 1y = u/(t) = o(t)

~ 0+ (n+1) /0 (cost)2(sin)"dt = (n + 1) /02(1 ~ (sint)2)(sin)"dt

(car Sin(O)W: 0 et cos(m/2) =0) ]
— (n+1) /0 (sint)"dt — (n + 1) /0 S (sint)"2dt = (n+ 1) (un — wnya).

D’ott Uupt2 + (n+ Dupto = (n+ 1)upyr cest-a-dire :

‘ (Tl + 2)un+2 = (Tl + 1)un+1. ‘

(b) Procédons par récurrence sur n € N.

e Initialisation : pour n =0, on a ugx, = up = 5. Et :

(2n)! T 0! LT
(2n xnh)2 "2 (20x0NH)Z2 " 2 27
2 x0)!
Donc on a bien u2x0:(§0>>z0'))2><g.

e Hérédité : Soit n € N. On suppose que :

(2n)! o 7
Ugpy = ———5 X —.
T 2 xnl)2 "2
Montrons la méme relation pour n+ 1. On a :
U2(n+1) =  U2n+2
2n+1
= U
n+2 "
2n+1 (2n)! ™
= X X —
2n+2 (2 xnl)2 2
(2n+1)! T
= X —.
(2n+2)(2" x nl)2 2
De plus :
2(n+1))! LT (2n +2)! W7
2l x (n+ 127 2 (2(n+1)x2n xnl)2 " 2

(2n +2) 2n+1)! =«
@n+2)2 @2 xa)z 2
(2n+1)!

T
T @nr)@xa)2 2
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Donc :

2 +1)
U2(n+1) = (2ntl x (n+1)!)2

La propriété est bien héréditaire.

X

T
5

Donc, par principe de récurrence, pour tout n € N, on a :

(2n)! W T
Ugy = ———= X —.
T2 xnl)? T2

(¢) On proceéde encore une fois par récurrence.

e Initialisation : On a :

(O—i—l)uluo:lxlxzzw

2 2
e Hérédité : Soit n € N. On suppose :
0
(n+ Dupiuy = 5
Calculons :
(n + 1+ 1)un+1+1un+1 == (n + 2)un+2un+1

= (n+ Dupunyr

_ |7

= |3

On a bien, pour tout n € N :

T
(n+ Dupriuy = 5

(d) Soit n € N. On a :

(2n + 1)ugpt1uzn =

oS

Donc :
T
2(2n + 1)ugy,
T

2(2n + 1) oy X §

(27 x n!)?
(2n+1)(2n)!
(2" x n!)?

(2n+ 1)

U2n+1

3. (a) Pour tout n € N, on a :
Unt+2 N+ 1

u, n+2

On a donc :

. n+1
= lim =1
n—+o0o Uy n—+oo n + 2

(b) Comme (u,) est décroissante, on a pour tout n € N :
Up = Uptl = Upt2.

Comme u,, # 0 pour tout n € N, on a :

1> Un+1 > Un+2
Uy Up
Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes :
. U
lim — — g,

n—+00 Uy
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(c) D’apreés la question précédente, on déduit que up41 ™ Uns Donc :
n—-+0oo

2
(n+ Duptiuny o Ml

Or (n+ upy1u,  ~ 5 puisque (n+ 1uppiu, — 5 # 0. D'ou nu? ~ 5 que l'on peut écrire :
n—-+o0o n—-+o0o

T
U ~ —,
" n—4oo 2n

Attention! On ne compose pas avec la racine. Il faut démontrer que ¢a marche dans ce cas spécifique,
et la composition ne marche pas dans le cas général (par exemple ¢a ne marche presque jamais en
composant par une exponentielle).

On a donc :
U, u?
o - T
2n 2n
(car u, > 0)
——— 1(car la racine est continue en 1)
n—-+oo
D’ou :
7r
Up —.
" p— oo 2n

Partie II
4. L’intégrale est généralisée en —1 et en 1 (le dénominateur s’annule en ces points). On a :

e tx e T e

(§]
VI 151 /T2 151 VI =1)(1+1) NN

—X —X

Or fol \/%dt est convergente d’aprés le critére de Riemann. Par comparaison d’intégrale de fonctions posi-

. 1 ote
tives, [, jﬁdt est convergente.

De méme :
e—tx e—:r;

V112 t=2-1 2T+t

Et comme f?l \/thdt est convergente, jfl %dt I’est aussi.

Donc l'intégrale I(x) est convergente.

5. (a) Soit > 0. Pour tout ¢ € [0, 1], on a :

0<e <1,

Donc pour tout ¢ € [0,1] :
—tx 1

0< < .
V1I—t2 7 V112

Par croissance de 'intégrale, on a :

1 e—tﬂ? 1 1
0< —dt < / —dt
o /0 vi—t2 T Jo 1—1¢2

. . . L 1
Or pour les mémes raisons que dans la question précédente fo ﬁdt converge.

1 /1
M:/ Lt
™ Jo 1—1¢2

dt < M avec M indépendant de z.

En posant :

—tx

. 1 rl e
Ona'OSEfo\/@
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(b)

Pour 0 <u < %, on a : % <1 —wu < 1. Par croissance de la racine, on a donc :
1—u<1.

Puis par décroissance de l'inverse :

Pour la seconde partie de I'inégalité, posons :

f est dérivable et pour tout w on a :

N

Flwy=1- 50 -w2

Pour u € [0,1/2] C [0,1], on a 1 —u € [0, 1] et donc (1 — u)*% € [0,1]. Puis f'(u) € [1/2,1]. La dérivée
est ainsi positive et donc f est croissante. De plus f(0) = 0. Donc f est positive sur [0,1/2].
D’ou effectivement :

1 1
\V/’U, € 07 PY R 1 S S 1 + u.
2 1—-wu
12
T = \/g—me_ﬁ est la densité de la loi N'(0,0?). Donc :
+oo 1 t2
e 202dt = 1.

oo V2To
D’ou, par parité de l'intégrande :
400 2 1
/ e 22dt = 5\/ 27a.
0

Don ro=-L ona:
Onc pour 0 = 5, on a

2

+oo
/ et dt = ﬁ
0

De méme puisque la variance de la loi N'(0,02) est 02, on a :

+o0o N2 2
/ (t—0) e_2t7dt:02.

o 2o

Et donc :

+oo 1 1\* &
2e At = =V/2 <> =YT
/0 (6] 9 ™ \/5 1

Le changement est C! strictement monotone et donc on peut I'appliquer & une intégrale généralisée. On

adt = % et donc les intégrales :
1 —tx NG
e 2d
/ dt et / e*“Q—u
0o Vi 0 vV

ont méme nature et sont égales en cas de convergence. Or :

= e " du

NCERNEN

est une intégrale sur segment donc convergente. D’ot1 :

1 —tx Nz
e 2 2
dt:/ e “ du.
/0 Vi Vil
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()

Or fo e U dumfrm e U du—ﬁ.Donc:
1 —tx
/ C _at ~ \/F
0 \/{f r——+00 x

/1 e Vtdt = /ﬁe_UZU2Udu _ 2 /\/E w2e ™ du
0 —Jo NN '

Or fﬁu Wy — S . Donc :
0 r——+00 4

De méme, on a :

1
/ e TVidt  ~ v .
0 T—400 2:5\/5

C’est encore un changement C! strictement monotone. On a dt = du. Et donc les intégrales :

0 otz e—(u—1)z
/ et
—1V1—t2 \/l—u—l
ont la méme nature et sont égales en cas de convergence. On a déja établi la convergence de l'intégrale
de gauche. On a donc :

1 e~ (u—1)z

0
e
—dt = —du
/1\/1—t2 0 V1—(u—1)2
1 e ux
= em/ ——du
0 V—u?+2u
eff/ L
0 Vu(2—u)

et donc :

/0 eft:c dt_ex/l e—uz »
V= V2 (- g)

Attention ! Méme si c’est tentant, pas de sommes d’équivalents !
Soit > 0. Calculons :

I(z)  Vomzl(z) 2z (/0 e @ dt+/1 e t® dt)
e e® vrer \J_1 V1 -2 0o V1I—2 )’

0< 1/ I

o V1—t2
\/233/ ¢ < \V2rx M
T et \/1—t2 et

— 0. Donc par encadrement :
T—r+00

Donec :

f

Par croissance comparee on a

I V2zx
11m —
r——+00 fex 0 V1—1¢12

En outre :

Voxr [0 et 2r e

Vaer | VT— 8 few/ ﬁ

—_——du =
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Or pour u € [0,1], on a § € [0, %} Donc :

1<

Comme % > 0 pour u €]0,1], on a:

Et par croissance de l'intégrale :

1 efuz /1 efua: /1 efux U
—du < —du < — (1 + =) du.
/0 N Juli—%) = ﬁ( 5) du

Et enfin :

1 —uzx 1 —ux 1 —uz 1
x/ e T e T e T _
\f T du< i e du< 2 —dut2(/Z | e udu.
mJo Vu _\/;/0 fu(1— 1) _\/;/0 Vu \[r/o
' 2 ~~
— 1 — 1

~ 150
xT

Donc par encadrement :

Ainsi : /
lim L&)y
z—+o0 —<
2mx
Et donc :
e$
I ~ .
(x) Tr—400 1/27‘(‘1‘
Partie II1

8. Les événements [X = k| pour k € N forment un systéme complet d’événements. En appliquant la formule

des probabilités totales, on a donc :

+00 too
PX=Y) = Y P(X=KN[X=Y))=> P(X=knN[Y =k
k=0 k=0

= +fP(X = k)P(Y = k)
k=0

(car X et Y sont indépendantes)

oo k k +oo 2k
T A e
! k! (k)2
k=0 k=0

9. (a) Distinguons deux cas :

e Sit >0, alors —tx <0 et ainsi v < 0. Donc .

e Sit <0, alors —txr > 0etainsi 0 <u < —tx < z. Donc par croissance de I’exponentielle.
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Soit f : [~x,2] — R une fonction C?>"*! (comme t € [~1,1], I'intervalle [—x,z] couvre toutes les
possibilités). On a d’aprés l'inégalité de Taylor-Lagrange en 0 & l'ordre 2n :

2n

(k)
Yu € [—z, x], ‘f(u)—zf (O)Uk <

k!
k=0

‘u’2n+1

(2n +1)!

ot M est un majorant de |f (2"“)\. Appliqué a I’exponentielle, cela donne :

n -k 2n+1
Vu € [~ a], et - kzo B~ (2n+ 1)!e

2n+1)

puisque e* est majorant de exp! = exp sur l'intervalle considéré.

(b) Soit k € N. Pour u € [0, %], u > sin(u) est C' et strictement monotone (croissante). On peut donc faire
le changement de variable ¢ = sin(u).

On a dt = — cos(u)du. Donc les intégrales suivantes :

sin(u)”

/ \/7dt t/ mcos

ont méme nature et sont égales en cas de convergence. Or :

w)du

2 _sin(w)® )k

\/1— sm

puisque cos(u) > 0 entre 0 et 5. D’oti les intégrales convergent et :

1 tk
/ SV
0 1—1¢2

cos u)du = /2 (sin(u))*du = uy,
0

(¢) Soit x > 0. Pour tout ¢t € [—1,1], on a :

—tx (tx)k
2

k=0

‘t$’2n+1

=nt )¢

xT

Comme # > 0 pour tout ¢t €] — 1,1[, on a sur ce méme intervalle :

’tx’2n+l T

(&

S n+)vVi_e

2n
V1 — 2 =0 (K1 —¢t2
Puis par inégalité triangulaire pour I'intégrale généralisée et sous réserve de convergence :

1 ot 2n tr)* 1
’/1 (m - ZW) d’f‘ </

et donc par croissance de 'intégrale :
1
/.

Or f 1 mdt = 7l(z). De plus, pour k = 2i + 1 impaire, t +—

—tx 2n

e (tx)
e i

_ 2n
e tx

(tz)
Vi kZ:O eviE| "=

‘tx‘Qn-&-l e
dt
/1 (2n+ 1)1 —¢2

(tz)k
(k)vVI—t2

est impaire et donc
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f 1 (k'(wi Vi-t2 dt = 0. Pour k = 2i pair, on a :

1
/ U)o o at
1 (Kh)v1 —¢2 kU J V1 —#2

x
2— —dt
k!/o V1-—1¢2

(par parité de I'intégrande)
k
x
22
= 2ant
% (2i0)! m
(20)! (2% x 4!)? *9

.T2Z

TNz

:q

En divisant tout par 7, on a donc :

3

SIJ2k

1) = 2 Gy

k=0

1 1 ‘tx‘Zn—&-l e”
< / dt
)1 2n+1)\/1—¢2

et la convergence du terme de gauche est assurée. Traitons rapidement le terme de droite. L’intégrande
est paire et donc :

|tx|2n+1 1 |t$|2n+1 2n+1 e”
dt
/_1(2n+1) \/17752 / (2n+1)! \/17752 2n+1 V1-1¢t2
D’ou :
1 1 ‘t$‘2n+1 e 2 w2n+1 T 1 t2n+1 9 x2n+1ez
/ dt = / dt = ————uan+1
1@+ —¢2 T(2n+1)! Jo V1-—1¢2 T (2n+ 1)!

et encore une fois 'intégrale converge. D’ott :

n 2k 2n+1 .z
z 2z e
I(z) — .
(z) kzo (kD222 | = 7(2n + 1)1 2 t!
(d) Soit > 0. Comme :
S

on a :

Donc par encadrement :

n ZL‘Qk
I($) - kz_o (/{')22% N—s—400
D’ou :
n 2k
k=0 (k1)222k n%Jroo\ I(z)
c’est-a-dire :
+0o 2k
T
= I(x).
5 o
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10. On a :
“+o0o )\21@
P(X=Y)=c¢ = 2 I(2)).
(k12
k=0
Or: .
e
I ~
(x T—+00 /21
Donec : 1 ]
-2\
I(2)\ ~N — o~ ——
¢ ( ) A—=400 /AT A—=+oo 24/ 7T\
D’ou :
1
P(X=Y ~ —
( ) A—=+o0o 2/ A
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