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CORRECTION DM 7 - FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

[ Exercice 1 - ECRICOME ECS 2013 (Exercice 2 - adapté)

1. Etude de f.
(a) festC! car c’est une fonction polynomiale des coordonnées. On peut donc calculer pour tout (z,y) € R? :
1 2 2 2 3
o f(z,y) = 5(256(1 — %)+ x° X (—2x) + 2y) = g(:p +y —2x°).

Et :
021 (e,0) = (2y(1 = 1) + 4 X (~29) +20) = 2 (2 -y — 2)
Soit (a,b) € R%. On a :
O (a,b) =0
82f(a, b) =0

a+b—2a=0
a+b—200=0

(a,b) critique < {

Supposons que (a,b) est un point critique. Montrons que a = b. On a alors :

(a+b+2a) — (a+b+20%) = 0.

Donc :
203 — 2b% = 0.
Puis :
a® =13,
Et donc :

car x — x> est bijective de R sur R.
Abandonnons I'hypothése (a,b) critique. On a donc :
a+b—2a>=0
(a,b) critique < a+b—2b3=0
a=1b
204 —2a® =0
a=1"b

54

a(l—a)(1+a)=
<~
a= b

(a,b) = (0,0) ou (a,b) = (1,1) ou (a,b) = (—1,—-1).
)

¢

Donc I'ensemble des points critiques est ‘ {(0,0),(1,1),(-1,-1)} ‘

De plus :

£(0,0) =0, f(1,1):§ ot f(_l,_1):§.

(b) f est C? comme fonctions polynomiales. De plus, pour tout (z,y) € R% on a :

R f(ry) = (- 627)

Baflwy) = &

8%2 flz,y) = % (que 'on peut trouver avec le théoréme de Schwarz)
Bofley) = 067
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On a donc en particulier :

T R (]

(c) Comme les matrices sont d’ordre 2, on peut déterminer leur spectre en utilisant le déterminant. Pour

AeER,ona:
X € Sp(V2£(0,0)) < V2f(0,0) — Ay est non-inversible
& det(V2£(0,0) — A5) =0
& det( >:
30
2 2 2\?
—=A)] = (=) =0
= () -6)
4
& AM-—-X=0
5
4
AMA—— | =
o2 ()
4
A 0,-¢.
o sefol
Donc :

On trouve de méme :

Sp(V(1,1)) = Sp(V2f(1,1)) = {—8 —12}.

(d) Comme 0 € Sp(V2£(0,0)), on ne peut pas conclure sur cette base uniquement quant a la nature du
point critique en (0, 0).
En revanche, comme Sp(V2f(1,1)) € R*, on peut en déduire que le point critique en (1,1) est un
maximum local.
De méme, le point critique en (—1,—1) est un maximum local.

(e) La fonction g est une fonction polynomiale du second degré. Elle admet donc un unique extremum en
son sommet. C’est un maximum car son terme de plus haut degré est négatif. On a pour tout ¢t € R :

2t t2 1

= (4 —1).
5 10 10t

Donc les racines de g sont 0 et 4. Donc le sommet est en 2.
4 4

2
Ainsi g atteint un maximum en 2 qui vaut [g(2) = = — — =

510

(f) On sait que pour tout (z,y) € R? on a :

fle.) < 262 4+ ?) — g0+ )

Or 2(z® +9?) — 15(2? + y*)? = g(2? + y?). De plus g est majoré par son maximum 2. Donc :

V(z,y) € R?, f(z,y) < g(a® +y?) <

(G201 )

Donc f est majorée par % qu’elle atteint en (—1,—1) et (1,1), ¢’est donc un maximum global de f.

De plus si f était minorée par m € R, alors on aurait :

V(z,y) € R*, m < f(z,y) < g(2* + ¢*).
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10

15

Pour tout ¢t € Ry, posons x =y = \/g On a pour tout t € Ry :

g(@® + %) = g(t).

Or limy— 400 g(t) = —00. Donc g n’est pas minorée sur Ry. Et donc f n’est pas minorée.

. Programmation de (uy)n>0 :

import numpy as np

def f(x,y):

return 1/5%(x*x*x(1—x*xX) + y*y*x(1—y*y) + 2%Xxy)

def suite(u®,ul,N):

if N ==
return u®

elif N == 1:
return ul

u = np.zeros(N+1)
ul0] = ul
ull] = ul
for i in range(2,N+1):
ufi] = f(ul[i—2],uli—1])
return u[N]

3. Etude de la suite (u,)nen :

(a) Lemme : Soient z € [0, 1] et y € [0, 1]. Montrons que f(z,y) € [0,1].

Ona0<z?<1puis0<1-2?2<1letdonc:0<2%1—2?)<1 DemémeO<y?*1-9%%)<1.0na
aussi 0 < 2zy < 2.
Ainsi 0 < F(2%(1 — 2%) + y*(1 — ) + 2zy) < 2. Et donc :

f(z,y) € {0, ;1] C [0,1].

Pour tout n € N, posons :
H, : «uy est dans [0,1] ».
Montrons que H, est vraie pour tout n € N par récurrence double.
e Cas n =0 : Pour n = 0, cela revient a dire que uy € [0, 1], ce qui est une hypothése de I’énoncé.
e Cas n =1 : De méme, u; € [0,1] par hypotheése.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons que H,, et H,;1 sont vraies, c’est-a-dire que u, et uy41 sont
dans [0, 1]. Montrons que H,12 est vraie, c’est-a-dire que u,t2 est dans [0, 1].
On a : upt2 = f(un,Uunt1). Or Uy, upq1 € [0,1] par hypothése de récurrence et donc d’aprés le
lemme f(up,un+1) € [0,1]. Donc on a bien u,492 € [0, 1].

Ainsi on a bien pour tout n € N, | u,, € [0,1] |

Soit désormais n € N. On a :

Unto = fUn,Unt1) < (U2 +ulyy) — —(u +ul )’

(G20 )

d’aprés I'inégalité admise précédemment. Donc :

2
Upy2 < E(U?L + U?L—H)

puisque — 7 (uZ + u2,,)? < 0. Puis comme u, € [0,1] et up41 € [0,1], leurs carrés sont plus petits
qu’eux. Donc :

2
Upto < 5(“7}, + Upg1)-
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(b) Procédons par récurrence double. Posons pour tout n € N :
H, : «u, <ap».

e Cas n =0 : On a uy = ag par définition de (a,,) donc Hy est vraie.
e Cas n=1:0n au; = ap par définition de (a,) donc H; est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. Supposons H,, et Hy 1. Montrons H, 2.

On a:
2
Uptro < 5(1671 + Upt1)
2
S g(an + an+1)
< apgo.

Donc Hj 42 est vraie.
Donc par principe de récurrence double, on a bien pour tout n € N, .

(¢) (ay) est une suite récurrente double d’équation caractéristique :

2\ 2 2 44
A=(-2) —4x1x(-2)=2>0.
(3) e (5)=%>

Il y a donc deux racines que 1’on notera r et s avec :

2 44 2 44
stys 14Vt o 5T Vn  1-VII
2 5 2 5 7

T =

Il existe donc deux réels A, u tels que :

‘VnEN, an, :)\7“”—1—;15”.‘

On a3 <11 <4. Doncr € [0,1] et s €] —1,0]. Ainsi :

lim a, =0
n—-+oo
comme somme de suites géométriques de raisons entre —1 et 1 (exclus).

Or pour tout n € N, on a :
0<u, <ap.

Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes :

lim wu, = 0.
n——+oo
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