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Rendre une copie pour deux, en mentionnant bien les deux noms.

Exercice 1 - EML ECE 2016 (Exercice 3)

Partie I - Étude d’une variable aléatoire
On considère une application f : R → R définie, pour tout t dans R, par :

f(t) =
e−t

(1 + e−t)2
.

1. Vérifier que la fonction f est paire.

2. Montrer que f est une densité d’une variable aléatoire réelle.

Dans toute la suite de l’exercice, on considère une variable aléatoire réelle X à densité, de densité f .

3. Déterminer la fonction de répartition de X.

4. (a) Montrer que l’intégrale
∫ +∞
0 tf(t)dt converge.

(b) En utilisant l’imparité de la fonction R → R, t 7→ tf(t), montrer que X admet une espérance et que l’on
a E(X) = 0.

Partie II - Étude d’une autre variable aléatoire
On considère une application φ : R → R définie, pour tout x dans R, par :

φ(x) = ln(1 + ex).

5. Montrer que φ est une bijection de R sur un intervalle I à déterminer.

6. Exprimer, pour tout y ∈ I, φ−1(y).

On définit la variable aléatoire réelle Y par : Y = φ(X).

7. Justifier que P (Y ⩽ 0) = 0.

8. Déterminer la fonction de répartition de Y .

9. Reconnaître alors la loi de Y et donner, sans calcul, son espérance et sa variance.

Partie III - Étude d’une convergence en loi
On considère une suite de variables aléatoires (Xn)n∈N⋆ mutuellement indépendantes, de même densité f , où f a
été définie dans la partie I.
On pose, pour tout n de N⋆ : Tn = max(X1, . . . , Xn) et Un = Tn − ln(n).

10. (a) Déterminer, pour tout n de N⋆, la fonction de répartition de Tn.

(b) En déduire : ∀n ∈ N⋆, ∀x ∈ R, P (Un ⩽ x) =
(
1 + e−x

n

)−n
.

11. En déduire que la suite de variables aléatoires (Un)n∈N⋆ converge en loi vers une variable aléatoire réelle à
densité dont on précisera la fonction de répartition et une densité.
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