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1 Inégalités de concentration,
loi faible des grands nombres

Exercice 1

= |

On note ® la fonction de répartition d’une variable aléa-
toire suivant la loi N'(0, 1).

1. Montrer a I’aide de 'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev que :

Vo e Ry, 1—®(z) < 545

2. En déduire que f0+oo(1 —®(t))dt converge et calcu-
ler sa valeur & 'aide d’une intégration par parties.

= |

1. Soit (Y;,) une suite de variables aléatoires mutuel-
lement indépendantes, de méme loi et admettant
un moment d’ordre 2. On pose S, = > ;_, Y;.

[ Exercice 2

Montrer que :

Va €]0,4+o0c], P (|52 — E(\1)| > a) <
2. Application : On effectue des tirages successifs,

avec remise, d'une boule dans une urne contenant

2 boules rouges et 3 boules noires. A partir de quel

nombre de tirages peut-on garantir a plus de 95%

de la proportion de boules rouges restera comprise
en 0,35 et 0,457

V(Y1)
na? °

Indication : poser une suite (Y;) de v.a.r. de
Bernoulli ou Y; mesure l'issue du 1" tirage.

- |

Soit (Xy,) une suite de variables aléatoires a valeurs po-
sitives, ayant toutes une espérance et une variance. On

Exercice 3

suppose que :
limy, 5400 B(X,) = m et lim, 4o V(X,) = 0.
En appliquant l'inégalité de Markov a (X,, —m)

* Kk ok ]

Soit (Sy,) une suite de variables aléatoires telles que S, —
B(n,p). Déterminer lim,,_, 4 P(S, < np).

2 mon-

P
trer que X,, — m.

[ Exercice 4

2 Convergence en loi

Exercice 5 *k

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires telles que
X, =N (m, %2)
1. Déterminer la fonction de répartition de X,,.

2. Etudier la convergence en loi de la suite (X,).

*k

[ Exercice 6

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires mutuellement
indépendantes suivant toutes la loi géoémtrique de pa-

ramétre p €]0, 1[. On pose alors Y,, = max(Xy,..., X,).
Etudier alors la convergence en loi de (Y;,).

Exercice 7 * K K
Soit f :x — ﬁ

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

2. Soit a présent (X, )nen une suite de variables i.i.d.
de densité f.
(a) Déterminer la fonction de répartition des Xj;.
(b) En déduire la fonction de répartition de M,, =
max(Xy,...,X,).
(c) Etudier la convergence en loi de (M, —In(n))nen.

* Kk ok

[ Exercice 8

Soit (Uy)nen+ une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant toutes la loi uniforme sur [0,1]. On note

M, et X, les variables aléatoires définies par :
M, = max(Uy,...,U,) et X,, =n(1 — M,).

Etudier la convergence en loi de la suite de variables
aléatoires (X, )nen+-

[ Exercice 9 - D’aprés EDHEC 2007 * % %

On considére une suite (X;),>1 de variables aléatoires
définies sur le méme espace probabilisé (€2,.4, P) mu-
tuellement indépendantes et qui suivent toutes la loi ex-
ponentielle de paramétre 1.
On pose S, =Y 11 Xp.
1. Rappeler quelle est la loi suivie par S,,. Donner
I’espérance et la variance de S,.
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2. A l'aide du théoréme central limite, établir que
limy, 400 P(Sy, <n) = %

3. En déduire un équivalent lorsque n tends vers +oo
de [j't" e tdt.

3 Modélisation

1. Montrer que U, il ['(z).

2. En déduire une fonction Python qui prend en para-
métre un réel x strictement positif et qui retourne
une valeur approchée de I'(x).

3. Comment adapter ce programme pour obtenir une
valeur approchée de I'(z) avec 0 < z < 1.

- |

[ Exercice 10

Exercice 14 *k

Dans le désert, une Renault 4L créve en moyenne tous
les 4 000 km. On considére donc qu’a chaque kilométre,
la probabilité de crever est de ﬁ.
Un équipage s’incrit au 4L Trophy, rallye de 6 000 km
dans le désert. Il aimerait savoir combien de roue de
secours emporter pour avoir moins de 10% de chances
de manquer de roues de secours.
Deux roues de secours sont-elles suffisantes 7 Trois 7 On
donne : e73/2 ~ 0, 22.

w |

Une entreprise compte 300 employés. Chacun d’eux té-
léphone en moyenne 6 minutes par heure. Combien de
lignes téléphonique doit faire installer I'entreprise afin
que la probabilité que toutes les lignes soient occupées
en méme temps soit inférieure ou égale a 0,025 7

[ Exercice 11

4 Exercices de concours

Exercice 12 - QSP ESCP 2016 * K hx ]

On considére une variable aléatoire X définie sur un es-
pace probabilisé (€, A, P) qui suit une loi de Poisson de
paramétre A > 0.

1. Soit ¢ un réel strictement positif. Montrer que la
variable aléatoire e/ admet une espérance et la
calculer.

2. Soit n € N. Prouver que P(X > n) < e ™mE(e!).
3. En déduire que > ;> /I\TI: <en (A)n

n

5 Mathématiques approfondies

5.1 Convergence en probabilité

Exercice 13 *k ]
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. sui-
vant la loi exponentielle de parameétre 1, et soit x > %
On pose alors :

n

U, = %ng—l.

k=1

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes
sur (2, A, P) suivant toutes la loi de Bernoulli de para-
métre p. On note Y, = X, + X,41 et on pose S, =
VitV

Montrer que la suite (.5,,) converge en probabilités vers
la variable certaine égale a 2p.

Exercice 15 - Minimum de Rayleigh %

Soit o > 0. On définit une fonction f sur R par :
22
f(x) _ U‘%ei? sizx>0 .
0 sinon
1. Montrer que f est une densité.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f. Déter-
miner la fonction de répartition de X.

3. Soient (X;)n>1 des variables aléatoires indépen-
dantes, de densité f. On pose alors :
Vn € N* Y, = min(Xq,..., X,).

Montrer que Ve > 0, lim, 4o P(|Y,] <€) = 1.
Qu’en déduire sur la suite (Y;,)?

Exercice 16 * Kk %

Soit X une variable aléatoire et (Y,,) une suite de va-
riables aléatoires telles que Y,, <— B (%)
On pose alors X,, = X +Y,,. Montrer que X, ox.

Méme question si ¥;, < N (1, #)

Exercice 17 * * K

Soit N > 2. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléa-
toires mutuellement indépendantes suivant la loi uni-
forme sur [1, N]. On pose alors Y;, = min(X7,...,X,).

1. Montrer que la suite (Y;,) converge en loi vers une
variable que ’on précisera.

2. Montrer qu’il s’agit également d’une convergence
en probabilités.
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5.2 Exercices de concours

[ Exercice 18 - QSP HEC 2007  xx %% % ]

Déterminer une suite (X,)nen+ de variables aléatoires
telles que :

e chacune des variables X, ne prenne que 2 valeurs;

e (X, )nens converge en probabilités vers la variable
nulle ;

o lim, o F(X,)=1;
o lim, 1 V(X,) =+00;

Exercice 19 - Oral ESCP 2017 *%x%% ]

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont dé-
finies sur un espace probabilisé (€2, A, P). Soient (X,,),
et (Y,), deux suites de variables aléatoires et soient X
et Y des variables aléatoires.
On sppose que (X,,), converge en probabilité vers X et
que (Yy)n converge en probabilité vers Y.

1. Vérifier que X,.Y,, — XY = (X,, - X)Y + (V,, —

)X+ (X, - X)(Y,-Y).

Soit € > 0. On pose :

A, = [|[XnY, — XY| > €],
B, = [[X,—X|[Y]>€/3],
Cn = [IYo—YIX|>¢/3],
D, = [|Xn— XY, -Y]|>¢/3],

2. Montrer que P(4,) < P(B,)+ P(C,) + P(D,,).
3. Soit ¢ > 0.
(a) Montrer qu'il existe un réel A > 0 tel que
pour tout t > A, P(|Y| >1t) < g.
(b) Montrer que pour tout ¢ > 0,
P(B,) <P (| X, —X|>£)+P(JY]|>1).
(¢) Soit t > A. Montrer qu’il existe un entier Ny
tel que pour tout n > Ny,
P(X,-X|>5) <3
(d) En déduire que lim,,_, 1~ P(By,) = 0.
On montrerait de méme et on admet ici que
limy_y 400 P(Cyy) = 0.
4. Montrer que :

P(D,) < P(|Xn — X| > /) +P ([Yn — Y| > /5).

En déduire que limy,_, 4o P(Dy) = 0.

5. Montrer que la suite (X, Y;,) converge en probabi-
lités vers XY.

Exercice 20 - P = L - Oral HEC % % x % %

Soient (X,,)n>1 et X des variables aléatoires définies sur

un espace probabilisé (2, A, P) telles que X, L. x. on
note F;, la fonction de répartition de X,, et F celle de
X.

Soit x un point de continuité de F' et soit 6 > 0 fixé.

1. Montrer qu’on peut choisir € tel que F(x —€) >
F(z)—det F(x+¢€) < F(z)+ 0.

2. Montrer que :
[(Xn <z] C[X <z+e€U[X,—X]|>¢€.
Montrer de méme que :
(X <z—¢ C[X, <z]U[X,—X|>¢€

3. En déduire que :
F.(x) < F(z)+ 0+ P(|X, — X| >¢)
et : F(z) =0 < F,(z)+d+ P(| X, — X| > ¢).

4. Montrer que X, £ X,



