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1 Estimation ponctuelle

1.1 Formalisme

Dans ce qui suit (€2,.4) est un espace probabilisable. Soit © une partie de R™, un ensemble
de paramétres (en pratique n € {1,2}). On munit (€2, .A) d’une famille de probabilités Py
avec 6 décrivant O.

Exemples :

e O=RY et Pytq X — &(0).
e O =R xR% et Py tq X — N(6,63).

Définition : n-échantillon

On appelle n-échantillon un n-uplet (X1,...,X,) de variables i.i.d. pour tout 6.

Remarque : X; a X,, représentent donc le résultat de n fois la méme expérience répétée
de maniéres successives et indépendantes.
Exemples :

e On lance n fois une piéce trugée. Les X; < B(p) avec p la probabilité de faire pile.

e On cherche & déterminer la distribution de la durée de vies chez les personnes nées
en 1932. X3, ..., X,, peuvent étre la durée de vie des n personnes prises au hasard
et alors on a (vraisemblablement) X; < N (u,0?)

Remarque : Le but sera désormais d’utiliser un n-échantillon pour estimer 6 ou éven-
tuellement g(#) une fonction de 6 parfois plus facile a calculer.
Exemples :

e Pour estimer p dans le premier exemple, on peut chercher a calculer la moyenne ou
la variance de la loi qui toutes deux dépendent de p.

e Idem pour la durée de vie.
Définition

Puisqu’on considére une collection de probabilités Py, on notera Ey(X) 'espérance
de X pour Py si elle existe. De méme on note Vy(X) la variance.

1.2 Estimateurs

Définition : Estimation ponctuelle et estimateur

Un estimateur de g(6) est une variable aléatoire de la forme T,, = ¢(X1,...,X,)
ou (X1,...,X,) est un n-échantillon et ot ¢ : R — R.

Estimer ponctuellement g(0) par ¢(z1,...,2,) ou (z1,...,2,) est une réalisation
de (X1,...,X,), c’est décider d’accorder a g(#) la valeur p(z1,...,z,).

Remarque :

L’estimateur ne peut dépendre que de l’échantillon, & travers les valeurs des
(z1,...,2,) et de sa taille. Il ne peut pas y avoir de dépendance explicite en 6.

Remarque :

La définition ne semble pas faire référence a g ou a . C’est certes étonnant mais c’est
a dessein : nous aurons des bons et des mauvais estimateurs. Un mauvais estimateur
peut donner des valeurs complétement loufoques pour g(6) (pourquoi pas méme en
dehors de ¢g(©)). Nous verrons comment discerner cela plus tard.

Exemples :
e Estimateurs pour p
e Estimateurs pour u et o.
e Voitures arrivant & un péage, estimateurs de A

e Loi uniforme de borne sup inconnue, estimateur avec le max.

1.3 Estimateurs usuels

Définition : Moyenne empirique
On appelle moyenne empirique ’estimateur :
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Propriétés : E(X,,) =pet V(X,)=2%.
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Définition : Estimateur du maximum de vraisemblance

Pour (21,...,%,) € R", soit 6 la valeur de 6 qui maximise Py([X; = z1] N [Xy =
x2]N---N[X, = x,]) (quantité que Pon appelle vraisemblance). Le résultat dépend

de (1,...,2,) et peut sécrire O(zy, ..., zy).

Alors é(Xl, ..., X,,) est un estimateur de 6 appelé estimateur du maximum de

vraisemblance.

Exemple : Maximum de vraisemblance pour la loi de Bernoulli B(p), pour la loi de

Poisson P ().
Définition : Variance empirique
On appelle variance empirique 1’estimateur :

Z?:l (Xi - Yn)Q
n

5, =

1.4 Convergence d’estimateurs (HP Appli)
Définition : Estimateur convergent

Une suite d’estimateurs (T;,) de g(6) est convergente si :

V8 € ©, Ve >0, Py(|T, — g(8)] > ¢) —— 0.

n—-4oo

Exemples :
e moyenne empirique avec une loi P(\).
e max pour la borne d’une loi uniforme ([0, al).

e 2X, pour la borne d’une loi uniforme U([0, al).

2 [Estimation par intervalle de confiance

Dans tout le paragraphe (U,,) et (V) sont des suites d’estimateurs de g(#) telles que pour

tout # et pour tout n, U, < V,, presque siirement.

2.1 Intervalle de confiance

Définition : Intervalle de confiance

Soit o € [0, 1]. [Uy, V;,] est un intervalle de confiance de g(#) au niveau de confiance
1 — a si pour tout 6 de O :

By([Un <g(0) <Va]) 21 -0

Remarques :

o U, et V, sont des estimateurs. L’idée ici est non pas de donner une valeur de g(6)
mais de donner une borne inférieure et supérieure et de quantifier I’erreur possible.

e Explications niveau de confiance, niveau de risque

Méthode : Déterminer un intervalle de confiance

Soit T, un estimateur de g(0). Si E(T,,) = g() :
V(T,
1. On écrit l'inégalité : P (|T;, — g(6)] > €) < %
€
2. On la transforme via événement contraire et on remarque [|T;, — g(0)| <

dClTn—g®)|<e:P(T,—g®)]<e)>1- vgn).

3. On choisit € pour que le membre de droite soit égale & 1 — a.
4. On transforme l'intérieur pour obtenir U, et V.

Si E(T;,) # g(f), on applique 'inégalité de Markov a (T, — g(0))? avec a = €2. Le
reste fonctionne de la méme maniére.

. J

Exemples :
e Intervalle de confiance pour p avec la loi B(p).

e Intervalle de confiance pour p avec la loi N'(u,02) ot 02 est connu.
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2.2 Intervalle de confiance asymptotique

Définition : Intervalle de confiance asymptotique

Soit a € [0,1]. ([Un, V4]) est un intervalle de confiance asymptotique de g(f) au
niveau de confiance 1 — « si pour tout 6 de ©, il existe une suite (ay,) a valeurs
dans [0,1] de limite « telle que pour tout n > 1 :

Py([U, < g(0) <V,]) > 1— ay.

Remarque : On perd de la précision : on sait que pour n grand on a de grandes chances
d’étre dans U'intervalle mais on ne sait pas pour quel n.

Méthode : Déterminer un intervalle de confiance asymptotique

1. On considére X,, = %Zzzl X et X, = \/ﬁ?%m ou (Xq,...,Xp) est un

n-échantillon.

2. On applique le théoréme central limite pour dire que :
s
ou X < N(0,1). En particulier :

lim P(—z <X, <z)=2®(z)—1.

n——+oo
3. On montre qu’il existe un unique t, tel que 2®(t,) —1 = 1 — « de sorte que :

lim P(—t, < X, < ta) =1—c.

n—-+oo

4. On inverse les arguments de la probabilité pour déterminer U,, et V,,.

Exemple : Reprendre 'exemple de ’estimation de p et comparer avec ce qui précéde.
Remarque : S’il y a plus d’une quantité a déterminer (par exemple m et o2), 'énoncé
guidera la résolution.

Proposition

Appli uniquement mais utile pour les appros.

[Yn — ta%,yn —l—ta% est un intervalle de confiance asymptotique de p au
risque a.

3 Mathématiques approfondies

3.1 Biais des estimateurs

Définition : Biais d’un estimateur

Soit T;, un estimateur de g(6). Si T}, admet une espérance pour tout 8, on appelle
biais de T}, en ¢g(#) la quantité :

Ey(T) — 9(0).

Définition : Estimateur sans biais

Soit T;, un estimateur de g(f). On dit que T, est sans biais si son biais est nul
quelle que soit # ou de maniére équivalente si :

VO € ©, Ey(T,) = g(6).
Dans le cas contraire, on dit que T;, est un estimateur biaisé.
Exemples :
e Moyenne empirique

e Deux estimateurs de la variance.

e max(Xy,...,X,) pour estimer la borne sup d’une loi uniforme.

Définition : Suite d’estimateurs

Une suite d’estimateurs de g(6) est la donnée pour tout n d’un estimateur T,
d’ordre n de g(#). Chaque T,, est donc de la forme ¢, (X1, ..., X,).

Définition : Suite d’estimateurs asymptotiquement sans biais
Une suite d’estimateurs (73,) de g(6) est dite asymptotiquement sans biais si :

V0 € ©, Eyg(T,,) — g(0)

n—-+4oo
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3.2 Retour sur la convergence d’estimateurs

Définition : Estimateur convergent

Une suite d’estimateurs (7},) de g(f) est convergente si pour tout 6 la suite (7,)
converge en probabilité vers g(6).

Remarques :

e Les notions d’estimateurs biaisé et convergent sont distinctes. Il vaut souvent mieux
un estimateur biaisé mais convergent qu’un estimateur non-biaisé et non-convergent.

e Un estimateur convergent peut tout & fait étre asymptotiquement avec biais. Dit
autrement : X, —> X n’implique pas E(X,)— E(X).
Exemple : P(X,, =0)=1—-1/net P(X,=n)=1/n

Proposition

Si (T),) est une suite d’estimateurs de g(#) convergente et si f : R — R est continue
alors (f(T},)) est suite convergente d’estimateurs de f(g(9)).

Exemple : Sondage avec inversion de réponses aléatoires : au lieu de répondre directement
4 une question sensible, on lance un dé. Si le dé fait 1 on répond honnétement, sinon on
dit le contraire.

F,, fréquence des personnes qui répondent oui. C’est un estimateur de ¢ = %p + %(1 - D).
On inverse, ¢a donne une fonction de F, qui est est un estimateur de p.

Lemme

On a E((Tn — 9(9))*) = V(Tn) + (B(Tw) — 9(6))*.

Démonstration : a faire U

Proposition : Une condition suffisante de convergence
Soit (T;,) une suite d’estimateurs de g(f). Si :

Il
=

VGE@,{

alors (T},) est convergente.

Démonstration : a faire (I



