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1 Estimation ponctuelle

Exercice 1

-

Soit X une variable suivant une loi de Bernoulli de pa-
ramétre p inconnu. Pour n entier naturel non nul, on
désigne par (Xi,...,X,) un n-échantillon de variables

aléatoires indépendantes de méme loi que X. On note
X — Xitet Xy
n n .

1. Montrer que X,, est un estimateur de p.

2. Montrer que I'estimateur X,, a une espérance égale

ap.
- |

On considére la variable aléatoire X dont la loi est don-
née par : P(X = —1) = p, P(X =0) = 1—2p et
P(X=1)=np.
Pour un certain paramétre p € ]O, % [ On dispose d’un
n-échantillon (X1,...,X,) de X, et on cherche a déter-
miner le paramétre p.
1. Calculer E(X,,).
2. Peut-on trouver les réels a et b tels que aX,, + b ait
pour espérance p?
3. On note T;, = ﬁ Z?:1 Xf. Montrer que T}, est un
estimateur d’espérance p. Calculer sa variance et

- |

Soit X une variable aléatoire admettant une variance
o2. On désigne par (X1, ..., X,) un n-échantillon de va-
riables aléatoires indépendantes de la loi de X et on pose

n n
~ <\ 2
Xn:%ZIXi etTn:ﬁZl(Xi—Xn) .
1= 1=

[ Exercice 2

montrer qu’il est convergent.

[ Exercice 3

Montrer que E(T},) = o>.

[ Exercice 4 - Max de vraisemblance *x ]

Soit X71,..., X, des variables aléatoires mutuellement
indépendantes suivant une loi de Poisson de paramétre
A> 0.

On pose fyy, . 2,(A) =P(X1 =21,..., X, =)

1. Donner une expression de fg, . 2. ().

2. Pour quelle valeur de A la fonction f3, . ., est-elle
maximale ?

Exercice 5 - Estimation de la variancexx

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon d’une v.a. X admet-
2

tant pour espérance m et pour variance o~.
1. On suppose que m est connu. Montrer que T}, est
. 2 N _ 1 n . 2
un estimateur de 0%, ot Tp, = - > " (X; —m)” et
calculer son espérance.

2. On suppose que m n’est pas connu. On note STLQ la
5 i (X — Xa)?
(a) Montrer que, pour tout i € [1,n], E((X; —
Xn)?) =V (Xi - Xa)

D’autre part, montrer que, pour tout ¢ € [1,n],
E((Xi—Xn)?) = V(Xi) = 2B ((Xi —m)(Xn —
m)) + V(X,) (on pourra ajouter et
retrancher m dans le carré)

. .. .52
variance empirique, ou Sn =

(b)

(c)

En déduire 'espérance de la variance empi-

rique. En déduire un estimateur sans biais de

a2,

[ Exercice 6 - Convergence * % K

Soit a un réel strictement positif. On note f la fonction

0 siz<a

définie sur R par f(z) = .
par f ( ) { :%2 siz>a

1. Montrer que f est une densité de probabilité d’une
var T et que T' admet une espérance et une variance

que 'on calculera.

2. (a) Déterminer la fonction de répartition de 7.

(b) Calculer les probabilités P(T' > 2a) et Pipsoq) (T >

6a).
3. Montrer que la variable Z,, = 3% > 1 T est un
estimateur de a dont on calculera ’espérance.

4. Montrer que pour tout € > 0, on a :

lim P(|Z,—a|l>¢) =0.

n—-+oo

On dit alors que Z,, est un estimateur de a convergent.

2 Estimation par intervalle de confiance

Exercice 7 - Bienaymé-Tchebychev — xx

On suppose que le paramétre p, qui exprime la propor-
tion de votants pour un candidat au second tour d’une
élection, est inconnu, et on cherche & l’estimer. Pour
tout entier n supérieur ou égal 4 1, on considére un
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n-échantillon (Xi,...,X,) de v.a.i.i.d de méme loi de
Bernoulli p. On pose X,, la moyenne empirique.
Calculer 'espérance et 'écart-type de X, et a l'aide de
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que :

REENEN Ve

est un intervalle de confiance de p au niveau de confiance

0,95.
- |

On suppose que la charge maximale supportée par un
céble, exprimée en tonnes, est une v.a. qui suit une loi
normale d’écart-type 0,5 et de moyenne inconnue. Une
étude portant sur 50 cables a donné une moyenne des
charges maximales supportées de 12,2 tonnes.

[ Exercice 8

1. Déterminer un intervalle de confiance & 99% de la
charge maximale de tous les cébles fabriqués par
I'usine.

2. Déterminer la taille minimale de 1’échantillon étu-
dié pour que la longueur de 'intervalle de confiance

Exercice 11 *k

On suppose que la probabilité qu’un individu contagieux
transmette un virus & un individu sain est p €]0,1[ in-
connu et que ’on cherche & évaluer.

Soit (Y5, )nen+ une suite de variables i.i.d. suivant la loi
de Bernoulli de paramétre p.

1. On pose Y,, = %Z;;l Y;. Montrer que Y, est un
estimateur sans biais de p.

2. A laide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

montrer que [?n— \/%,Yn—l— \/g] est un inter-

valle de confiance de p au niveau de confiance 0, 95.

*k

[ Exercice 12

Soit (X;);en+ une suite de variables i.i.d. d’espérance p
inconnue et de variance o2 connue. Déterminer a l’aide
du théoréme central limite un intervalle de confiance

asymptotique de p au niveau de confiance 1 — a.

3 Exercices type concours

a 99% soit inférieure ou égale a 0,2.
= |

Lors d’un sondage pré-électoral, 1000 électeurs choisis au
hasard ont été interrogés. 520 d’entre eux se sont déclarés
favorables & Mme Durand.

[ Exercice 9

1. Déterminer un intervalle de confiance & 95% de la
proportion p d’électeurs favorables & Mme Durand
dans la population.

2. Quel doit étre le nombre minimal d’électeurs in-
terrogés pour que l'intervalle de confiance que I'on
puisse en déduire soit de longueur inférieure ou
égale a4 0,027

» |

Soient Xi,...,X,, des variables aléatoires i.i.d. suivant
la loi normale d’espérance 6 inconnue et de variance 1.

On pose X,, = % S X
1. Quelle est la loi de X, ?

2. Soit o €]0, 1] et soit t,, I'unique réel tel que ®(t,) =
1- 2.
2

Exercice 10

Montrer que [X7n — t—\/"ﬁ,Xin + t—\/‘lﬁ] est un intervalle
de confiance de 6 au niveau de confiance 1 — a.

3. On suppose a présent que les X; suivent la loi
N(0,0%) oit 0% est connu. Sur le méme principe,
proposer un intervalle de confiance de € au niveau
de risque a.

Exercice 13 - Recap *k

Soient € un réel strictement positif et (Xq,...,X,) un

n—échantillon d’une variable X < ([0, 6]).

1. Montrer que X,, est un estimateur de et calculer
son espérance.

2. Proposer un estimateur V,, de 6 dont I’espérance

est 0.
3. On considére maintenant I'estimateur

M, = max(Xy,...,X,).
Déterminer la fonction de répartition F' de
M, et en déduire une densité f de M,,.

0

(b) Montrer alors que E(M,) = ;%5
(c) En déduire un estimateur Z,, de 6 dont l'es-
pérance est 6 a partir de M,,.
= . 92
Etablir que V(V,,) = 5~
Montrer que E(Z?l)

)
)

(c) En déduire que V(Z,) = —2
)

n-l—l tn+1
Jy "

n(n+2)
Quel estimateur aura-t-on tendance a préférer
en pratique pour des grandes valeurs de n 7

5. Soit (x1,...,2p) € (]Ri)” fixé. On note fy la den-

sité de X.
On introduit la fonction de vraisemblance, définie
sur R par L, (0) = [1i-, fo(z;).
(a) Montrer que, pour tout # > 0, on a L,(0) =
{ 0" sif > max(xy,...,Tp)
0 .

sinon
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(b) En déduire que l'estimateur du maximum de
vraisemblance pour la loi U([0,6]) est donné
» Xn)
Montrer & ’aide de l'inégalité de Bienaymé-
02
Tchebychev que P(|V, — 0] > €) < 325 (V,,
est donc un estimateur convergent de 6)

par 0,, = max (X1, ...

(b) Montrer que 0 € [Vn — \/%; V, + 32;] N
an <h< an
1+ =Y =9
V3na Vana
(c) En déduire un intervalle de confiance au risque
a pour 6.

[ Exercice 14 - EDHEC ECE 2012 *ox ]
On pourra aussi traiter le probléme de I'année 2012 de
EDHEC en remplacant les questions portant sur Scilab
par des questions portant sur Python :

5. (b) En déduire une fonction python dont 'entéte
est def vax(lambda): qui simule la loi de
| X

(c¢) Vérifier que la probabilité que X prenne des

valeurs positives est égale & la probabilité que
X prenne des valeurs positives est égale a la
probabilité que X prenne des valeurs néga-
tives.
En déduire une fonction Python dont I’entéte
est def Simulx(lambda): qui simule la loi de
X.

4 Mathématiques approfondies

4.1 Estimation ponctuelle

Exercice 15

-

Soit (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant la loi exponentielle £(A). On pose :

1 1 <
X, == X;etT,=—Y X,.

Calculer le biais de chacun de ces estimateurs de %

- |

Soit (X, )nen+ un échantillon de la loi de Poisson de pa-
ramétre A. Pour tout n > 1, on pose :

[ Exercice 16

n
Sn
S, = ZXi etY, =e .
=1

Y,, est-il un estimateur sans biais de e ? Est-il asymp-
totiquement sans biais ?

Exercice 17 *k

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme [a, b] ot b est connu et 'on cherche
& déterminer a. Pour tout n > 1, on pose

Y, = min(Xy,..., X,).

1. Montrer que Y,, est une variable a densité, et en
donner une densité.

2. Déterminer E(Y,,), puis le biais de Y;, en a. Com-
ment interpréter le signe de ce biais ?

3. En utilisant la question précédente, proposer un
estimateur sans biais de a.

4. Montrer que Y,, est un estimateur asymptotique-
ment sans bias et convergent de a.

*k

[ Exercice 18

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. telles que :
P(X;=-1)=(1-p)? PXi=0)=2p1-p),
P(X;=1)=7p%

On cherche dans la suite a estimer p €]0,1[. Montrer
que Z, = Y .4 125’“ est un estimateur sans biais et
convergent de p.

Exercice 19 *k

Soit (X;,)n>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires sui-
vant la loi B(p) ou p est inconnu. On pose :

n

I 2
X, = — XretT, = — kX:.
TR T e L

1. Montrer que X,, et T}, sont deux estimateurs sans
biais de p.

2. Montrer que X,, et T}, sont deux estimateurs conver-
gents de p.

Exercice 20 * K% %

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale cen-
trée de variance o2 avec o inconnu. Soit (X,,)nen+ une
suite de variables indépendantes, de méme loi que X. On

note alors : .
1
S,=-—Y X2

Montrer que S, est un estimateur sans biais et convergent
de o2,

* kK

[ Exercice 21
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Soit # une réel strictement positif et soient (Xj)ren+ une
suite de variables i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0, 26].
On pose M,, = max(X1,...,X,) et X;, = %Z?Zl X;.

1. Déterminer la loi de M,,, calculer son espérance et
sa variance.

2. En déduire que U, = ”Q—J;Lan est un estimateur
sans biais de 6.

3. Calculer P(|U,, — 6| > €) pour tout n et pour tout
€ > 0. Faire de méme pour X,,.

De X, et U, lequel est un meilleur estimateur de

07
* K K ]

Soit 6 un réel strictement positif, et soit fy la fonction
définie sur R par :

[ Exercice 22

0 sizx <@
—@=0) ¢z >0

Jo(z) = {

[§]

1. Montrer que f est une densité de probabilités.

2. Soit X une variable aléatoire dont la densité est
fo. Calculer E(X) et V(X).

3. Dans toute la suite (X;),>1 est une suite de va-
riables aléatoires indépendantes sur (£2,.4) de den-
sité fy. Pour tout n > 1, on pose :

X+ X
N n

X, et Y, = min(Xy,..., X,).

(a) A partir de X,,, construire un estimateur T},
sans biais et convergent de 6.

(b) Montrer que Y,, est un estimateur asymptoti-
quement sans biais et convergent de 6.

On pourra commencer par étudier Y, — 6.

(c) Construire & partir de Y;, un estimateur U,
sans biais et convergent de 6.

(d) Comparer les deux estimateurs T, et U,,.

Exercice 23

* ok k ]

Soit (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires indépen-
dants suivant la loi exponentielle de paramétre A. On

pose :
n

S, = Z X
k=1

1. Déterminer une densité de S,.
2. Calculer I'espérance de SL

3. En déduire un estimateur sans biais de .

Exercice 24 * K ok

Soit X1, ..., X, un n-échantillon de la loi de Poisson de
A

paramétre A > 0 inconnu. On cherche & estimer e™".

On définit des variables de Bernoulli Y7,...,Y,, par :
|1 siXp=0
i = { 0 sinon

On pose alors :
1 n n
Y, = n;Yk et S, = ’;Xk.

1. (a) Montrer que Y,, est un estimateur sans biais
de e
(b) Calculer V(Y,,) et en déduire que Y,, est un

estimateur convergent de e™*.

2. Pour j € N, on pose p(j) = Pg,—;)(X1 = 0).
Calculer ¢(j).
3. On pose a présent T, = ¢(Sy,).
(a) Prouver que T, est un estimateur sans biais
de e,

(b) Calculer V(T,,) et en déduire que T, est un

estimateur convergent de e~ *.

4. Caleuler E((Y, —e™™)?2) et E((T,, — e=*)?). Quel
est le meilleur des deux estimateurs ?

4.2 Estimation par intervalle de confiance

Exercice 25 * Kk %

Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires i.i.d. sui-
vant la loi uniforme ([0, 6]), 6 inconnu. On pose :
M,, = max(X1,...,Xp).

1. Déterminer la fonction de répartition de M,,.

2. Montrer que pour 6 > 0 fixé, il existe deux uniques
réels x1 et xo, que 'on exprimera en fonction de 6
tels que Fay, (x1) = 0,025 et Fyy, (z1) = 0,975.

3. En déduire un intervalle de confiance de 6 au ni-
veau de confiance 0, 95.

4. Proposer un autre intervalle de 6 au niveau de
confiance 0,95 de la forme [M,,U,] ou U, est a
déterminer. Plus difficile : lequel de ces deux in-
tervalles posséde I’étendue la plus faible ?

Exercice 26 * % %

Soient (X;);>1 des variables aléatoires i.i.d. suivant la
loi exponentielle £(A) ot A > 0 est inconnu. On pose

Xn = %Z?:l Xi.

1. Montrer que A\y/nX,, —+/n converge en loi vers une
variable suivant la loi normale centrée réduite.
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2. Soit o €]0, 1] et soit t,, I'unique réel tel que ®(t,) =
1-5.
2

to | L to ) L
— ﬁ) ~ <1+ \/ﬁ> XTJ est un
intervalle de confiance asymptotique de A au ni-

Montrer que [(

veau de risque «.

Exercice 27 * K KK ]

Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires i.i.d. sui-
vant la loi uniforme ¢([0,6]), # inconnu. On pose :
M,, = max(X1,...,X,).

1. Montrer que (n( — %

variable aléatoire X suivant la loi exponentielle
().

2. Déterminer un intervalle de confiance asymptotique
de 6 au niveau de risque «, sous la forme [M,,, U,].

)) converge en loi vers une

4.3 Exercices de concours

Exercice 28 - ESSEC ECE 2007 * * K ]

0 it<1
Pour a > 0, on note fo : t — { s Ztél - On

admet que f, est une densité.

On considére alors la suite (X,,)pen+ de variables aléa-
toires i.i.d. de densité f, ou a est inconnu. Pour n € N*,
on définit une fonction L,, (appelée fonction de vraisem-
blance) :

n
Ly : [1,+00["xR%, (z1,...,%n,a) — Hfa(azl)
=1

1. Pour (z1,...,z,) fixés, montrer que :
ar Ly(z1,...,2p,0)
posséde un maximum atteint en un unique réel a
que l'on exprimera en fonction de x1, ..., Ty,.
On pourra étudier a — In(Ly(z1, ..., Tn,a)).
On a donc trouvé une expression a = ¢(z1,...,x,) ol

¢n, est une fonction définie sur [1,4o00[". On pose alors
T, = pn(X1,...,Xy) et on appelle T, estimateur du
maximum de vraisemblance.

2. Montrer que pour k € [1,n], In(X}) suit une loi
exponentielle dont on précisera le paramétre. En
déduire une densité de S, = In(X7) +- - -+ In(Xk).

3. Exprimer T, en fonction de S,,. En déduire E(T,)
et V(T,).

4. Montrer que T, est un estimateur asymptotique-
ment sans biais et convergent de a.

Exercice 29 - QSP ESCP 2007 %% %%

Soient n > 1 et (Xi,...,X,) un échantillon identique-
ment distribué indépendant de la loi de Poisson de pa-
ramétre A > 0 inconnu. On pose :

Xn— A
o

1 &
Xo==Y X;etT,=vn
N

En utiliser T,, déterminer un intervalle de confiance asymp-
totique de A au niveau de risque a.

Exercice 30 - Oral ESCP 2012 *%x%%

On cherche a évaluer le nombre N de lions d’Asie, espéce
en voie de disparition, encore en vie dans la forét de Gir.
Pour cela, on capture d’abord en une seule fois m lions
(m € N*) que l'on tatoue avant de les relacher dans
la nature et on admet que pendant toute la durée de
I’étude, il n’y a ni naissance ni décés, puis 'on utilise
I'une des deux méthodes suivantes.

1. Méthode 1 : On capture successivement au ha-
sard (donc avec équiprobabilité) et avec remise en
liberté aprés observation du sujet, n lions. Soit Y,
le nombre de lions tatoués parmi eux.

(a) Déterminer laloi de Yj,. En déduire que -1,

est un estimateur sans biais et convergent de
1

N.
ourquoi ne peut-on pas prendre Z2 comme
b) P i t dre
estimateur de N 7
(¢) On pose B, = mé:ill ). Calculer l'espérance
de B, et montrer que B, est un estimateur

asymptotiquement sans biais de V.

2. Méthode 2 : On se donne n € N*. On capture
également, un par un, et avec remise en liberté
aprés observation du sujet, des lions de Gir. On
note X,, la variable aléatoire égale au nombre de
lions qu’il a été juste nécessaire de capturer pour
en obtenir n tatoués.

On pose D1 = X; et pour tout i € [2,n], D; =
X;—X;_1. On admet que les D; sont mutuellement
indépendantes.

(a) Pour tout i € [2,n], que représente concréte-
ment D; ?

(b) Déterminer, pour tout i € [2,n], la loi de
D; son espérance et sa variance. En déduire
I’espérance et la variance de X,.

(c) On pose A, = 7 X,,. Montrer que A, est es-
timateur sans biais et convergent de NN.



