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Mathématiques approfondies - Sujet zéro 1 - Corrigé

Exercice 1

Partie I
-5 2 1
1. A% = 2 -2 2 Jet A3 = —6A. I Ainsi il existe un réel a, v = V/6 strictement positif tel que A% = —a2A.
1 2 =5
La matrice A% doit étre explicitée sur la copie.
2.
x 0
(z,y,2) EKer(g) <— Aly| =10
z 0
0o -1 2 x 0
= 1 0 -1 y |=120
-2 1 0 z 0
—y+22=0
= z—2=0
—2x4+y=0
— { y=2z
T =z

Un systeme posé et en lien avec la définition du noyau est attendu.

Ainsi, Ker(g) = Vect((1,2,1)) # {0g}, Idonc 0 est valeur propre de g , et Ey(g) = Vect((L 2, 1))

1
Or, ||(1,2,1)]| = V6, donc en posant : |vl = —(1,2,1), v; est de norme 1 et (v;) est une base de Fy(g).

V6

L’existence d'un vecteur non nul dans le noyau doit étre indiquée.

3. D’apres la question 1), on a : A2 +6A4 = 0. Donc le polynoéme : Q(X) = X3 +6X est un polynéme annulateur de A.

Or le spectre de A est inclus dans I’ensemble des racines de Q.
Or, Q(X) = X3+6X = X(X?46), donc le polynéme @Q admet exactement une racine réelle: 0. Donc 0 est I'unique

valeur propre possible de A, donc 'unique valeur propre possible de g.

Et d’apres la question précédente, 0 est bien valeur propre de g, I donc Sp(g) = {0}.

Les deux étapes de ce raisonnement doivent apparaitre:
0 est la seule valeur propre possible puis 0 est bien une valeur propre.

4. L’endomorphisme g admet 0 comme valeur propre, donc I g n’est pas bijectif.

De plus, 0 est 'unique valeur propre de g, et dim(FEy(g)) = 1 < 3, donc | g n’est pas diagonalisable.

1
5. 0 <v1,v2>zﬁ(—1-1+0-2+1~1):0.

Donc vg est orthogonal & tout vecteur d'une base de Ey(g). I Donc vy € (Eo(g))".

Le calcul du produit scalaire est attendu.
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v € (Eo(g))*
o Déterminons un vecteur vz de la forme : vz = (z,y, 2) tel que : vz Lvg

Jus] =1
Ainsi <vs,vr >=0 ou encore { © T2yt z=0 ouencore { 4 7
< wz,vg >=0 r—2=0 =z
Donc il existe un réel z tel que vz = (z, —2z, 2).
Or |vs| =1, donc que V322 = 1. Donc en posant z = L, et vy = i(l, -1,1).
V3 V3

La détermination des coordonnées de vz est une premiere étape importante.

Ainsi v3 est bien un élément de (Eo(g))™
Et, la famille (vg,v3) est une famille orthonormale de (Ey(g))*, donc une famille libre de (Ey(g))
Or Card(vq,v3) = dim((Eo(g))*) = 2.

1

La derniere partie de ce raisonnement rentrerait pour une part importante du bareme.

Donc la famille (v, v3) est une base orthonormale de (Eo(g))*.

6. o D’apres ce qui précede, (v1) est une base orthonormale de Eq(g), et (v2, v3) est une base orthonormale de (Ey(g))*.
En concaténant ces deux familles, on obtient donc une base orthonormale de F.

I Ainsi (v1,va,v3) est une base orthonormale de E.

Un raisonnement efficace est attendu.
Un candidat montrant a la main que la famille est une base orthonormée se pénalise seul en perdant du temps.

o vy € FEy(g), donc g(vy) = 0g.

o -1 2 1 1 1 -2 1 1
1 0 -1 ]—=| 0 |J=—=| 2 |==v6—| =1 |, donc g(vz) = —V6vs.
-2 1 0 V2 -1 V2 -2 V3 1
o -1 2 1 1 1 3 1 1
1 0 -1 |—=| -1 |=— 0 =V6— 0 , donc g(v3) = V6vs.
-2 1 0 V3 1 V3 3 V2 —1
0 0 0
Ainsi Mat(y, v,05)(9) = [0 0 V6 |.
0 —V6 0

L’expression de I'image de chaque vecteur est attendue.

Partie 11

1. (=) Supposons que f vérifie (P1) c’est-a-dire que Vz € E, (f(z),z) =
Soient x et y deux éléments de F :

(flet+y)ety = (fl@)+fly)z+y)  parlinéarité de f
= (f(x),z) + {(f(x),y > +{[(y),x)+ < f(y),y) par bilinéarité du produit scalaire
= (f(@),y) + (fly),x)  car f vérifie(P1)
Et (f(z+y),z+y) = 0 car f vérifie(P1)

Ainsi V(z,y) € E%, (f(2),y

<

= —(z, f(y)). 'endomorphisme f vérifie la propriété (P2).

(«<=) Supposons que f vérifie (P2) c’est-a-dire V(x,y) € E?, (f(2),y) = —(x, f(y)).
Pour tout vecteur x de E, (f(z),z) = 0, en appliquant (P2) avec x = y.
Ainsi Vo € E, (f(z),z) = 0. 'endomorphisme f vérifie la propriété (P1).

)

ILes propriétés (P1) et (P2) sont équivalentesou encore ¥(z,y) € E?, (f(z),y) = —(z, f(y)) <= Vx € E, (f(z),z) = 0.

Un raisonnement clair par double implication et détaillé est attendu.
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2. Soit x un élément de R3, alors x = (x1, 29, x3). Et g((xl,xg,xg)) = (—xg + 223,71 — X3, —221 + T2).

Alors <g((m1,x2,x3)), ($17$27$3)> = <(—332 + 223,11 — 3, =211 + T2), ($1,$2,3€3)>
—I1T2 + 2.’E3£L’1 + X120 — ToTsy — 2.’E1£L’3 + IoX3
0.

Ainsi, 'endomorphisme g vérifie (P1), I donc g est un endomorphisme anti-symétrique.

Un calcul détaillé est attendu.

3. On suppose donc que f est bijective.
Soit & un vecteur non nul de E, et soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par x et f(x).

(a)

Démontrons que la famille (x, f(x)) est libre.

Soient deux réels « et S tels que : ax + Sf(x) = 0. Alors{ax + Bf(x),x) = (0, x) = 0.

Or (ax + Bf(x),z) = af|z|* + B(f(x),z) et {f(z),z). Donc (ax + Bf(x),z) = a|z|?

Ainsi af|z||? = 0.

Or z est un vecteur non nul. Donc a = 0.

Ceci entraine que Sf(xz) =0 : et f est bijective et = est non nul, donc f(z) # 0g, donc 8 = 0.
Ainsi la famille (x, f(x)) est donc bien libre.

| Donc F est de dimension 2.

La liberté de la famille doit étre clairement établie.

F est de dimension 2, donc F'* est de dimension 1. Soit (y) une base de F*.
x, f(x)) est une base orthogonale de F, et (y) est une base orthogonale de F=.
Donc en concaténant, (z, f(x),y) est une base orthogonale de F.

Toute ébauche de raisonnement sera valorisée.

Soient «, 3, v et § quatre réels tels que :

ar+ Bf(x) +vy+0f(y) =0p.

Donc a{z,y) + B{f(x),y) + v|yl* + 6{(f(y),y) = 0. Or la famille (z, f(z),y) est orthogonale, et f est anti-
symétrique, donc : v|y|* = 0.

Comme y est non nul : v = 0.

Donc ax + Bf(x) +0f(y) = 0, alors

alz|® + B(f(z),z) + 6(f(y),x) =0,
Or (f(y),z) = —(y, f(x)) =0 et (f(x),z) = 0.

Donc afz|* = 0, donc a = 0.

Ainsi Sf(z) + 0f(y) = f(Bx + dy) = 0g, et f est bijective, donc Sz + dy = 0.

Enfin, la famille (z,y) est libre, comme sous-famille d'une base de F : donc =46 = 0.
IAinsi la famille (z, f(x),y, f(y)) est libre.

Le raisonnement se rapprochant de celui de la question a), des justifications rapides peuvent suffire.

La famille précédente est une famille libre de quatre éléments de E. Mais E est de dimension 3, donc toute
famille libre de E contient au plus 3 éléments.
I Donc I'endomorphisme f n’est pas bijectif.

Un candidat répondant correctement a cette question sans avoir abordé les précédentes ne sera pas pénalisé.

4. L’endomorphisme f n’est pas bijectif, donc son noyau contient au moins un vecteur non nul, que nous pouvons
noter e.

. 1
e étant non nul, on peut définir le vecteur e par : €] = He.
e

Le vecteur €} ainsi obtenu est un vecteur normé du noyau, et on peut le compléter en une base orthonormale :

B = (e, ey, €h) de E.

Des justifications maladroites ne seront pas pénalisées.
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5. (a) Soit j € [1,3] : La base % est orthonormale, donc

Donc, en notant A = (a;;) la matrice de f dans la base %'
(i, j) € [1,3]%, ai; = (f(€}), €).
Et d’apres la propriété (P2) :
V(i,5) € [1.3]%, aji = (f(e)), €f) = —(f(€)). ef) = —ai;.

I Donc la matrice A est anti-symétrique.

Un raisonnement clair et précis est souhaité.
Une rigueur dans le choix des indices et le respect de ce choix est attendue.

(b) Tout d’abord, la matrice A est antisymétrique, donc ses coefficents diagonaux sont nuls.
Ensuite, le vecteur €} est dans le noyau de f, donc la premiere colonne de A est nulle.
Donc, par anti-symétrie, la premiere ligne de A est nulle.

Donc il existe deux réels a et 3 tels que :

0 0 O
A=|0 0 g
0 a O
Enfin, toujours parce-que A est anti-symétrique : 5 = —a.
0 0 0
Dans la base orthonormale %', la matrice représentative de f est la matrice: A= [0 0 -«
0 o O

Des justifications rapides sont acceptées.

Exercice 2

Partie I : Etude des intégrales de Wallis

3 . 3 -
1»%:/(mm)&=/1m=<
0 0 2

NIEY

wq:[famow:{—cww]

IDoncWO:g et Wy=1.

= — cos (g) +cos(0)=-0+1=1.
0

Des calculs rapides sont acceptés.

2. Soit n € N. Par linéarité de l'intégrale, on a :

N

= gsin gy — : sin(¢))" dt = sin(t))" (sin(t) —
Wier — W, = / (sin(t)™+" dt / (sin(t))" dt = / (sin(t)" (sin(t) — 1)dt

Or:Vte [0, g] , 0 <sin(t) < 1, donc : (sin(t))" (sin(t) — 1) < 0.

Par positivité de U'intégrale (les bornes de l'intégrale étant dans le bon sens), W, 11 — W,, < 0.
I Ainsi la suite (W,)n>0 est décroissante.

Une étude soignée du signe de l'intégrale est souhaitée.

3. ¢ Soit n € N. .

_ [ sin(t)" 2 dt = sin(#)" ! sin .
Wi = / (sin(t))"™? / (sin(£))"™" sin(t)dt

vl
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Par intégration par parties, les fonctions ¢t — (sin(¢))" ™" et ¢ — —cos(t) étant de classe €' sur le segment
7r
03]

Whao = [— cos(t)(sin(t))""’lh2 - /02 —cos(t)(n + 1) cos(t)(sin(t))"dt

=0+ (n+1) / * (1 = sin®(¢)) (sin(t))"d¢

0
= (n + 1)(Wn - Wn+2)

Finalement, W12 + (n + )Wp,40 = (n + 1)W,.
n+1
n+2

Donc Vn € N, W40 =

n-

Les hypotheses de I'intégration par parties doivent étre clairement indiquées.

s
© Montrons par récurrence que : ¥n € N, (n + YW, W,,1 = 5

@M 1-Wy-W, = g.

(H) Soit n € N. Supposons qu’on ait : (n+ 1)W, W, = g

n+2
+ )W, Woi1

1
Alors (n+2)Wo 1 Whye = (n+2)Wpi (n + Wn)
(

3

vl 3

(©) I Par le principe de récurrence, Vn € N, (n + 1)W, W, 11 = g

Une tel raisonnement par récurrence doit étre particulierement soigné.
Une hypothese de récurrence contenant Vn € N sera fortement pénalisée.

4. La suite (W,,) étant décroissante, alors : Vn € N, Wi,10 < Wyaq < Wi,

Or la fonction ¢ — (sint)™ est continue, positive, et non identiquement nulle sur le segment [0, 7/2].
Donc Vn € N, W, > 0.

Alors ‘1w
n n+1
Vn € N, < <1
n+2 > W,
n+1 W,
Comme lim + =1, par encadrement lim ntl 1, autrement dit : IWn_H ~  W,.
n—+oo 1 + 2 n—-+o00 . n—+oo

La stricte positivité de W,, est attendue, la justification un peu moins.

Alors par produit : (n + )W, W,y1 ~ nW2

n—-4oo
Or (n+ )W, W41 = g pour tout n > 0.

™ 7r
Donc nW? ~ = ouencore W2 ~ — ouencore | W, ~ =,
n—-+o0o 2 n—-+4oo 2’[’[, n—-+oo 27’L

Des calculs propres sont attendus.
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5. Montrons par récurrence que Vn € N, W« m_(2n)!
. niron I recurren u n = — = 5
p q b 2n 2 22n (’I’L')2
0! 2---0)!
I) Wy = g et par ailleurs on a bien : il —. Donc Wy = ( )

2 20(01)2 =y '”?Wﬁﬁ'
i _T_(2n)!
(H) Soit n € N. Supposons que Wy, = 2 ()
Alors, d’apres la question 3,
2n+1
2n + 2
(2n+2)(2n+1) (2n)!
(2(n+1)-2(n+1) 227(n!)2
. (2n +2)! B 2(n+ 1)
22n+2((n + 1)!)2 - 22(n+1)((n +1)h2

WQ(n—i—l) - W2n+2 =

7w (2n)!

(C) | Donc par le principe de récurrence, Vn € N, Wy, = 9 22n(nl)2”

Ce raisonnement par récurrence assez classique devra étre mené avec rigueur et soin.

Partie II : Démonstration de la formule de Stirling

n! e

prRY

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : u, =

1. Soit n € N*.
Un i1 (n+1)! et pn o n
1 =In R S
Up, (n 4 1)nt+l n+1 nl en
:ln< i e vn )
(n+1)n n+1
el
:1n<(n+1> )—i—ln(e)
n
_1—<”+1>m<1+1>
2 n

1 1
Donc Vn € N*, ln(M) =1- (n+—>ln(1+—).
Uy, 2 n

2. (a) Au voisinage de 0,

Des calculs efficaces sont attendus.

2 U3

—me 8 LY 3
Iln(1+u)—u 2+3—|—ugo(u)

Question de cours qui doit étre parfaitement traitée.
Up41 1 1 1 1 1
1 =1- -+ -— —
n( U, ) (n—i— 2) (n 2z 3n3 T \
Y U S S SR S 1
(e = =y == 0 il
2n  3n2  2n  4n?  n—o+too \ n2

1 -1
12n2 + n—>qf-oo (n2> n—;\-il-oo 12n2

Up 41 1
|DOHC In (7) . T’[]Q

Des calculs propres et efficaces sont attendus.
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3. (a) La série 2;1 3 converge (série de Riemann 2 > 1), donc la série z;l
nz nz

-1
122 converge également.

s , . . N , . s Un+1
Par critere d’équivalence de suites & termes négatifs, || la série E In ( converge.
U
n>1 n

Une grande rigueur et une précision dans ’argumentation sont attendues dans ce raisonnement classique.

(b) Par définition de la convergence de la série, il existe un réel L tel que :
N
lim Z (In(ugy1) — In(ug)) = L

NS
to 4

En reconnaissant une somme télescopique, Nlir_r: (In(un41 — In(uy)) = L.
— o0
Alors, lim In(uyi1)=L+1In(uy) =L+ 1.
N—+o00
Par continuité de ’exponentielle en L + 1, Nlim UN41 = el *1. Donc En notant ¢ la limite de (un)n>1, £ > 0.
—+o0

I Ainsi La suite (uy,)n>1 €st convergente.

La derniere étape du raisonnement est attendue.

nle™ nta
.—— ~ [falorsn! ~ /(
nn+§ n—-+oo n—+oo en
. . T (2n)!
Or d’apres la partie I, Ws,, = 5 W
1
(Qn)2n+§
YA
T 2 T 2
Donc Wy, ~ —- 677;n+1 ou encore Wy, ~ —- i
n—+oo 2 g2n 2™ n—too 2 Ly/n

e2n
| T ™ \/§ [T
Or, WQTL n—:\—-;-oo E7d0nc 57— Z

| Ainsi ¢ = vor.

Toute démarche correcte sera valorisée.

n—-+0o0o

5. IAinsin! ~ 2mn (—) .

Partie III : Etude d’une suite d’intégrales

1. (a) Lafonction h est dérivable sur [0, 1] en tant que produit de fonctions dérivables, et V¢ € [0,1], h'(t) = e '—te ' =
(1—t)e~*. Donc Vt € [0,1], B’ (t) > 0. La fonction h est donc croissante sur [0, 1]. De plus, h(0) = 0 et h(1) = e,
on a donc le tableau de variations suivant :

Une étude rapide mais correcte est attendue.
(b) Donc
Vte[0,1], 0<te ' <

D | =

1 n
Soit n € N. Par croissance de la fonction ¢+ t" sur [0,1/¢], Vt € [0,1], 0 < (te™")" < (> .

1 n
Par positivité de l'intégrale (les bornes dans le bon sens), | 0< 1, < () .
e

Une justification de chaque étape est attendue.
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1 n
(¢) ¢ Par encadrement, ( lim () =0) Ila suite (I,) converge vers 0 .

n—+oo \ €

S 1\" . 1
o De plus, la série géométrique g ( est convergente puisque —1 < — < 1.
e e
n=0
Donc par critere de comparaison de séries a termes positifs, || la série E I,, converge.
n=0

Tous les arguments doivent clairement apparaitre.

2. (a) Soit n > 1. Les variables aléatoires X sont mutuellement indépendantes, et suivent une loi exponentielle de
parametre 1, donc une loi gamma de parametre 1.

n n
Par stabilité de la loi gamma, § la variable aléatoire S,, = Z X}, suit une loi gamma de parametre Z 1=n.
k=1 k=1

En particulier, une densité de S,, est la fonction f,, donnée par :

0 sit<0
_ n—1_,—t
vneN, fult) = e sit>0
I'(n)
0 sit<O0
Donc une densité de S, est f,, : t —> Z;‘_lel_)t' §it>0

Question de cours qui doit étre parfaitement traitée.

1
(b) Soit n € N*. I, = / e~ dt.

0
En effectuant le changement de variable affine u = tn (du = ndt), on a :

"runt _ du 1 L n! " n!
InZ/O (ﬁ) e n:nn+1/0 e du=nn+1/0 fsa()dt = Lo P(Sa < ).

|
IDochnEN*, I, = v P(Spt1<n).

- nn+l1

Une vigilance particuliere permettra de détecter toute arnaque de calcul.

C)r
© import numpy.random as rd
def proba(n):
N=10000
c=0
for i in range (N)
S=rd.gamma (n+1)
if S<= n:
c=c+1
return c/N

def affiche(n):
fact=1
L=[]
for k in range(l,n+1):
fact=factx*xk
L.append (fact/(k*x*(k+1))*proba(k))
return L

Tout programme d’algorithme correct sera accepté.
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3. (a)

Les variables aléatoires X sont mutuellement indépendantes, admettant une espérance, et une variance non
nulle.

— X, — F|X
D’apres le théoreme central limite, la variable aléatoire centrée réduite associée & X,, & savoir Xn — BlXn]
V(Xn)
converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
— 1 1
Or, par linéarité de lespérance que E(X,,) = —E(S,) = — -n=1.
n n
- 1 1 1
De plus, par propriété de la variance, V(X,) = <V (Sy) = — -n= —.
n n n

I Ainsi v/n(X,, — 1) converge en loi vers une variable aléatoire de loi .4 (0, 1).

Dans cette application directe du théoréeme central imite une attention particuliere sera portée sur le rappel
des hypothesses et le calcul de I'espérance et de la variance .
1

D’apres la question 3(a) que X,, = vn(X, —1) = v/n <1Sn - 1> = \FS,L —/n. Ainsi :
n n

—x 1

P(Y, <0)=P X + —=<0

(Vi1 <0) (m = )

1 1

=P(——Su1—vn+1l+—=<0

(\/n—l—l 1 " vn+1 )
=P(Spy1—(n+1)+1<0)
= P(Sn41 <n)

| Donc Vn € N*, P (Sp41 < n) =P (Yo <0).

Un travail soigné sur les événements est attendu.

|
D’apres la question 2(b) : I, = L
n

n n
Or, d’apres la partie I, n!  ~ 2mn (7> .
n—-+o0o e

Et d’apres la question 2(b), en notant ® la fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi normale centrée
réduite, P(Y,+1 <0) = ®(0).
n——+0oo

1
Or ®(0) = 5 Donc, I,, ~ ——%—.

Vo (2)" 1
n—+00 nntl 2
o VL) 1_ Vo wnifien g o
nntl 2 2 nntl NIV
Donc I,, ~ e ™. .
n—+o0 2n

Tout travail sera valorisé.
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Exercice 3

Partie 1
1. Soit n € N*. Pour tout entier k, notons By, 1’événement « tirer une boule blanche au ke tirage ».
Alors A, = ﬂ By;.. D’apres la formule des probabilités composées : isplaystyleP(A H IP’k o Bk
k=1 k=1 1
a a+ (k—1r
Or, P(B;) = t Vk € [2 P, By)=————.
I‘7 ( 1) be e[[ 7n]]7 kmlBl( k) a+b+(l€_1)7‘

n n—1
-1
Donc P(4,,) = H M. Ainsi Vn € N*, P(A,,) = H (Gepliy

s atbt(k—1)r kzoa—l—b—i—kr'

Une application correcte et détaillée de la formule des probabilités composées est attendue.

2. Soit n un entier naturel non nul.

CIn(P(A,) = nlm(“”””‘)

— a—+ kr
n—1
b
= In 3 )
o a+ kr
Ainsi Vn € N*, —In (P Z In (1 + )
Un minimum de détails dans les calculs est attendu.
b b b 1
3. ¢ Remarquons que si r > 0, alors In (1 + a+kr> e T et o > 0. Or ]; z diverge. Donc par critere
d’équivalence, Z In (1 + p— kr) diverge.

k>0

b
Sir=0, alorsln(l—i—a_’_kT) # 0.

Donc la série Z In (1 +

k>0

b kr) diverge.

Un oubli du cas r = 0 ne sera pas sanctionné.

o Comme la la série Z In <1 +

k>0

n—1
b
1 li In(1 = .
aorsnirilmg n( +a+k‘r> +00

Alors lim In(P(A4,)) = —occ. IDonc lim P(A,)=0.

n—-+oo n—-+oo

b b
N kr) diverge et que Vk € N, In <1 + a—i—kr) >0,

Une argumentation précise est attendue.

4. Remarquons que ( ﬂ A,.

OrVneN* A, C A, Donc d apres la limite monotone, P(X = 0) = lif}rl P(A4,).
n—-+0oQo
| Ainsi P(X =0)=0.

Une vérification soignée des hypotheses de la propriété de la limite monotone est attendue.
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import numpy.random as rd
import numpy as np
def simulX(a,b,r):
i=1
while rd.random()<(a+(i-1)*r)/(a+b+(i-1)*r):
i+=1
return i

Tout programme d’algorithme correct est accepté.

def Moyenne(a,b,r,N):
S=0
for k in range(N):
S+=simulX(a,b,r)
return S/N

Tout programme d’algorithme correct est accepté.

7. On suppose dans cette question que r = 0. X suit une loi géométrique de parametre e

b b)? b

Donc X admet une espérance et une variance et E(X) = a;r et V(X) = j_ b (a ; F a(ab;r )
a

Aucune justification n’est attendue.

8. On suppose dans cette question que a =b=1r = 1.

(a) Soit n un entier naturel non nul.

_ _ 1+Ek 1
P(X =n)=P(A,-1NB,) =P(A,-1)P4,_,(B,). D P(X =n)= —_—
(X =) = Bt 0 Bo) = BB, (B Done BOX =)= ] o5 ooy
n—1
n—2 H k
1+ k& — 1 1
Or [T 57 = 51 =~ | Ainsi v e N*, B(X =) = .
o < T me " n(n+1)
k=2
Un raisonnement détaillé est souhaité.
1
(b) Pour tout entier n non nul, nP(X =n) = .
n+1

1
Or g —— diverge. I Donc X n’admet pas d’espérance.
n+1
n=0
La divergence de la série est attendue.

Partie II : Etude du cas r = 1
Dans cette partie, on pose 7 = 1 et on suppose que b est supérieur ou égal a 2.

1. On suppose de plus que a = 1.
(a) Soit n un entier naturel non nul. P(X =n) =P(A4,_1 N B,) =P(A,_1)Pa, ,(By).

n—2

1+k b
DoncP(X =n)= [ — —~ . 2.
one (X = n) ll1+b+k n+b
n—1
n—2 Hk
1+ = (n—=1)0-0 o » _y_b-(n=1)-b
OrHl—i—b—i—kin-H?—l “hib-Dr Ainsi Vn € N*, P(X =n) = ol
k=0 I1 k
k=b+1

Il est attendu des candidats une justification claire a 1’aide d’événements.
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(b) Soit n un entier non nul.

bty = bl nl (1)
b—1- " YT a1 \(n+ b= (n+0b)!
b- bl n!
- 7 b—n—1
b1 o "t
_bblenl
 (n+0b)
. . b- bl
Ainsi Vn e N*, nP(X =n) = - 1(vn — Upg1)-

(c) La suite (v,) converge vers 0. Donc la série télescopique g Up, — Un41 est une série convergente et

n=1
+o0 1
E vn_vn+1:"}1:a-
n=1 :

Donc X admet une espérance et E(X) = ——.

Toute ébauche de raisonnement sera valorisée.

2. Le réel a n’est plus supposé étre égal a 1 mais seulement supérieur ou égal a 1.

(a) Soit a un entier non nul.
+oo
Par définition, E(X,|B1) = Y nPg, (X, = n).
n=1
OrVn e N*, Pg,(Xg=n) =P(Xg11=n—1).

+oo
Donc E(X,|B1) = > nP(Xep1=n-1)
n=1
—+o0 —+oo

= Z(Tl — I)P(Xa+1 =n — 1) + Z]P(Xa—i-l =n—- 1)

n=1 n=1
+oo +oo

= ) nP(Xap1=n)+ Y P(Xe41 =n)
n=1 n=1

= E(Xg41)+1

| Ainsi Va € N*, E(X,|B1) =1+ E(Xa41).

Une bonne connaissance de 'espérance conditionnelle et une bonne interprétation de I’espérance conditionnelle
seront appréciées.

(b) Remarquons que P5—(X, =1) =1 et que Vn > 2, Pg~(X, =n) = 0.
IDonc E(X.|B;) = 1.

Une bonne interprétation de la probabilité conditionnelle sera valorisée.

(¢) ¢ Soit a un entier non nul.
D’apres la formule de I'espérance totale,

E(Xa) = HD(Bl)‘E(*XvuzLBl) + ]P(B_l)E(Xa|B_1>

— b
Or P(Bl) = a—|—b et ]P(Bl) = a—|—b.
a b a
Alors B(X,) = — (1+ B(Xop1)) + —— = 1+ — = B(Xo).

Une bonne connaissance de la formule de I'espérance totale sera valorisée.
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b
o Or d’apres la question lc, E(X;) = o1
b—1
Soit a un entier non nul. Supposons que F(X,) = a—;——l
a+b a+bfa+b-1 a+b
Alors B(Xqs1) = (EX —1)= 1) =22
ors B(Xa+1) a (Xa) a ( b—1 ) b—1

a+b—1

Donc par le principe de récurrence, Va € N*, E(X,) = =]

Un raisonnement par récurrence bien mené est attendu.

Partie II1

1. Soit n un entier naturel non nul.

Uny1 —up = —In(P(Any1)) — gln(n +1)+In (P(A,)) + gln(n)

1 1 1
(a - %) t oo (n—)
—ab b? b
- rn(a+rn)  2(a+ nr)? + 2rn? + n— oo (ﬁ)

_ b [ —an —rbn? +1 T 1
2 \a+m 2(a+nr)? 2 n—+oo \ n2

I
E
N
—
+

=)
T
3
3
N————
|
S| o
E
N
—
+
3|
N———

. —an —rbn?
Or lim — +
notooa+rn  2(a+nr)?

1
Donc u —Up = O — |.
n+1 n n——+oo 3

n2
L. 1

Or la série E —3 converge.
n>1n2

Donc par critere de comparaison g Up41 — Up CONVErge.
n=1

Une attention particuliere sera portée sur I’application du critere de comparaison.
Cependant un calcul bien mené, efficace et clair est souhaité.

2. D’apres le théoreme des séries télescopiques, I la suite (u,) converge. Notons ¢ sa limite.

3. Par définition de la suite (uy,), Er_irrl In (]P’(An)) + éln(n) = /.
n e} T

b
Et par continuité de exponentielle en —¢, lim P(A,)nr =e
n—-+oo
1
. -
Ainsi P(4,,) o -

Un travail précis et soigné sur les limites est attendu.

4. Soit n un entier naturel non nul.

POX =n) =P(4y1 N By) = gy Pl
Donc nP(X =n) = % ‘P(Ap_1)-

Orb#0et P(A,_1) #0.
Ainsi nP(X =n) ~ éIP’(An_l).

n——+oo 1
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b 1

5. D’apres les questions précédentes, nP(X = n) i et — - Et nP(X =n) > 0.
n—+oo 19

nr

- 1 . . b
Or la série E —, converge si et seulement si — > 1.
2 T
nzlnr

o ) : b
I Ainsi X admet une espérance si et seulement si — > 1.
r

Une application rapide du critere d’équivalence est acceptée.
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